,l Définition 1.

.

GEOMETRIE ELEMENTAIRE DU PLAN

Vous avez vu en premiere année du college (vous en souvenez-vous?) la no-

tion de droite « graduée » ainsi que le repérage dans le plan. Des détails supplé-
mentaires étaient rapportés en 3eme année du college concernant les coordon-
nées d’'un point, d'un vecteur, du milieu d'un segment ... Ensuite, aprés avoir
grandi un petit peu, vous avez étudié quelques propriétés du produit scalaire
en tronc commun ainsi que quelques transformations usuelles du plan. En pa-
rallele, avec I'énoncé du principe d’inertie en mécanique, vous avez découvert
la notion de centre d’inertie d'un systéme de points matériels, avant de la gé-
néraliser a la notion de barycentre en mathématiques, en premiére année du
baccalauréat. Sans omettre les différentes applications rencontrées en sciences
de I'ingénieur.
Dans ce chapitre, aprés avoir rafraichi votre mémoire sur les reperes cartésiens
et polaires, nous introduirons deux outils essentiels de la géométrie plane : le
produit scalaire et le déterminant. Le produit scalaire permet de caractériser
I'orthogonalité entre deux vecteurs, tandis que le déterminant permet de tes-
ter leur colinéarité. Nous étudierons leurs propriétés algébriques (bilinéarité,
symétrie ou antisymétrie) ainsi que leurs applications géométriques (projec-
tions, calcul d’aires). Nous nous pencherons ensuite sur 1’étude des droites et
des cercles dans le plan. Nous établirons leurs différentes équations : carté-
siennes et paramétriques (qui décrivent en fait la trajectoire d'un point mobile
le long de la droite ou du cercle, appelées en physique « équations horaires du
mouvement »). Enfin, nous donnons les expressions analytiques de quelques
transformations usuelles du plan.

1. Repérage dans le plan

1.1 Base et repere cartésien

Soient #i et 7 deux vecteurs du plan R®. On dit que ii et ¥ sont colinéaires s'il
existea e Rtelque i = a¥ ou ¥ = aii.

\

Exemple 1.

 Si#l =5V alors ii et U sont colinéaires.
* Le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs du plan.
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| Définition 2. <

o On appelle base (du plan) tout couple (€3, &) ol é; et é; sont deux vecteurs
du plan non colinéaires.

e On appelle repere (cartésien) (du plan) tout triplet (O, €;, ;) o1 O est un point
du plan et (&, &) est une base du plan.

. J

Proposition 1 . \

Soient i, U deux vecteurs du plan. Le couple (&, 7) forme une base du plan si et
seulement si :

Va,BeR, ai+pr=0—=a=6=0
. J

( Démonstrationj

,(Proposition et Définition 1 }

Soit (O, €1, €2) un repere cartésien du plan.

 Soit # un vecteur du plan. Alors, il existe un unique couple de réels (x, y) tel
que
U= xé’l ol yéz.
On l'appelle le couple des coordonnées (cartésiennes) de # dans la base
(€1,82).

On note alors:
- X =
u( " ) ou u(x,y).

e Soit M un point du plan. Les coordonnées (x, y) du vecteur OM sont appelées
les coordonnées (cartésiennes) de M dans le repere (O, €1, ;). On a donc :

OM = xé’l +yéz.

On note alors:
M( ; ) ou M(x,y).

M
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Exemple 2. .

Onpose:é =(1,1) eté, = (1,2).

1. Justifier que £ = (é,, &;) est une base du plan.

2. Exprimer les coordonnées de # = (2,1) dans la base 3.
S 2 A Solution

\ J

Proposition 2.
fl N

Un repére (0,&;,8) du plan étant fixé, soient A(xa,ya) et B(xp,yg) deux
points.

» Le vecteur AB a pour coordonnées
(x5 = x4, ¥8 = y4).-

» Le milieu I de [AB] a pour coordonnées

+ +
(xAsz’.VAZ,VB).

. J

Exemple 3. <

-

Dans le repére usuel (O, i",]), on considere les points A(1,2) et B(3,4). Donner

les coordonnées du milieu de [AB] et les coordonnées du vecteur ﬁ
> D™ D Solution

1.2 Repere orthonormal

Définition 3.

Soient i et j deux vecteurs du plan. On dit que (i, j) est une :

¢ base orthogonale du plan lorsque i, f) = ig ;
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s A

= = T o
¢ base orthonormée (ou orthonormale)du plan lorsque (i, j) = J_rE et ||ill =
171 =1;
. T = =
 base orthonormée directe du plan lorsque (i, j) = 2 etfill =ljll=1

. J

| Définition 4 . <

¢ On appelle repére orthonormé direct du plan tout repere ( O, i, j)avec Oun
point du plan et ¢A ]_") une base orthonormée directe du plan.

WY

1.3 Repére polaire, Coordonnées polaires

/(Proposition et Définition 2 J

Soit (O, i f) un repere orthonormé direct du plan et § € R. On pose :
{ i) = (cosO)i+(sind)]
5O = —(sin®)i+ (cosH)f

Alors, le couple (#(0), U(0)) est une base orthonormée du plan, appelée la base
polaire associée a 6 et le repere (O, ii(0), U(0)) s’appelle repére polaire d’angle 6.

J

trsinf

FIGURE 1 — Repere polaire avec i, (respectivement iiy) est () (respec-
tivement 7(0)) de I'énoncé.
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K(Proposition et Définition 3 J

N\

Un repére orthonormé direct (O, i, f) du plan étant fixé. Pour tout point M du
plan distinct de I'origine, il existe un couple r > 0 et 6 € R tels que :

OM = rii(@) avec u(0) = cos(6)7+ sin(H)f.

Le couple (r,0) s’appelle un couple de coordonnées polaires de M.

M

<.

O

o
»~
s
l

Remarque 1.

On privilégie Les coordonnées polaires lorsqu’on souhaite étudier quelques
mouvements circulaires dans le plan ainsi que les oscillations d'un pendule
simple par exemple.

Remarque 2.

Les coordonnées polaires d'un point donné ne sont pas uniques. Par exemple,
(r,0) et (1,0 + 27) sont des coordonnées polaires d'un méme point.

Remarque 3.

«Lanalogie » avec la forme trigonométrique d'un complexe non nul est a mé-

o
=
-
[¢]
—

Exemple 4.

<
Un repére orthonormé direct (O, é1, &;) du plan étant fixé, déterminer un couple
de coordonnées polaires du point M(1,1).

D N D Solution

\ J

Proposition 3 . \

Un repere orthonormé direct (O, é;,62) du plan étant fixé. Soit M un point du
plan distinct de l'origine de coordonnées cartésiennes (x, y). Soient r > 0 et 8
un réel. (,0) sont des coordonnées polaires de M, si et seulement si,

x=rcosf et y=rsind.
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( Démonstrationj

e Si M est le point d’affixe z # 0, alors un couple de coordonnées polaires
pour M est donné par (r,0) ou1 6 est un argument de z et r est le module
de z.

o Avec les mémes notations, on constate que r = \/ x% + y2.

Exemple 5. <

Un repeére orthonormé direct (O, é1, &;) du plan étant fixé, déterminer un couple
de coordonnées polaires du point M (-1, 1).
™ D D Solution

7
&

2. Barycentre

| Définition 5. <

On appelle point pondéré du plan tout couple (M, 1) ou M est un point du plan
et A un réel. Le nombre A est appelé le poids ou la masse de M.

\, J

{Proposition et Définition 4 J

Soient ne€N”*, Ay,..., A, des points du plan et ay,...,a, € Rtels que :
ar+---+a,#0.

e On appelle barycentre des points pondérés (A, ai),...,(As, a@,) I'unique
point G du plan vérifiant :

a1GA +---+a,GA, =0.

De plus, pour tout point M du plan, ona:

- 1

MG = alMA1+---+anMAn).

a1+---+(xn(

Ainsi, si pour tout i € [[1,n], (x;, y;) est le systtme des coordonnées carté-
siennes de A;, alors les coordonnées cartésiennes de G sont :

A Xy +- - +a&nxn

_ Y1ttt apyn
XG G = 0
§ art+---+ay ay+---t+tay, Y,
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7

N
e Sia; =+ =ay, (et notamment si a; =--- = a, = 1), G s’appelle I'isobary-
centre des points Ay, ..., A, et, pour tout point M du plan, on a

—_— 1 —_— —_—
MG =~ (MAl +~-+MAn).
n
De plus, si pour tout i € [[1, nﬂ, (x;, yi) est le systeme des coordonnées carté-

siennes de A;, alors les coordonnées cartésiennes de G sont :

X1tX2+---+Xp Nityz+---+yn
=TT T et ye=fe IR

n n

XG

\, J

( Démonstrationj

I

Exemple 6 .

Si G est le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, ), ou a + B # 0, alors :

ac-_P 73
a+p

i

Exemple 7.

Construire le barycentre G; des points pondérés (4,2) et (B, 1).
2 D D Solution
Comme G; est le barycentre de (4,2), (B,1),ona:

AGy = ——AB=—-AB
2+1 3
G1 B
o * \ 4

Exemple 8. <

Construire le barycentre G des points pondérés (A, —1) et (B, 3).
N A A Solution
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Exemple 9. .

Construire I'isobarycentre de deux points A et B du plan.
S N A Solution

\ J

{Proposition 4 : Associativité du barycentre.}

N\

Si G est le barycentre de (4, @), (B, B) et (C,y) et si H est le barycentre de (A, a)
et (B, B) avec a + f # 0 alors G est le barycentre de (H,a + ) et (C,y).

( Démonstrationj

La proposition 4 est utile pour placer le barycentre de trois points. Elle permet
de trouver le barycentre de trois points a partir du barycentre de deux points;
ce qui est plus simple a déterminer.

Exemple 10. <

Construire le barycentre G des points pondérés (4,1),(B,2) et (C,3).
2 ™ D Solution

\ J

Exemple11. .

Soit ABC un triangle. Construire 'isobarycentre des trois points A, B et C.
> 2 A Solution
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