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TD : Polyndémes

1 Pour s’échauffer

Exercice 1
r+y+z=1,
Résoudre dans C* : ¢ 1 + % +1=1,
ryz = —4.
Exercice 2
Factoriser dans C[X] et R[X] les polyndmes suivants :

1. X4—1,
2. X% -1,
3. Xt X241,

Exercice 3
Factoriser dans R[X] le polynéme

X(X-1) X(X-1)(X-2)

P(X)=1-X+=F— - 2 +o (=D

XX-D)X-2)...(X —n+1)
n!

Exercice 4

1. Montrer que X° — 1 et X2 4+ X + 1 sont premiers entre eux.

2. Déterminer explicitement une relation de Bezout entre X° — 1 et X% 4+ X + 1.

Exercice 5
Soit P € K[X] et a,b € K. Soient 7 et s dans K les restes de la division de P par (X —a) et par (X —b), respectivement.
Quel est le reste de la division de P par (X —a)(X —b)?
Exercice 6
Trouver le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1)3, ot n € N*.
Exercice 7
Soit n € N*. On considére le polynome
X2 XxXn

Po(X) =14 X+ p 4o —

Montrer qu’il n’a pas de racine multiple.

Exercice 8

Soit P € K[X] et a € K. Montrer que « est racine au moins double de P si et seulement si o est une racine de P A P’.
Exercice 9

Trouver les polynomes de C[X] vérifiant :

1. P(X?) = P(X)
2. P(X +1) = XP(X)

2 Oraux, classiques et quelques écrits

Exercice 10
Soit P € R[X] non constant tel que :
(E): P(X*) = P(X)P(X —1).

1. Montrer que les racines de P sont de module 1.

2. Déterminer les polynomes solutions de (E).

(Oral-X)
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Exercice 11
Soient n >2et P = X" —‘rCLnlenil +--4+a1 X +ag € (C[X}

1. Montrer que si un nombre complexe £ est racine de P alors
€] < max (1, ]ao| + |as| + -+ + |an-1]) -
2. Montrer que si un nombre complexe ¢ est racine de P alors

<1 max .
|£‘ - Ofigan—l |CL1‘
(Classique : Localisation des racines.)

Exercice 12
Soit P un polynome scindé a racines simples sur R[X], de degré n > 2.

1. Montrer que P’ est scindé & racines simples sur R[X].

n
2. On note P = Z ax X*. Montrer que P ne peut avoir deux coefficients successifs nuls parmi les (ak)o<k<n-
k=0
3. Si un polynéme complexe P de degré n > 2 est scindé a racines simples dans C[X], P’ est-il scindé & racines
simples dans C[X]?
(Oral-Mines)

Exercice 13
1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme 7T,, € R[X] tel que : Vz € R, T},(cos(z)) = cos(nz).
2. Calculer Ty, Ty, T, T3.
3. Montrer que pour tout n € N :
Tto(X) = 2X T 41 (X) — To(X).
4. Calculer le coefficient dominant de T, puis en donner une factorisation, pour tout n € N*.

5. Prouver que pour tout n € N, T;, est & coefficients entiers.
(Classique : Polynoémes de Tchebychev)

Exercice 14
Pour tout entier naturel n, on définit le polynéme L,, par :

n

2
Ln(X) = 2i 3 <Z> (X — )" k(X + 1),

k=0

1. Prouver que pour tout n € N*, L, (X) = 5 [(X? — 1)"] ") et en déduire la parité de L.

2nn!
2. Montrer que pour tout n € N*, L,,(X) est scindé & racines simples dans | — 1, 1[. (On pourra faire une récurrence
et appliquer le théoréme du Rolle.)

(Classique : Polynomes de Legendre)

Exercice 15
k—1

Pour tout k € N*, on introduit le k-éme polynéme de Hilbert suivant : P (X) = & H (X —1).
=0

Montrer que : V(k,n) € N* X Z, Py(n) € Z.

(Oral-X)

Exercice 16 )

Soient n > 2 et P = Z apXP 4+ X" = H(X — z) € C[X], un polynéme unitaire de degré n. On pose :
k=0 k=1

AP) = (12T T G ).

i=1k=1,k#i
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1. Montrer que : A(P) = (—1)*»=1/2 H P'(z).
k=1
2. Calculer A(P) lorsque P = X? +bX + ¢, o1 b et ¢ sont des complexes.

3. Exprimer en fonction de n le nombre H (2 —zj)z, ol 21, 29, . - ., 2y, sSont les racines du polynéme P = X™—1.
1<i<j<n

(Ecrit-X)

Exercice 17

1. Le polynome X* + 4 est-il irréductible sur Q?

2. En déduire les entiers naturels n tels que n* + 4 est premier.
(Oral-Mines)

Exercice 18
Soient B € Z[X] un polynéme unitaire de degré m > 1 et A € Z[X]. Montrer qu’il existe @), R € Z[X] uniques et tels
que

A=BQ+ R avecdegR < m.

Indication : On pourra faire une preuve par récurrence sur le degré de A.

Exercice 19
Soit n un entier naturel non nul.
On note U,, ’ensemble des racines n-iéme de I'unité et U, I'ensemble des racines de 'unité d’ordre exactement n.
Enfin, pour d € N*, on pose
o= J[ (X -2).

zeU}

1. Prouver que U,, = |_| Uj.
d|n
2. En déduire que

X" 1= H‘I’d-
d|n

3. Donner 'expression de &1, ®5 et P3.

4. Démontrer que ®,, est un polyndme a coefficients entiers.

(Classique, Ecrit-X : Polynoémes cyclotomiques)

Exercice 20

n
Soient n € N*, (z1,...,z,) € K". Pour tout k € N*, notons Sy = fo
. i=1
s 1
De plus, si Vi € [1,n],2; # 0, pour k € N*, notons S_j, = Z —.
"
i=1 "1
1. Exprimer S; en fonction des (0;);c[1,0y(il s’agit des fonctions symétriques élémentaires définies en cours dans les
formules de Viete.)
2. Calculer S_1(P) = T—ll + x% + 13 + % si (21, 79,3, 24) sont les racines de P = 2X* —5X3 +6X + 1.

xT

(Classique : Sommes de Newton)

Exercice 21
d

Un polynéme unitaire de degré d > 1 P = Z a; Xt e C[X] est dit réciproque si a; = ag_; pour 0 < ¢ < d. Par exemple
i=0
X2 —2X +1ou X3+ 2X? +2X + 1 sont réciproques

1. Montrer qu’un polynéome P € C[X] unitaire de degré d est réciproque si et seulement si X9P (&) = P.
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2. Soit P € C[X] un polynéme unitaire réciproque. Montrer que si 2 € C est une racine de P, alors « # 0 et 1/x
est une racine de P, avec la méme multiplicité.

3. Prouver que le produit de deux polynémes unitaires réciproques est réciproque.
(Ecrit-X)
Exercice 22
Soit p un nombre premier. On désigne par I, le corps Z/pZ. On admet les résultats suivants :
e F,[X] est intégre.
e Le théoréme de factorisation en facteurs irréductibles vu dans C[X] et R[X] a son « analogue » dans F,[X].
e A partir de la surjection canonique de Z sur F,, on obtient un morphisme d’anneaux Z[X] — F,[X] appelé
réduction modulo p. Tl s’agit de application qui & un polynome Z ap Xk e Z[X] associe Z ar X" e F,[X].
0<k<n 0<k<n
1. On dit qu’un polyndéme non nul de Z[X] est primitif si le pged de ses coefficients est égal a 1.
Montrer que le produit de deux polynémes primitifs de Z[X] est primitif.
2. Pour A € Z[X] non nul, on appelle contenu de A, et on note ¢(A), le pged des coefficients de A. Soit A et B
deux polynomes non nuls de Z[X]. Montrer que ¢(AB) = ¢(A)c(B).
3. Soit P € Z[X] non constant. On suppose que P n’est pas irréductible sur Q. Montrer qu’il existe A, B € Z[X]
de degrés > 1 tels que P = AB.
4. Soient n € N*, A=a, X"+ -4+ a1 X + ap € Z[X] et p un nombre premier. On suppose que :
(i) p ne divise pas ay, ;
(ii) p divise ag,a1,...,0n_1;
(iii) p? ne divise pas ag.
Montrer que A est irréductible dans Q[X].

(Classique, Oral ENS : Critére d’Eisenstein)

Exercice 23

Montrer que, pour tout entier n > 2, il existe un polynoéme unitaire irréductible de degré n dans Q[X].
Exercice 24

Soit p un nombre premier. Prouver que le polynéme

P=X"""4. 4+ X*+X+1

est irréductible sur Q.
Exercice 25
Montrer qu'un corps algébriquement clos est infini.



