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TD : Développement limité et analyse asymptotique

1 Calcul de Développement limité

Exercice 1
Donner le développement limité des fonctions suivantes en xq & I'ordre indiqué.

1. f: 2z — exp(x)cos(z) alordre 5 en zy = 0.
2. f:xz— In(l+ z)sin(x) & l'ordre 4 en 5 = 0.

3. f:xﬁmal’ordTGQ(%nxo:O-

4. f:rx— el;é(l;;‘_)l 4 l’ordre 3 en g = 0.

3. f:xﬁm;—f)al’ordreélenwozl.
Exercice 2
Donner le développement limité des fonctions suivantes en 0 & ’ordre indiqué.
1. f:z— (1+2z)” alordre 5.
2. f:xz— In(1+ sh(z)) alordre 4.
3. f:ax— /1 + arctan(x) a lordre 3.

Exercice 3

Donner le développement limité des fonctions suivantes en 0 & ’ordre indiqué.
1. frxw arcsin(%) a lordre 2.
2. En calculant pour tout réel z, [; (1 + tan®t) dt, déduire le développement limité & ordre 6 de la fonction tan.

£E2 1
3. frx— dt a Vordre 10.
f /L V14t

Exercice 4

Onnote f: x— f(r) =In(1+ 2?) — 2.
1. Montrer que f est bijective de R vers R.
2. Former le DL,4(0) de f~1.

2 Calcul de limites et équivalents

Exercice 5
En utilisant les développements limités, calculer les limites suivantes, sous réserve d’existence.

In(1 In(1—
n( +a:);r2 n(l—x) en 0.

1. f:x—
9. f:xH ln(1+z212wsin(w) en 0.
3. frx—=Vai+r+1—xen +oo.

Exercice 6
Trouver des équivalents simples et les limites éventuelles des fonctions suivantes aux points indiqués.

Lo froe YEeoyIzaze on (L)
13

2. f:acHS—VHW*3 VITT o 0.

3sinz—In(1+4x) 30
1

3. f:xHe%—eﬁ en +00. (73)
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3 Etude de fonctions

A Les exercices de cette section doivent étre abordés en utilisant les développements limités.

Exercice 7

Montrer que la fonction f : x +—
Exercice 8

Au voisinage de 0, étudier la position de la courbe représentative de la fonction f : x — ﬁ par rapport a sa tangente.
Exercice 9

On considére la fonction f @z — 5.

z sin(z)
1422

posséde un minimum local en 0.

1. Montrer que la fonction f peut étre prolongée en une fonction de classe C! sur R.
2. Déterminer une équation de la tangente au graphe de f en 0 puis étudier la position de la courbe de f par
rapport a cette tangente.

Exercice 10

Etudier les branches infinies de la fonction définie par : Vo € R\ {—1} f(z) = 22 arctan (141r1)

Exercice 11

Ftudier les branches infinies de la fonction définie par :
1

Ve e R\ {3} f(z) = (x — 1)e=-3

4 Développement asymptotique

Exercice 12

3

Considérons la fonction définie par Va €]1, 400 f(z) = p—

Prouver qu’au voisinage de +oo f(z) =z + 3 + g + o(1)(x) et en déduire que f admet une asymptote oblique au
voisinage de +o0o en précisant sa position par rapport & la courbe représentative de f.

La relation (*) s’appelle Développement asymptotique de f au voisinage de +oc & la précision % (ou o(%))
Exercice 13

Considérons la fonction f : x — (ex)”, montrer qu’en voisinage de 0, on a :

1
flz)y=1+z+zhnx+ §x21n2x+0(x21n2x)

Il s’agit du développement asymptotique de f en 0 & la précision 22 In(z)2.
Exercice 14
On veut donner un développement asymptotique a trois termes au voisinage de oo de la fonction :

f:z:r—)wH%.

1. Montrer qu’au voisinage de +oo f(z) ~ .
2. Déterminer un développement asymptotique & trois termes de f.
3. Le graphe de la fonction f admet-il une asymptote oblique en +o0o0?

5 Un peu des suites

Exercice 15
Pour tout entier naturel n, on définit :

1
n- [
Jo 1+1t"

1. Montrer que la suite (I,)nen tend vers 1 et, plus précisément, que :

fn_lzo(l>.
n

In2 1
Inzl—n——i—o(—).
n n

2. Prouver que :
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Exercice 16
Soit (u,)nen une suite réelle telle que, pour tout n € N, ub + nu,, — 1 = 0.
Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et qu’elle admet le développement asymptotique suivant :

11 1
Up = E — F + o0 7’? .
Exercice 17
Soit (un,) une suite vérifiant :

T .
uy = 3 Yn €N, wu,p1 =sin(uy).

1. Donner un équivalent de (u,) lorsque n — +oc.

2. Donner un développement asymptotique a deux termes de (uy)

(Oral X)



