(% Chapitre 3

Nombres complexes

Ce chapitre a pour but de présenter les nombres complexes et d’effectuer des calculs avec ces nombres. Nous verrons aussi
comment résoudre certaines équations avec des nombres complexes.

Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté

g Ce polycopié contient une animation, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les animations
(comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).
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1 Définition des nombres complexes et propriétés

I
Déﬁnition des nombres complexes

| Siivérifiei® = —1 et (a,b) € R?, a+ib est appelé nombre complexe. On note C I’ensemble des nombres complexes.

Remarques 1. e Les nombres réels sont des nombres complexes. En effet, si x € R, alors x = x + 0i € C.

o Cette définition part du principe qu’un tel nombre i existe ce qui est surprenant et ne donne pas d’explication sur
ce qu’est le produit ib ni 'addition entre a et ib. En fait, cette définition est bien rigoureuse car on peut construire
un tel nombre i et définir a + ib. Cette construction, hors programme, se trouve en fin de chapitre.

e Une telle construction permettrait aussi de montrer qu’une telle écriture est unique : si 2 = a +ib = a’ + iV’
avec (a,a’,b,b') € R* alors a = @’ et b =1', on admet donc aussi I'unicité d'une telle écriture.

e Soit z = a + ib avec a et b des réels. Si b = 0, alors z = a € R. Si a = 0, alors z = ib, on dit dans ce cas que z est
un imaginaire pur.

=
Déﬁnition de la partie réelle, de la partie imaginaire et de ’écriture algébrique

Si z = a +1b avec a et b réels, on dit que a est la partie réelle de z et que b est la partie imaginaire de z. On
note Re(z) = a et Im(z) = b. L’égalité =z = a + ib s’appelle 'écriture algébrique de z.

‘ ’ oy . ’ .
Deﬁnltlon des opérations sur les nombres complexes

Soient z = a +ib et 2’ = a’ + i’ deux nombres complexes (avec a, @', b et ' des nombres réels). Alors on pose

2+ =(a+ib)+ (ad +ib)=a+d +i(b+b) et zx2 =(a+ib)x (a' +ib') = (aa’ —bV') +i(ab’ + a'b)

&J Proposition n° 1 : propriétés algébriques des complexes A
Soit (z,2/,2,\) € C3 x R
1. 240==2¢ 0 : neutre de l'addition 2. zx 1=z 1 : neutre de multiplication
3. 2472 =2+2 commutativité de Paddition 4. 2z’ = 2’z commutativité de la multiplication
5. (z+2)+2=2+ (4 +32) associativité de 'a. 6. (2 x 2') x 2 =2 x (2 x 2)  associativité de la m.
1
7. weClz+w=0 opposé 8. VzeC* FJweC zw=1,noté w=— inverse
z
9. z2x (2 +2) =22 + 22 distributivité de lam. 10.22' =0 <= z=0o0uz' =0 intégrité de C
\ 11.Re(Az +2') = ARe(z) + Re(2') linéarité partie réelle  12.Im(Az + 2') = AIm(z) + Im(2’) lin. par. imaginaire)
Exemples 1. Ecrire les nombres suivants sous forme algébrique : (1 + 2i)(3 — 2i), T
i

Attention : la partie réelle/imaginaire du produit n’est pas ce que vous croyez
< En général, Re(22') # Re(2)Re(2’) et Im(22’) # Im(2)Im(z’). Considérez z = 2/ = i.

Déﬁnition de point d’affixe

On note (0,1, 7) un repére orthonormé d’un plan. Soit z € C.
e On appelle point d’affixe de z le point M (z) de coordonnées (a,b) avec a = Re(z) et b = Im(z).
e On appelle vecteur d’affixe de z le vecteur v(_zs de coordonnées (a, b).
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)
Déﬁnition du conjugué

| Soient (a,b) € R%. On appelle conjugué de z = a + ib le complexe z = a — ib.

(iJ Proposition n° 2 : propriétés du conjugué A
Soient (z,2') € C% et v € R.
1. Z=1=2 2. zestréelssiz=z 3. z est un imaginaire pur ssi z = —z
- _ - +7z
4. z4+2 =Z+72 5. zzl =% 6. Tz = 2% 7. Re(z):z2z
z—Z 1 1 4 2
8. Im(z) = - 9. 2#0 = <>= 10.z2 #0 = <>=
2i z Z z Z )

\_

Déﬁnition du module

| Soit (a,b) € R%. On appelle module de z = a + ib le réel |z| = v/a2 + b2.

Remarque 2. Le module de z est la norme du vecteur OM (z)

('_‘J Proposition n° 3 : propriétés du module A
Soit (z,2") € C2.
1. |2| =0 2. |z2|=0ssiz=0 3. |z2P=2xz 4. 27| = |z| x |7/
! /
5. |z| = |Z] 6. 2#£0 = |—| = |Z|| 7. |Re(z)] < |7 8. Im(2)] < |z|
z
9. |z+ 2| < |z| + |#] (inégalité triangulaire) 10.||z| —|2'|| < |z — #/| (274 inégalité triangulaire)
\ 1. z+2|=z]+ ¢ = IA=0|z=X2 ouz =Xz (cas d’égalité de 'inégalité triangulaire)j
Comment écrire les fractions sous forme algébrique ?
L’égalité |2|> = 2z x z permet d’écrire les fractions sous forme algébrique en multipliant le numérateur et le

dénominateur par le conjugué du dénominateur.

241
et

Exemples 2. Ecrire sous forme algébrique les complexes - -,
141 —3+i

2 Nombres complexes de module 1

-
Déﬁnition du cercle unité

| On note U I'ensemble des nombres complexes z € C tel que |z| = 1. C’est le cercle unité/trigonométrique.

Déﬁnition de ’exponentielle complexe
| Soit 6 € R, on définit e'? = cos(#) + isin(f).
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&J Proposition n° 4 : propriétés de ’exponentielle complexe
Soient (6,¢') € R2.
1. el?eU 2. {el? |9 e R} =T. 3. Re(el?) = cos()
4. Im(e'?) = sin(f) 5. el0+0) — oif » it (ce qui justifie la notation exponentielle)
- : 1 : C g
6. e‘9=e_19=ei9 7. el =el? — 9=0 [27]
10 ,—i0 i0 _ ,—i0
8. cos(f) = % sin(f) = % (formules d’Euler)
9. Pour tout n e Z, (e'?)" = e’ i.e. (cos(f) + isin(f))™ = cos(nf) + isin(nd) (formule de Moivre)

\ /

/ Application a la trigonomeétrie
On peut simplifier beaucoup de calculs de trigonométrie en passant par les complexes grace aux outils suivants :

e cos(z) = Re(el?) e sin(z) = Im(e'®) o ell@ta)) _ gizgla’
e La formule de Moivre e Les formules d’Euler e Linéarité partie réelle/imaginaire
e La factorisation par I’angle moitié : 1 + e'? se factorise par e!%/2, e!® + e!¥ ge factorise par e’ =

Exemples 3. e Linéariser sin(z)? (linéariser veut dire écrire sin(z)® comme somme de A cos(pz) et Bsin(qz)).

e Calculer cos(p) + cos(q), on pourrait de méme calculer cos(p) — cos(g), sin(p) + sin(q).
e Calculer cos(p) cos(q) etc.

3 Forme trigonométrique

l/ o . . . ’ .
‘ Proposition n°5 : existence de la forme trigonométrique d’un nombre complexe

| Soit z e C*. Alors il existe 7 > 0 et 6 € R tel que z = re'?. De plus, r = |z et  est unique modulo 27.

Exemple 4. Ecrire 1, i, —3, —i, 5 — 54/3i sous forme re'? avec r > 0 et 6 € R.

)
Déﬁnition de la forme trigonométrique et de I’argument

L’écriture z = re'? avec r > 0 et € R s’appelle la forme trigonométrique de z. De plus, r = |z| est le module

et on dit que @ est un argument de z. On note arg(z) = 0 [27].

Exemple 5. Calculer un argument de 1 + i.

Attention a ne pas confondre le et un

< Il n’y a pas unicité de 0 car c’est un angle on dit donc «un argument» et non «l’argumenty.

Remarque 3. L’argument est unique si on le prend dans [0;27] : VzeC* 3F0e[0;2n] z = |zle!?

iJ Proposition n°6 : propriétés des arguments
Soient z et 2’ deux nombres complexes non nuls.
1. z=2"ssi(|z] = |7/| et arg(z) = arg(z’) [27])

2. arg(zz') = arg(z) + arg(2’) [27] 3. arg (5) = arg(z) — arg(?’) 2] 4. arg(z) = —arg(z) [27]

5. ze R, ssi0est unargumentdez 6. ze R_ ssi 7 est un argument de z
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Exemple 6. Calculer (1 + i)S.

Remarque 4. Si f(t) = Acos(t — ¢) (A Pamplitude et ¢ la phase), alors f(t) = acos(t) + bsin(t) avec a = A cos(p)
et b = Asin(y). Si on part de acos(t) + bsin(t), écrire sous forme trigonométrique z = a + ib pour retrouver A et .

Exemple 7. Si f: ¢+ 3+/3cos(t) + 3sin(t), retrouver I'amplitude et la phase.

S
Déﬁnition de ’exponentielle complexe

| Soient (a,b) € R? et z = a + ib € C, on appelle exponentielle complexe de z le complexe : exp(z) = exp(a) exp(ib).

(iJ Proposition n° 7 : propriétés de ’exponentielle complexe
Soit (z,2") € C2
1. |exp(z)| = exp(Re(2)) 2. arg(exp(z)) = Im(z) [27] 3. exp(z) = exp(z)
1
op() ~ oP2) 6. exp(z — ) = 22

7. exp(z) = exp(z’) ssi z = 2’ [i27] (ssi il existe k € Z tel que z = 2/ + 2ikn)

4. exp(z + 2') = exp(z) exp(z’)

\_

4 Résolutions d’équations complexes

4.1 Résolution des équations de la forme 22 = 7

<>
Deﬁnltlon d’une racine carrée d’un complexe

| Soit Z € C, on appelle racine carrée de Z tout nombre complexe z tel que 22 = Z.

L/ o . . ’,
‘ Proposition n° 8 : racines carrées d’un nombre complexe
| Si Z e C*, alors Z posséde exactement deux racines carrées qui sont opposés.

Attention au symbole N

< Le symbole /e s’utilise que pour des nombres réels positifs.

/“ Comment calculer les racines carrées de nombres complexes ?
1. Si Z € R., alors les racines carrées sont vZ et —/Z.
2. Si Z € R_, alors les racines carrées sont iv/—Z et —iy/—Z.
3. Si Z =re? avecr >0 et 6 connu, alors les racines carrées sont +4/re
4

. SiZ=A+iB, on pose w = a + ib € C, alors :

i0
2

) w2 = |2 a*+b* = A2+ B?
wZ:Z(:>{2 |1§| - |Z|. = {a?-b = A = {d®-bv = A
a®—b*+1i2ab = A+iB 9ab _ B 92ab _ B

Les deux premiéres équations permettent de trouver la valeur de a? et de b2, on trouve alors deux valeurs
pour a et deux valeurs pour b, seulement I’équation 2ab = B indique si a et b ont ou non le méme signe.
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Exemples 8. Donner les racines carrées de 0 9, -1, -9, 2i, -3+ 4i

4.2 Résolution des équations de la forme az? + bz +c=0

~N

Soit (a,b,c) € C* avec a # 0 et 'équation az? + bz + ¢ = 0. On note A = b* — 4ac son discriminant et § une racine
carrée de A, alors :

(’_'J Proposition n°9 : résolution des équations du second degré

—-b—6 . —b+d
e Si A # 0 alors I’équation admet deux solutions distinctes : 2 et 5
a a
b
e Si A =0, alors I’équation admet une solution double : -
\. 20
Exemple 9. Résoudre I'équation 22 — (1 +4i)z + 3i — 3 = 0.
—b
Remarques 5. e En notant z; et 22 les deux racines (éventuellement égales), z1 + 20 = — et 2129 = E.

a

e En considérant qu’une racine double compte ... deux fois, on peut dire qu’une équation du second degré a coefficients
complexes a toujours exactement deux racines complexes comptées avec multiplicité. Finalement le cas réel est plus
complexe que le cas complexe, car il y avait trois cas : deux racines, une racine ou pas de racine.

4.3 Résolution des équations de la forme 2" =1

-
Deﬁnltlon des racines n-iémes de ’unité

Soit n € N*, on appelle racine n-ieme de 'unité (ou de 1) tout nombre complexe z tel que z™ = 1.
L’ensemble des racines n-iémes de 1'unité est noté U,, = {z e C| z" = 1}

2mwid

e s
(=)ee+)

Remarque 6. Les racines n-iémes de 'unité sont les sommets d’un polygone régulier dont I'un des sommets est 1.

4.4 Résolution des équations de la forme 2" = 7

-
Deﬁmtlon des racines n-iémes d’un complexe

| Soit n e N* et Z e C*, on appelle racine n-iéme de Z tout nombre complexe z tel que 2" = Z.
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/ o . . . LN
-' Proposition n° 10 : expression des racines n-iemes d’un nombre complexe

Soit n e N* et Z = pel? avec p> 0 et f € R. , .
/ . . N i 8 j2rk
L’équation 2™ = Z admet exactement n solutions qui sont g/pe'ne’ = pour ke [0;n —1].

Exemple 10. Donner les racines quatriemes de 24/3 — 2i.

Remarque 7. Comme on sait résoudre les équations du type az? + bz + ¢ = 0 et celles du types 2” = Z. On peut se
poser la question suivante : est-il possible de résoudre des équations de degré supérieurs comme az® + bz? +cz +d = 0
ou az* +bz% + cz? + dz + e = 0?7 La réponse est oui mais avec des formules plus compliquées que pour celles de degré 2 (
ces formules utiliseront des racines cubiques et quatriémes de nombres complexes formés a partir de a, b, ¢, d et e). Par
contre, on peut démontrer (mais c’est trés difficile) qu’il est impossible de trouver de telles formules pour des équations
de degré 5 ou plus.

5 Fonctions a valeurs complexes

o
Déﬁnition d’une fonction dérivable

Si f: I —C,siRe(f): z— Re(f(x)) et Im(f):  — Im(f(x)) sont dérivables sur I, alors on dit que f est dérivable
sur I et on pose pour tout x € I, f'(z) = Re(f) (x) + ilm(f)'(z).

Exemples 11. e L’application f: x — e est dérivable sur R et pour tout = € R, f'(z) = iel®.
e De maniére générale, si u: I — C est dérivable, alors z — e“(®) est dérivable de dérivée z ~— u'(z)e™(*).

Remarques 8. e Les formules pour la somme/le produit/le quotient de fonctions dérivables s’appliquent encore.
e Si f: I — C est dérivable alors, pour z € I, Re(f'(x)) = Re(f)'(z) et Im(f'(z)) = Im(f)'(x).
e Si f: I — C est une fonction dérivable, alors f est constante sur l'intervalle I ssi pour tout z € I, f/(z) = 0.

6 Transformations du plan complexe

iJ Proposition n°11 : traduction complexe du module et de I’argument
Soient a,b deux complexes et z # a,b. Si A, B, M sont les points d’affixes a,b et z alors : |a — b] = AB et un

argument de 2=b est (AM,BM).

zZ—a

Remarque 9. Le segment [AB] est ’ensemble des points M d’affixe z = z4 + A(zp — z4) avec A€ [0;1].

iJ Proposition n° 12 : traduction complexe de I’alignement et de ’orthogonalité

z
1. Les points A, B et M sont alignés si et seulement si eR.

zZ—aQ

z
2. Le triangle ABM est rectangle en M si et seulement si

est un imaginaires pur.

Exemple 12. Soit A = (1,—1), B = (5,2) et C = (2,6), le triangle ABC' est-il rectangle ?

N

(-'_'J Proposition n° 13 : transformations du plan et opérations sur les complexes
1. La fonction associant au point M d’affixe z le point M’ d’affixe az avec a € R est ’homothétie de centre O
de rapport a.

0

2. La fonction associant & M d’affixe z le point M’ d’affixe e!?2z avec § € R est la rotation de centre O d’angle 6.

3. La fonction associant a M d’affixe z le point M’ d’affixe z + b avec b € C est la translation du vecteur
d’affixe b.

\_ 4. La fonction associant & M d’affixe z le point M’ d’affixe Z est la symétrie par rapport a I'axe des abscisses)
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(a) Homothétie (b) Rotation (c) Translation (d) Symétrie axiale
Exemples 13. e La rotation de centre €2 et d’angle 7 coincide avec 'homothétie de centre €2 de rapport —1.

T
e Déterminer 'expression de la rotation de centre Q = (2,1) et d’angle s

7 Construction de ’ensemble des nombres complexes (hors programme)

Attention a la lecture de ce paragraphe

Il est possible que vous ne compreniez pas ce qui suit, ou que cette lecture vous donne des troubles métaphysiques.

Notons provisoirement, R’ 'ensemble des nombres réels, 0’ le nombre nul et 1’ le nombre un. Et posons C I’ensemble des
couples d’éléments de R’ :
C={(a,b)|aeR et be R’}

Ainsi, z € C veut dire qu’il existe a € R’ et b € R’ tel que z = (a,b). Par unicité d’un couple, un tel a et un tel b sont
uniques. On va définir deux opérations sur C. Pour tout z = (a,b) € C et 2’ = (a’,b") € C, on pose :

z+2 = (a,b) + (b)) =(a+d,b+¥) et zx2z =(a,b)x (a,b)=(ad’ —bV,ab + a'b)
Ainsi, z + 2/ € C et 22’ € C. Posons, 1 = (1/,0) et i = (0,1’), 0 = (0’,0") Alors, on vérifie que :

zx1=(a,b)x1

a,b) x (1,0) =(ax1" —bx0,ax0 +1 xb) = (a,b)
(0°,07) =

(
z+0=(a,b)+0 = (a,b)+ (0,0')=(a+0,b+0") = (a,b)
(a,b) + (—a,—b) = (a+(—a),b+ (=b))=(0,0")=0 ainsi (—a,—b) =—(a,b)
. a —b /
sia#0oub#0 (a,b)x(M,M) = (1,0)=1
2oixi=(0,1)x(0,1) = (0x0—1x1,0x1+1x0)=(-1,0) = —(1',0) = -1

Autrement dit, dans C, on a un nombre 0 € C tel que pour tout z € C, 2 + 0 = z, un nombre 1 € C tel que pour tout
2€C, zx1=zet un nombre i € C tel que i = —1. Tous les éléments ont un opposé. Les éléments non nuls ont bien un
inverse. Les nombres, 1, 0 et i font donc ce qu’on attend d’eux. Notons

R = {(z,0)| z e R}

Notons que R et R’ sont en bijection par I’application x — (x,0), mais au moins R < C.
Soit z = (a/,b") € C, on note a = (a’,0) e Ret b= (b',0) e R, on a :

z=(ab)=(a"+0,00+b)=(a,0) + (0,0) = (a',0) + (V/,0') x (0/,1)=a+bxi=a+ib=ax1+bxi=a+ib

Finalement, dans C tout nombre complexe est de la forme a + ib avec a et b des réels et i tel que i = —1. Enfin, on
décide, & partir de maintenant, que les nombres réels sont dans R et non dans R’. Enfin, on «oublie» cette construction,
c’est-a-dire qu’on n’utilise plus que les complexes ont été définies comme des couples de nombres. On consideére ainsi les
complexes comme des «vrais» nombres, en particulier, i existe bien, il n’a rien d’imaginaire...
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