Fonctions dérivables

Exercice 1 (» Cal). Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée des fonc-
tions suivantes (on précisera les ensembles de définitions et les ensembles
sur lesquels la fonction est dérivable) :

1. f(z) =e®" 2. f(x) ==
x— V1422 —

B sh(z) + sin(x)

5. f(x) = arctan(sh(x)) oh(z) — cos(z)
7. f(x) = xlz|

Exercice 2 (x Cal). Soit f(x) = «* définie sur R¥.

1. Montrer que f est continue sur R*¥ et que I'on peut la prolonger par
continuité en 0. On note ce prolongement f.

6. fla) =

2. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.
3. Est-elle dérivable en 07

Exercice 3 (x Rai). Soit I un intervalle de R, m, f et M trois fonctions
définies sur I. Soit a € I, on suppose que m(a) = f'(a) = M'(a) et que m
et M sont dérivables en a et que m’(a) = M’(a). On suppose également
que sur un voisinage de a, on a : m(x) < f(z) < M(z). Montrer que f est
dérivable en a.

1
Exercice 4 (x Rai, Cou ©). Posons f(x) = 22 sin(;) siz #0et f(0) =0.

—_

. Montrer que f est continue sur R.

2. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.

3. f est-elle dérivable en 07

4. f est-elle ¢! sur R (c’est-a-dire que f’ est continue sur R)?
Exercice 5 (x Rai). Soit f: 2 ~— 2?In(z). Déterminer 1’ensemble de

définition de f. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Puis
montrer que ce prolongement est de classe €' sur R,.

Exercice 6 (»x Rec, Rai ©). Soit I un intervalle de R et f: I — R une
fonction dérivable. Soit (a,b) € I? tel que a < b. Soit y € R. Supposons
f'(a) <y < f'(b). Le but est de montrer qu’il existe ¢ € I tel que y = f'(c)
(théoréeme de Darboux).
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1. Soit ¢: z +— f(x) — yx. Montrer que ¢ atteint une valeur minimum
sur [a;b].

2. Montrer que ¢ n’atteint pas une valeur minimum ni en a ni en b.

3. Conclure.

4. Que vient-on de montrer sur ’ensemble f'(I)?
Exercice 7 (»* Rai). Soit f: [0;1] — R une fonction dérivable. On pose
g(x) = f2z)size[0;1/2] et g(x) = f(2x — 1) sixz e ]1/2;1]. A quelle
CNS, g est-elle dérivable ?

Exercice 8 (xx Rai). Soit f: R — R dérivable en a € R, montrer que
i) af(@)

définie sur R\{a} admet une limite en a & déterminer.
r—a

Exercice 9 (x Rai, Cal). Posons f(x) = sin(z)™! pour = € [7/2;7[.
Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle J a déterminer.
Montrer que f~1 est dérivable sur un intervalle et calculer (f~1)".
Exercice 10 (»* Rec, Rai). Soit f: x — |z sin(1/z)| définie sur R*.

1. Montrer que f est prolongeable par continuité. On note encore f ce

prolongement.
€T

2. On pose F(z) = | f(t)dt pour x € R. Montrer que F' est dérivable
et calculer sa dérix?ée.

3. Montrer que F' est strictement croissante.

4. Montrer qu’il existe une suite (x,), telle que x, — 0 tel que
F'(x,) = 0.

5. Que peut-on en conclure ?

Rolle!, T.A.F., I.A.F. and co
Exercice 11 (x Rai ©). Montrer que pour tout z€ R, e* > 1+

Exercice 12 (5* Rai ©). Soit P € R[X] de degré d°P =n > 2.

1. Si a est une racine de multiplicité m de P. Quelle est la multiplicité
de a dans P'?

1. Minute culture :
pas assez rigoureuse.

Michel Rolle a combattu la notion de dérivée qu’il ne trouvait
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2. Si K = R, montrer qu’entre deux racines distinctes de P, P’ admet
une racine.

3. En déduire que si P € R[X] est scindé a racines simples, alors P’
aussi.

4. »x Montrer que si P € R[X] est scindé, alors P’ est aussi scindé.

5. Montrer qu’il est possible que P € C[X] soit scindé a racines simples
sans que P’ le soit.

Exercice 13 (@** Rai, Rec ©). Soient n € N* et f: R — R une fonction
de classe €" s’annulant en zg < z1 < ... < x,, montrer qu’il existe c € R
tel que f(™(c) = 0.

Exercice 14 (x Rai). Soit f: R — R dérivable sur R. On suppose que f’
ne s’annule pas sur R. Montrer que f n’est pas périodique sur R.

Exercice 15 (x* Rai, Rec ©). Soit (a,b) € R? tel que a < b et f €
€'([a;b],R). On suppose que

POTZ Y sup (o)
cela;b]

Montrer que f est une fonction affine.

Exercice 16 (5** Rai ©). Soit f: R — R dérivable admettent deux li-
mites finies en +00 et —00 qui sont égales. Montrer qu’il existe ¢ € R tel
que f'(c) = 0.

1

n
Exercice 17 (x Rai, Cou ©). On pose, pour n € N* S, = >’
k=1

=l

1. Montrer que pour tout n € N*,

1 1
— < Vn+1- < —=
2v/n +1 " vn

24/n
2. En déduire que pour tout n € N*,

1
vn + —\/ﬁgﬁ

3. En déduire un encadrement de S,,.

<vVn—+n-—1

4. En déduire un équivalent de S,, et en déduire le comportement en +o0
de la suite (S, )nen-
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Exercice 18 (xx Rai, Rec ©). Soit f € €?(R;,R) telle que f'(0) = 0.
Montrer qu'il existe g € €1 (R,,R) telle que pour tout » € Ry, f(x) =
g(z?)

Exercice 19 (x Rai). Soit f: [a;b] — R, une fonction de classe ¢ sur
[a;b]. Montrer que f est lipschitzienne sur [a;b].

Exercice 20 (»x Rai ©). (pour Antonin) Soit f et g des fonctions déri-
vables sur [0;a] & valeurs réelles out @ > 0. On suppose que ¢’ et g ne
s’annulent pas sur |0;a] et que f(0) = ¢g(0) = 0.

1. Soit t € |0;a], appliquer Rolle & z — f(x)g(t) — f(t)g(z).
2. Montrer que si f'(z)/g'(r) — £ € R, alors f(x)/g(x) —> £.2%.

z—0 z—0

Exercice 21 (»x Rai, Rec). Soit f: R — R une fonction bornée et déri-
vable telle que f’ tend vers £ € R en +c0. Montrer que £ = 0.
Exercice 22 (x Rai). On pose up = 1 et pour tout n € N, 1,11 = e,

1. Montrer que pour tout n € N, u,, € [1/e;1]

2. Montrer que (uy), converge, on note ¢ la limite.

3. Comment obtenir une valeur approchée de £ & 10~3 pres ?

2z

In(z) +1

1. Justifier Iexistence de la suite (up)n
f(uy) pour n e N.

Exercice 23 (x Rai). On note f(z) = pour x > 1

définie par ug = 1 et upy1 =
e—1
n
3. Déterminer un rang n tel qu’on ait une approximation de e & 1073
pres.

2. Montrer que pour tout n € N |u, — €| <

Exercice 24 (é* Rai ©). Pour n € N* on pose Q, = (1 — X?)" et
L, = Q%") (polynéme de Legendre)

1. Montrer que L,, est une polynéme de degré n.
— QP (-1 =0

3. **. Montrer que L,, admet n racines réelles dans | —1;1].

2. Montrer que pour tout k€ [0;n — 1], ng)(l)

2. Cette propriété s’appelle «la régle de 'Hopitaly.
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Convexité

Exercice 25 (x Rai). Démontrer par trois facons que = — 2 est convexe
sur R.

Exercice 26 (» Rai). Montrer que pour tout x > —1 et pour tout n € N,
(1+2)" =1+ nx.

Exercice 27 (x Rai ©). Soient f: R — R et g: R — R deux fonctions
convexes et g croissante, montrer que g o f est convexe.

Exercice 28 (xx Rai). Soient I = |a;b[ un intervalle ouvert et f: I — R
une fonction convexe. Montrer que f est dérivable a droite et & gauche en
tout point de I. En déduire que f est continue sur I. Ce dernier résultat
est-il encore vrai si I n’est pas ouvert 7

Exercice 29 (xx Rai, Rec ©). Soit f: R — R convexe et bornée. Démon-
trer que f est constante.

Exercice 30 (é** Rai, Rec ©). Soit f: I — R convexe.

n
1. Montrer que f ( > )\kxk> Z A f (z)) pour tout entier n > 2 pour
k=1 k=1

tout x; € I et pour tout A\; € [0;1] tel que Z A = 1.

2. Montrer que pour tout (z1,x2,...,z,) € (R¥)™, on a :

n
SRS

"1
- i=1

n

1

La premiére quantité s’appelle la moyenne harmonique, la deuxiéeme
la moyenne géométrique et la troisiéme la moyenne arithmétique (la
moyenne usuelle en somme ?).

3. Lors des interrogations surprises de cours, votre professeurs de ma-
thématiques veut utiliser la moyenne géométrique, pourquoi ?
Exercice 31 (é*** Cal, Rec ©). Soit (p,q) € (R%¥)* tel que 1/p+1/q =1,

)?

% 1/p
xyn) € R™, on pose |z], = (Z |xi|p> .

i=1

1. Grace & un argument de convexité, montrer que pour tout (a,b) €
(R?)2, ab < a?/p + b/

2. Soient x = (x1,x2,. ..

n
D kx| <
k=1

,Tn) et y = (y1,Y2,-..,Yn) € R™, montrer que

[z lplylq-

3. Montrer que pour tout (z,y) € (R*)?,

|z +ylp < lzlp + [yl

Dérivées successives

Exercice 32 (x Cal). On pose f(z) =0siz <
Montrer que f € €™ (R, R).

Oet f(z) =" siz>0.

Exercice 33 (» Cal). Calculer les dérivées n-iemes des fonctions définies
par :

L fa) = 2 f@) =

3. f(x) = l%ﬁ 4. f(x) = cos’(x)

5. f(x) = (22 + 1)e” 6. f(z) (1+x)
zt +§

7. f(z) = 2

z(z+1)(z+2)

Exercice 34 (x Cal, Rai ©).
culer de deux fagons les dérivées k-iemes de z +— x

1. Soit deux entiers naturels £ < n. Cal-

2n
2. En déduire Z (2)2
k=0

Exercice 35 (»x Cal, Rai). Soit a+ib une racine n-ieme de I'unité. Dériver
n-fois la fonction x — e cos(bx).

Exercice 36 (5** Cal, Rai, Rec ©). Montrer que la fonction f suivante
est (R, R).

R — R
pour x = (z1,Ta,...,
. 1
E e"z si >0
€Tr ——
3. Le jeu de mot est volontaire. 0 si <0
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Inclassable
Exercice 37 (x x x Rec, Rai). Si f'(z) + af(x) —— 0ot a > 0 et

r—+00
f € €*(R,R). Montrer que f(z) — 0.

r—+00
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