
Fonctions dérivables

Exercice 1 (‹ Cal). Étudier la dérivabilité et calculer la dérivée des fonc-
tions suivantes (on précisera les ensembles de définitions et les ensembles
sur lesquels la fonction est dérivable) :

fpxq “ e e x1. fpxq “ x
1
x2.

fpxq “ ln
ˆ

x ´ 1
x ` 1

˙

lnpxq3. fpxq “ ln
˜?

1 ` x2 ´ 1
?

1 ` x2 ` 1

¸

4.

fpxq “ arctanpshpxqq5. fpxq “
shpxq ` sinpxq

chpxq ´ cospxq
6.

fpxq “ x|x|7.

Exercice 2 (‹ Cal). Soit fpxq “ xx définie sur R˚
`.

1. Montrer que f est continue sur R˚
` et que l’on peut la prolonger par

continuité en 0. On note ce prolongement f̃ .
2. Montrer que f̃ est dérivable sur R˚

` et calculer sa dérivée.
3. Est-elle dérivable en 0 ?

Exercice 3 (‹ Rai). Soit I un intervalle de R, m, f et M trois fonctions
définies sur I. Soit a P I, on suppose que mpaq “ f 1paq “ M 1paq et que m
et M sont dérivables en a et que m1paq “ M 1paq. On suppose également
que sur un voisinage de a, on a : mpxq ď fpxq ď Mpxq. Montrer que f est
dérivable en a.

Exercice 4 (‹ Rai, Cou ©). Posons fpxq “ x2 sinp
1
x

q si x ‰ 0 et fp0q “ 0.

1. Montrer que f est continue sur R.
2. Montrer que f est dérivable sur R˚ et calculer sa dérivée.
3. f est-elle dérivable en 0 ?
4. f est-elle C 1 sur R (c’est-à-dire que f 1 est continue sur R) ?

Exercice 5 (‹ Rai). Soit f : x ÞÑ x2 lnpxq. Déterminer l’ensemble de
définition de f . Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Puis
montrer que ce prolongement est de classe C 1 sur R`.

Exercice 6 (‹‹ Rec, Rai ©). Soit I un intervalle de R et f : I Ñ R une
fonction dérivable. Soit pa, bq P I2 tel que a ă b. Soit y P R. Supposons
f 1paq ă y ă f 1pbq. Le but est de montrer qu’il existe c P I tel que y “ f 1pcq

(théorème de Darboux).

1. Soit φ : x ÞÑ fpxq ´ yx. Montrer que φ atteint une valeur minimum
sur r a ; b s.

2. Montrer que φ n’atteint pas une valeur minimum ni en a ni en b.
3. Conclure.
4. Que vient-on de montrer sur l’ensemble f 1pIq ?

Exercice 7 (‹‹ Rai). Soit f : r 0 ; 1 s Ñ R une fonction dérivable. On pose
gpxq “ fp2xq si x P r 0 ; 1{2 s et gpxq “ fp2x ´ 1q si x P s 1{2 ; 1 s. À quelle
CNS, g est-elle dérivable ?

Exercice 8 (‹‹ Rai). Soit f : R Ñ R dérivable en a P R, montrer que
x ÞÑ

xfpaq ´ afpxq

x ´ a
définie sur Rztau admet une limite en a à déterminer.

Exercice 9 (‹ Rai, Cal). Posons fpxq “ sinpxq´1 pour x P r π{2 ; π r.
Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle J à déterminer.
Montrer que f´1 est dérivable sur un intervalle et calculer pf´1q1.

Exercice 10 (‹‹ Rec, Rai). Soit f : x ÞÑ |x sinp1{xq| définie sur R˚.
1. Montrer que f est prolongeable par continuité. On note encore f ce

prolongement.

2. On pose F pxq “

ż x

0
fptq dt pour x P R. Montrer que F est dérivable

et calculer sa dérivée.
3. Montrer que F est strictement croissante.
4. Montrer qu’il existe une suite pxnqn telle que xn ÝÝÝÑ

nÑ8
0 tel que

F 1pxnq “ 0.
5. Que peut-on en conclure ?

Rolle 1, T.A.F., I.A.F. and co

Exercice 11 (‹ Rai ©). Montrer que pour tout x P R, e x ě 1 ` x

Exercice 12 ( ‹ Rai ©). Soit P P RrXs de degré d˝P “ n ě 2.
1. Si a est une racine de multiplicité m de P . Quelle est la multiplicité

de a dans P 1 ?
1. Minute culture : Michel Rolle a combattu la notion de dérivée qu’il ne trouvait

pas assez rigoureuse.
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2. Si K “ R, montrer qu’entre deux racines distinctes de P , P 1 admet
une racine.

3. En déduire que si P P RrXs est scindé à racines simples, alors P 1

aussi.
4. ‹‹ Montrer que si P P RrXs est scindé, alors P 1 est aussi scindé.
5. Montrer qu’il est possible que P P CrXs soit scindé à racines simples

sans que P 1 le soit.

Exercice 13 ( ‹‹ Rai, Rec ©). Soient n P N˚ et f : R Ñ R une fonction
de classe C n s’annulant en x0 ă x1 ă ... ă xn, montrer qu’il existe c P R
tel que f pnqpcq “ 0.

Exercice 14 (‹ Rai). Soit f : R Ñ R dérivable sur R. On suppose que f 1

ne s’annule pas sur R. Montrer que f n’est pas périodique sur R.

Exercice 15 (‹‹ Rai, Rec ©). Soit pa, bq P R2 tel que a ă b et f P

C 1pr a ; b s ,Rq. On suppose que

fpbq ´ fpaq

b ´ a
“ sup

cPr a ; b s

f 1pcq

Montrer que f est une fonction affine.

Exercice 16 ( ‹‹ Rai ©). Soit f : R Ñ R dérivable admettent deux li-
mites finies en `8 et ´8 qui sont égales. Montrer qu’il existe c P R tel
que f 1pcq “ 0.

Exercice 17 (‹ Rai, Cou ©). On pose, pour n P N˚, Sn “
n
ř

k“1

1
?

k
.

1. Montrer que pour tout n P N˚,

1
2

?
n ` 1

ď
?

n ` 1 ´
?

n ď
1

2
?

n

2. En déduire que pour tout n P N˚,
?

n ` 1 ´
?

n ď
1

2
?

n
ď

?
n ´

?
n ´ 1

3. En déduire un encadrement de Sn.
4. En déduire un équivalent de Sn et en déduire le comportement en `8

de la suite pSnqnPN.

Exercice 18 (‹‹ Rai, Rec ©). Soit f P C 2pR`,Rq telle que f 1p0q “ 0.
Montrer qu’il existe g P C 1pR`,Rq telle que pour tout x P R`, fpxq “

gpx2q

Exercice 19 (‹ Rai). Soit f : r a ; b s Ñ R, une fonction de classe C 1 sur
r a ; b s. Montrer que f est lipschitzienne sur ra; bs.

Exercice 20 (‹‹ Rai ©). (pour Antonin) Soit f et g des fonctions déri-
vables sur r 0 ; a s à valeurs réelles où a ą 0. On suppose que g1 et g ne
s’annulent pas sur s 0 ; a s et que fp0q “ gp0q “ 0.

1. Soit t P s 0 ; a s, appliquer Rolle à x ÞÑ fpxqgptq ´ fptqgpxq.
2. Montrer que si f 1pxq{g1pxq ÝÝÝÑ

xÑ0
ℓ P R, alors fpxq{gpxq ÝÝÝÑ

xÑ0
ℓ. 2.

Exercice 21 (‹‹ Rai, Rec). Soit f : R Ñ R une fonction bornée et déri-
vable telle que f 1 tend vers ℓ P R en `8. Montrer que ℓ “ 0.

Exercice 22 (‹ Rai). On pose u0 “ 1 et pour tout n P N, un`1 “ e ´un .
1. Montrer que pour tout n P N, un P r 1{e ; 1 s

2. Montrer que punqn converge, on note ℓ la limite.
3. Comment obtenir une valeur approchée de ℓ à 10´3 près ?

Exercice 23 (‹ Rai). On note fpxq “
2x

lnpxq ` 1 pour x ě 1

1. Justifier l’existence de la suite punqn définie par u0 “ 1 et un`1 “

fpunq pour n P N.

2. Montrer que pour tout n P N, |un ´ e| ď
e ´ 1

2n
.

3. Déterminer un rang n tel qu’on ait une approximation de e à 10´3

près.

Exercice 24 ( ‹ Rai ©). Pour n P N˚, on pose Qn “ p1 ´ X2qn et
Ln “ Q

pnq
n (polynôme de Legendre)

1. Montrer que Ln est une polynôme de degré n.

2. Montrer que pour tout k P rr 0 ; n ´ 1 ss, Q
pkq
n p1q “ Q

pkq
n p´1q “ 0.

3. ‹‹. Montrer que Ln admet n racines réelles dans s ´1 ; 1 r.

2. Cette propriété s’appelle «la règle de l’Hôpital».
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Convexité

Exercice 25 (‹ Rai). Démontrer par trois façons que x ÞÑ x2 est convexe
sur R.

Exercice 26 (‹ Rai). Montrer que pour tout x ą ´1 et pour tout n P N,
p1 ` xqn ě 1 ` nx.

Exercice 27 (‹ Rai ©). Soient f : R Ñ R et g : R Ñ R deux fonctions
convexes et g croissante, montrer que g ˝ f est convexe.

Exercice 28 (‹‹ Rai). Soient I “ s a ; b r un intervalle ouvert et f : I Ñ R
une fonction convexe. Montrer que f est dérivable à droite et à gauche en
tout point de I. En déduire que f est continue sur I. Ce dernier résultat
est-il encore vrai si I n’est pas ouvert ?

Exercice 29 (‹‹ Rai, Rec ©). Soit f : R Ñ R convexe et bornée. Démon-
trer que f est constante.

Exercice 30 ( ‹‹ Rai, Rec ©). Soit f : I Ñ R convexe.

1. Montrer que f

ˆ

n
ř

k“1
λkxk

˙

ď
n
ř

k“1
λkfpxkq pour tout entier n ě 2 pour

tout xi P I et pour tout λi P r 0 ; 1 s tel que
n
ř

k“1
λk “ 1.

2. Montrer que pour tout px1, x2, . . . , xnq P pR˚
`qn, on a :

n
n
ř

k“1

1
xk

ď n

d

n
ź

i“1
xk ď

1
n

n
ÿ

k“1
xk

La première quantité s’appelle la moyenne harmonique, la deuxième
la moyenne géométrique et la troisième la moyenne arithmétique (la
moyenne usuelle en somme 3).

3. Lors des interrogations surprises de cours, votre professeurs de ma-
thématiques veut utiliser la moyenne géométrique, pourquoi ?

Exercice 31 ( ‹ ‹ ‹ Cal, Rec ©). Soit pp, qq P pR˚
`q2 tel que 1{p`1{q “ 1,

pour x “ px1, x2, . . . , xnq P Rn, on pose }x}p “

ˆ

n
ř

i“1
|xi|

p

˙1{p

.

3. Le jeu de mot est volontaire.

1. Grâce à un argument de convexité, montrer que pour tout pa, bq P

pR˚
`q2, ab ď ap{p ` bq{q.

2. Soient x “ px1, x2, . . . , xnq et y “ py1, y2, . . . , ynq P Rn, montrer que
n
ř

k“1
|ykxk| ď }x}p}y}q.

3. Montrer que pour tout px, yq P pRnq2, }x ` y}p ď }x}p ` }y}p

Dérivées successives

Exercice 32 (‹ Cal). On pose fpxq “ 0 si x ď 0 et fpxq “ xn`1 si x ą 0.
Montrer que f P C npR,Rq.

Exercice 33 (‹ Cal). Calculer les dérivées n-ièmes des fonctions définies
par :

fpxq “
1

1 ´ x
1. fpxq “

1
1 ` x

2.

fpxq “
1

1 ´ x23. fpxq “ cos3pxq4.
fpxq “ px2 ` 1qe x5. fpxq “ x2p1 ` xqn6.

fpxq “

x4 `
5
2

xpx ` 1qpx ` 2q
7.

Exercice 34 (‹ Cal, Rai ©). 1. Soit deux entiers naturels k ď n. Cal-
culer de deux façons les dérivées k-ièmes de x ÞÑ x2n.

2. En déduire
n
ř

k“0

`

n
k

˘2.

Exercice 35 (‹‹ Cal, Rai). Soit a`ib une racine n-ième de l’unité. Dériver
n-fois la fonction x ÞÑ e ax cospbxq.

Exercice 36 ( ‹‹ Cal, Rai, Rec ©). Montrer que la fonction f suivante
est C 8pR,Rq.

f :

$

’

&

’

%

R ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

e ´ 1
x si x ą 0

0 si x ď 0
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Inclassable

Exercice 37 (‹ ‹ ‹ Rec, Rai). Si f 1pxq ` afpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

0 où a ą 0 et
f P C 1pR,Rq. Montrer que fpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
0.
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