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Dans tout ce chapitre, n, p, ¢ et r sont des entiers naturels non nuls, K désigne R ou C. Pour deux entiers i et j, on

1 i ) = ,
note §; ; = {0 sirsli)n * =7 Le nombre d; ; est appelé le symbole de Kronecker. Remarquons que d; j = d; ;.

1 Définition des matrices et opérations

o
Déﬁnition d’une matrice

On appelle matrice de taille (n,p) a coefficients dans K tout tableau & n lignes et p colonnes d’éléments de K :

mina mi,2 e mi e mip

ma 1 ma 2 s Moy s M2y
M =

min mi 2 e My e Myp

Mp1 Mp2 ... Mpji ... Mpp

On note M = (m; j)1<i<n (0u M = (m;;);; s'il n'y a pas d’ambiguité sur la taille). Le coefficient & la i-ieme ligne
1<j<p
et la j-iéme colonne est m; ;. On note .4, ,(K) ’ensemble des matrices de taille (n, p) & coefficients dans K.

Sip =mn, on dit que M = (m; ;)1<i<n est une matrice carrée. On note .#,(K) a la place de ., »(K).

1<j<n
3 -2 5 1 i
Exemple 1. A = <4 1 4) € Mr3R), B = <2 3 +i> € .#>(C).
Remarque 1. e On note 0,, ,, la matrice de taille (n, p) dont les coefficients sont tous nuls, appelée matrice nulle.
o La matrice I,, = (6;5)1<i<n € #,(K) est appelée matrice identité de ., (K).
1<j<n
mi 1
ma 1
e Sip=1et M e #,1(K), alors M = . |- On dit que M est une matrice colonne.
Mn,1
o Sin=1et M e # ,(K), alors M = (ml,l mig ... mLp). On dit que M est une matrice ligne.

Sin=p=1et M e .#,:1(K), alors M = (mq,1), on assimile donc M a un nombre et on note M = my ;.
Soit (A, B) € My, ,(K)? alors A = B ssi pour tout (i,j) € [1;n] x [1;p]], aij = bi ;-

Déﬁnition de la somme de deux matrices
| On définit une addition entre A € 4, ,(K) et B € A4, ,(K) par A+ B = (aij + b j)i<isn € Mnp(K).

1<j<p

. 1 2 3 4 3 1
Exemple 2. SIA(3 9 1)etB<7 9 3),A+B

Remarque 2. On n’additionne seulement deux matrices de méme taille pour obtenir une nouvelle matrice de méme taille.

ij Proposition n°1 : propriétés de 1’addition de deux matrices
Soient (A, B,C) € My ,(K)3.

1. (A+B)+C=A+(B+C0C) (associativité) 2. A+ B=B+ A (commutativité)
3. A+0,,=4 (0y,,p est le neutre de l'addition) 4. A+ (—a;;)i<i<n = Onp  (existence de 'opposé)
I<y<p

Déﬁnition du produit d’une matrice par un scalaire
| Soient A = (a;,;)i; € Mnp(K) et A€ K. On pose AA = (Aa; ;) 1<is<n € Mn p(K).

1<j<p
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Exemple 3. Calculer NAMAsi A =3et A= (; (1) (1)>

iJ Proposition n° 2 : propriétés du produit d’une matrice par un scalaire
Soient (A, B) € A, ,(K)? et (A, u) € K2
1. 1A=A¢et 0A=0,, 2. A+ A= A+pA 3. MA+B)=XA+AB 4. A(pd) =(p)A

o
Déﬁnition du produit de deux matrices

P
| Si (A, B) € My p(K) x M 4(K), on définit C = A x B e My, oK) par :V(i,j) e [Lin] x [1;9] cj= 2 airbi;
k=1

Remarque 3. Il faut que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B. pour faire le produit de A x B.
Le produit A x B peut étre possible sans que le produit B x A le soit.

Exemple 4. Dans les cas suivants, indiquez si le produit AB est possible et si oui effectuez-le (idem pour BA).

1 2 1 2 3 0 0 01
vas(y an-( 2 0) 2a= (0 Nan-(0 )
1

(0 0 , (5 —28 _ | _
2a- () Var- () ( : ) 1

1 i
5 A=12 3 etB=(1 2 O)
-2 -3

N NN
N——

-2 0

(ij Proposition n® 3 : propriétés de la multiplication des matrices )

1. Si Ae A, ,(K) alors AxI,=A Ax0pq =05, I, x A=A 0g,nA = 0gp

2. SiAe M, ,(K), Be MpqK) et Ce A, (K), alors (AB)C = A(BC) (associativité du produit matriciel)

3. Si Ae M, ,(K), Be My q(K) et e K, \(AB) = (AA)B = A(AB)

4. Si (A, B) € My ,(K)? et C € M, 4,(K), (A+ B)C = AC + BC (distributivité)
\ 5. Si Ae M, ,(K) et (B,C) e M, y(K)? AB+C)=AB+ AC (distributivité))

I
Déﬁnition de la transposée d’une matrice

| Soit A = (i j)1<i<n € #n,p(K), on appelle transposée de A la matrice AT = (aj)1<i<p € My (K).
1<j<p 1<j<n
(1 2 3 .

Exemple 5. Si A = (4 5 6)’ alors A' =

Remarque 4. Les lignes de A forment donc les colonnes de AT et vice versa.

(ij Proposition n°4 : propriétés de la transposée ]

| Soient (4, B,C) € A, ,(K)? x M, o(K) et Ae K. Alors, (AT)T = A, (A+AB)T = AT + ABT, (AC)T =CTAT
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2 DMatrices élémentaires, opérations élémentaires et systémes linéaires

2.1 DMatrices élémentaires et opérations élémentaires

<
Déﬁnition d’une matrice élémentaire de ., ,(K)
| Soit (a,b) € [1;n]] x [1;p]], on appelle By, = (0;,a05p)1<i<n € Ay p(K) matrice élémentaire de ., ,(K).

1<j<p

Remarque 5. Les coefficients de E, ; sont nuls sauf celui a la a-ieme ligne et b-iéme colonne qui vaut 1.

Exemple 6. Ecrire toutes les matrices élémentaires de .5 3(K).

l/ o . ’ o . . . . . ’ . . ’ ’ .
l' Proposition n°5 : décomposition d’'une matrice en combinaison linéaire de matrices élémentaires

n p
Soit M = (mi’j)lgign € %n,p(K) AIOI‘S7 M = Z Z mi,jEi’j ou Ei,j € .ﬂn’p(K)

1<j<p i=1j=1

7_-'J Proposition n° 6 : produit de deux matrices élémentaires
| Pour (Eup, Eca) € My p(K) x My 4(K) deux matrices élémentaires, EopEcd = 0pcEqq € My q(K).

Remarque 6. Soit M € #, ,(K). Si E,p € #,(K), ME, est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la
b-ieme qui vaut la a-iéme colonne de M. Si E,;, € #,,(K), E, M est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la
a-ieme qui vaut la b-ieme ligne de M.

Déﬁnition des matrices d’opérations élémentaires
1. Siae[[1;n] et Ae K*, on appelle D,()\) = I, + (A — 1)E, , matrice de dilatation.
2. Si (a,b) € [1;n]* avec a # b, on appelle P, = I, — Eq.q — Epp + Fqp + Ep , matrice de transposition.
3. Si(a,b)e[1;n]* avec a # b et A € K, on appelle T, ,(A\) = I,, + AE, , matrice de transvection.

Remarque 7. Les tailles de E, 1, Do()), Pap et T; j(A) ne sont pas indiquées dans la notation de ces matrices. Le contexte
permet de lever toute ambiguité.

Exemple 7. Calculer les produits D2(3)A, AD2(3), P12A, AP o, T1 2(10)A, AT} 2(10) avec et A = (Z 2 ;)

('l_'J Proposition n° 7 : effet de la multiplication par une matrice d’opérations élémentaires
Soit A € My p(K).

1. Dg(M)A est la matrice A & laquelle on a multiplié la a-iéme ligne par A.
P, »A est la matrice A & laquelle on a échangé la a-ieme ligne avec la b-ieme ligne.
Tup(N)A est la matrice A a laquelle on a ajouté A fois la b-iéme ligne & la a-iéme ligne.
AD,()) est la matrice A & laquelle on a multiplié la a-iéme colonne par A.

AP, est la matrice A a laquelle on a échangé la a-ieme colonne avec la b-iéme colonne.

S Gtk N

AT, () est la matrice A & laquelle on a ajouté A fois la a-iéme colonne & la b-iéme colonne. )
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2.2 Systemes linéaires

-
Déﬁnition d’un systéme linéaire

Soient (a; j)1<i<n €t (Y1,Y2,--.,yn) € K, on dit que le systeme suivant :
1<j<p
a111 +a12T2 + ... +a1,Tp = Y1
21T + G22%2 + ...+ A2Xp = Y2
;121 + @ 2T2 + ... + Q5 pTp = Y
An1T1 + Ap2T2 + ...+ AnpTp = Yn
est un systéme linéaire de n équations & p inconnues (z1,2,...,zp) de coefficients A = (a;)i; € Mnp(K) et
de second membre (y1,vy2,...,y,). On dit que (z1,22,...,2%,) est solution du systeéme s’il vérifie les n équations
9 ) ) 9 ) sy Up Y
du systéme. Résoudre un tel systéme revient a déterminer toutes les solutions. Un systéme est dit compatible s’il
admet au moins une solution. On dit que le systeme est homogeéne si le second membre est nul.

Remarque 8. Résoudre un systéme linéaire revient & trouver tous les X € ., 1(K) tel que AX =Y.

ij Proposition n° 8 : structure des solutions
Soit un systeme linéaire AX =Y compatible dont Xp est une solution particuliere. Les solutions de ce systéme
sont exactement de la forme Xp + Xp ott X est solution du systéeme homogene AX = 0, ;.

/‘ Comment résoudre un systéme linéaire ? (pivot de Gauss)

On fait des opérations sur les lignes de fagon a «échelonner» le systéme : a chaque ligne, la premiére inconnue
rencontrée doit étre plus & droite qu’a la ligne précédente. Une ligne «0 = 0» se supprime, une ligne «0 = 1»
montre que le systeme est incompatible. Une fois le systéme échelonné, la premiere inconnue de chaque ligne
est appelée inconnue principale et est exprimé en fonction des inconnues non principales (appelées inconnues
secondaires).

|
o

2z + 3y + 52 + 2t

Exemple 8. Résoudre { Ar+6y+zt2 = 2

3 Matrices carrées

On note 0,, la matrice nulle de ., (K).

iJ Proposition n°9 : des opérations des matrices carrées
| Soient (A, B) e #,(K)?. Alors, ABe #,(K), AxIL,=I,xA=4 Ax0,=0,xA=0,, A"e.#,(K)

<>

Déﬁnition de la puissance d’une matrice carrée

Soit A € .#,(K). On pose, pour k€ N*, A¥ = A x A x ... x A. Par convention, A° = I,,.
[ —

k fois
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Exemple 9. Si A = bl et B = ! 2 ,alors AB =05. Si N = bl alors N2 = 0,.
11 -1 -2 1 -1

)

Déﬁnition d’un diviseur de zéro, d’une matrice nilpotente

On dit que A € #,(K) est un diviseur de zéro si A # 0,, et s'il existe B € .#,(K) non nulle telle que AB = 0,,.
Soit N € #,(K), s'il existe p € N* telle que NP = 0, on dit que N est une matrice nilpotente.

I
Déﬁnition de la diagonale d’une matrice carrée
| Soit Ae #,(K), (a11,a22,...,an,) est appelée diagonale de A.

3.1 Cas particuliers de matrices carrées

<>
Deﬁnltlon des matrices scalaires/diagonales/triangulaires supérieures/triangulaires inférieures

1. Si A e K, on dit que A\, est une matrice scalaire.

2. On dit que D = (d; ;) € #,(K) est une matrice diagonale si ses termes en dehors de la diagonale sont nuls :
Vi) ellin]?  i#j = di;=0

3. On dit que T = (t; ;) € #,(K) est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) si ses coefficients
en dessous (resp. au-dessus) de la diagonale sont nuls : V(i,j)e[1;n]? i>j (vesp.i<j) = t;; =0

Exemple 10. 0, I,,, 2I,, sont des matrices scalaires de ., (K), (g 8) est diagonale, <(2) Z1’>) et <(2) é) sont triangu-

laires supérieures. Les matrices scalaires commutent avec toutes les autres matrices de ., (K) (ce sont mémes les seules
matrices & commuter avec toutes les matrices de ., (K)).

'iJ Proposition n° 10 : propriétés des produits de matrices diagonales et triangulaires
L. Si D et D’ sont deux matrices diagonales de ./, (K), alors D" = DD' est diagonale et dj; = d;; x d; ;.

2. Si T et T" deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) de .4, (K), alors T” = T'T" est triangu-
laire supérieure (resp. inférieure). De plus, ], = t;; x t; ;

Exemple 11. Si D est une matrice diagonale de diagonale (di,...,d,), alors pour tout k& € N, D* est une matrice
diagonale de diagonale (d1*, ..., d,").

I
Déﬁnition des matrices symétriques et antisymétriques

1. On dit que S € 4, (K) est symétrique si S = ST i.e. pour tout (i,5) € [1;n]? si s;; = s,

2. On dit que A € #,,(K) est antisymétrique si A = —AT i.e. pour tout (i,7) € [1;n]?, a;; = —a;;.
On note .7, (K) (resp. «7%,(K)) lensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de ., (K).

0 1 2
Exemple 12. § = (g _34> est symétrique, A = | =1 0 —4 | est antisymétrique.
-2 4 0

Remarque 9. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont forcément nuls.

Exemple 13. Soit (4, B) € .#,,(K)?, développer (A + B)? ainsi que (A — B)(A + B)

ij Proposition n° 11 : formule du binéme de Newton et factorisation de AP — BP

p p—1
Soit (A, B) € #,(K)?. Si AB = BAalors (A+ B)P = >, (P)A*"BP~F et AP—BP =(A—B) >, AkBr-1=F
k=0 k=0

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, Cours 6


devilliers.loic@gmail.com

& Utilisation du binéme de Newton pour calculer les puissances d’une matrice
3 20

0 3
0 0

Soit A = , calculer AP pour p € N.

2
3
3.2 Inverse d’une matrice carrée

-
Déﬁmtlon d’une matrice inversible et de I’inverse d’une matrice carrée

| On dit que A € 4, (K) est inversible s’il existe B € .#,(K) tel que AB = BA = I,,. Le B est alors unique et on
dit que B est I'inverse de A et on le note A~1. On note GL,,(K) I'ensemble des matrices inversibles de ., (K).

Exemples 14. e I, est inversible et I,, " = I,,, 0,, n’est pas inversible.
e Soit A € .#,(R) telle que A> — A%2 + A = I,,, montrer que A est inversible et déterminer son inverse.
e Si Ae #,(K) posséde une ligne (ou une colonne) remplie de 0, alors A n’est pas inversible.

(’_‘J Proposition n® 12 : propriétés de ’inverse
Soient (A, B) € GL,,(K)? et A € K*
1. A7t e GL,(K) et (A~H)~1 = A 2. M e GL,(K) et (AA)~t =2"tA"L
1
B

\ 3. AT est inversible et (AT)"! = (A~1)T. 4. AB est inversible et (AB)™! =

[
&Attention la somme de matrices inversibles n’est pas forcément inversible

\3 I,, et —I,, sont inversibles mais pas leur somme.

)

)

1 2 -1
Exemples 15. Montrer que la matrice A = [2 3 1 | est inversible et calculer son inverse. Etudier 'inversibilité de
2 1 0
0o 1 2 3
. 5 -1 1 -2
la matrice B = 9 1 1 -1l
1 1 1 0

iJ Proposition n° 14 : inversibilité d’une matrice diagonale

Soit D = (d; j)i,; € #,(K) une matrice diagonale. Alors D € GL,,(K) ssi pour tout i € [1;n]), d;; # 0. Dans ce
cas, D! est une matrice diagonale de diagonale (dlﬁl_l, dz’g_l, .. ,dn,n_l).
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iJ Proposition n° 15 : inversibilité des matrices d’opérations élémentaires et opérations élémentaires
Soit (i,7) € [1;n])* avec i # j et A € K*, les matrices P; ;, D;(\) et T; ;(\) sont inversibles.
Les opérations élémentaires sur les matrices conservent l'inversibilité.

Exemple 16. Etudier 4 nouveau linversibilité des matrices de exemple 15.

Exemple 17. Calculer I'inverse de

O O N
O N =
N = O

4 Meéthodes

f Comment calculer les puissances d’une matrice ?
1. Si N est nilpotente, alors il existe p € N tel que N? = 0,,, alors pour tout entier k > p, N¥ = NPNF=P = (,,.

2. Si D est diagonale, alors D* est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont ceux de D mis
a la puissance k.

3. Décomposer la matrice en A + B si A et B commutent et que vous savez calculer A* et B* pour tout k,
pour appliquer la formule du binéme. Souvent, A est une matrice scalaire et B une matrice nilpotente.

4. Calculer les premieres puissances pour conjecturer une formule puis la montrer par récurrence.
5. Si la matrice M = PDP~! avec D diagonale et P inversible, alors MP = PDPP~!

/“Comment calculer l’inverse d’une matrice ?
1. Si la matrice est de taille (2,2) connaitre et utiliser seulement la formule pour les matrices de taille (2,2).
2. Imaginer ce que pourrait étre l'inverse de A et le multiplier par A pour voir si cela vaut I,,.

3. Effectuer des opérations simultanément sur les lignes de A et I, de facon & transformer A en I, (en
échelonnant la matrice colonne par colonne). Si cela est possible, alors A est inversible et en transformant A
en I,,, on a transformé I,, en A~!. Si en échelonnant, on obtient une ligne remplie de 0, A n’est pas inversible.

4. Résoudre le systeme AX =Y pour Y une matrice colonne quelconque sous la forme X = BY'.

5. Si on a une relation entre les puissances de A factoriser par A en laissant le terme en I,, de coté.
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