Matrices d’une application linéaire

Exercice 1 (x Cal ©). Dans les bases canoniques respectives, donner les
matrices des applications linéaires suivantes :

R,[X] — R
(G — Gy[x] LR
. P — P . P +— | P(x)dx
0
; R?  — Ry[X] ) R4[X] — R?
@y = eXtr @)X vz | P (P(0),P'(2)
C3  — #55(C)
5. v y-—8
(z,9,2) — [2y+2 =
T+y 0
0 1 0
Exercice 2 (x Cal ©). Soient A= 0 0 —1|e.#(R)ethe L (R3)
-1 0 0

dont la matrice dans la base canonique (e1, g, e3) est A.

1. Exprimer h(x,vy,z) pour (z,y,z2) € R3.

2. Sans calcul matriciel, calculer h?(e;) pour i € {1,2,3}.
3. Sans calcul matriciel, calculer h3(e;) pour i € {1,2, 3}.
4. Que peut-on en déduire sur h3 ?
5. A Paide d’un produit matriciel, calculer h®.
3 -2 2
Exercice 3 (» Cal, YT). Soient A = | -2 3 —2|e #(R)etuc
-2 2 -1
Z(R3) dont la matrice dans la base canonique (eq, e, e3) est A. Soit f; =
e] —ex —e3, fa=—e; +ea+2e3et f3=e; —e3.

1. Montrer que (f1, f2, f3) est une base de R3.
2. Déterminer la matrice de u dans cette base.

3. En déduire les puissances successives de A.

1. Déterminer Ker(A(a, 8) — I2) et en déterminer une base.

2. Pour z € R, on pose Q(x) = det(A(a, ) — xl3). Montrer que @ est
une fonction polynomiale, déterminer ses racines.

3. Déterminer une matrice P telle que

1 0 -
A(a,ﬁ):P<0 1_a_ﬁ>P !

4. En déduire les puissances successives de A(a, 3). Que pouvez-vous
dire de la suite (A(a, 8)")n=0?

Exercice 5 (x Cal ©). 1. Démontrer que D = vect((1,1,1)) et P =
{(x, y,2)eR3 |z —y+2= O} sont supplémentaires dans R3

2. Donner la matrice M dans la base canonique de R3 de la projection
sur P paralléelement a D.

3. Donner la matrice M’ dans une base adaptée & P @ D.

4. Donner une relation entre M et M’'.

Exercice 6 (xx Cal ©). Soit E = €*(R,R). On pose fj: z — "=,
1. Que vaut dim(F') avec F' = vect(f1, f2, f3) ?
2. Soit ¢: f— "+ f' + 2f, montrer que ¢ € Z(F).
3. Donner la matrice de ¢ dans la base (fi, f2, f3).
4. Montrer que ¢ est bijective et donner la matrice de p~! dans F.
)

. Trouver une solution de D'équation différentielle f”(z) + f'(x) +

2f(z) = e — 37,

Exercice 7 (x Cal ©). Soit % la base canonique de R* on pose &' =
((0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)) et = (1,2,3,4). Montrer que
' est une base de R*. En utilisant une formule de changement de base
donner Mat g ().

RQ —>R3

Exercice 8 (»+ Cou ©). On note f: 20 =3y\ #lab
Exercice 4 (xx CCP-PSI 2016 YT). Soit (, 3) € [0:1]? tel que (a, §) » Lxereice 8 (xx Cou©). Onnote f (x) S (R a base
(0,0). On note y Sbx —y
1—a o canonique de R? et € la base canonique de R3.
Ala, B) = ( 81— 5) 1. Vérifier que f € £ (R? R?) et donner M = Maty ¢ (f).
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2. Montrer que %’ = ((1,1),(2,3)) est une base de R? et donner P =
Py o

3. Vérifier que ¢” = ((1,0,1),(1,—1,1),(2,1,—2)) est une base de R3 et
donner QQ = Py_,¢

4. En utilisant la formule de changement de base, calculer Mat g «(f).
5. Sans utiliser la formule de changement de base, calculer Mat g «(f).

6. Donner également Matz 4 (f) et Matg «(f)

Exercice 9 (5** Rec, Rai ©). Soit A € ), ,(K) de rang r, le but est de
s
montrer que A = QJ,P7L ot J, = Y Epp € Mpn(K) et P et Q deux
k=1

matrices inversibles.

1. Soit & base de E (dim(FE) = n) et € base de F (dim(F) = p).
Justifier qu’il existe f € Z(E, F) tel que Matg «(f) = A.

2. Soit S un supplémentaire de Ker(f), considérer %’ une base de E
adaptée & S @ Ker(f). Comment prendre ¢’ base de F telle que
Jr = Matgg/ﬁaﬂ/(f) ?

3. Conclure.

4. En déduire que rg(AT) = rg(A).

Exercice 10 (** Rec, Cal). Soit f € .Z(R3) dont la matrice dans la base
canonique est

2 -1 -1
F=11 0 -1
1 -1 0

1. Déterminer de quel type d’endomorphismes particuliers est f?
2. Déterminer des sous-espaces vectoriels qui caractérisent f.
3. Donner une base de R? dans laquelle la matrice de f est plus simple.

4. Faire le lien entre les deux matrices de f.

0o 2 -1
Exercice 11 (x Cou, YT). Soit A= | 3 -2 0 | et u '’endomor-
-2 2 1

phisme de E = R3 canoniquement associé.
1. Donner 'expression de u(x,y, z)

2. Trouver une base de Ker(u —Idg), de Ker(u — 2Idg) puis de Ker(u +
Aldp).

devilliers.loic@gmail.com

3. Montrer que la réunion de ces bases est une base de E.
4. Trouver D la matrice de v dans cette base.
5. Quel est le lien entre A et D7

6. Calculer A™ oun e N.

Exercice 12 (** Rec). Soit M € .#5(C) une matrice non nulle telle que

M? = 0,. Montrer que M est semblable & <8 é)

27
—98)°

) sont semblables.

100

Exercice 13 (xx Rec). Soit A = <—363

1 1
1. Démontrer que A et (0 1
2. En déduire une valeur explicite de A™ pour n € N.

Exercice 14 (»x Rai, Rec). Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et
feZ(E) tel que f2 = —Idg.

1. Montrer que f est un automorphisme de FE.
2. Soit x € E non nul, montrer que (z, f(x)) est une famille libre.

3. Soit e; € E non nul. Montrer que F' = vect(e1, f(e1)) est stable par f
(i.e. f(F)c F).

4. Soit ey € E\F. Montrer que (e1, f(e1), es, f(e2)) est une base de E.

5. En déduire que toute matrice A € .#4(K) telle que A% =
semblable a

—1, est

0 -1 0 O
1 0 0 O
0 0 0 -1
0 0 1 O
Rang, noyau et image
-1 0 =2
Exercice 15 (x Cal©). Soit C = 1 1 1 |. Soit f 'endomorphisme
1 0 2

de R? canoniquement associé & C. Déterminer rg(f) et une base de Im(f).
Montrer que R? = Ker(f) ® Im(f).
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Exercice 16 (» Cal). Soit e = (1,1,1,4), e2 = (2,—1,0,1), ez =
(2,0,1,4), eq = (2,2,3,-2) et e5 = (2,2,3,—2), déterminer le rang de
(e1, €2, €3, €4, €5).

1 3

1. Déterminer les A € R tel que A — Al ne soit pas inversible.

Exercice 17 (x Rai, Cal). Considérons A = (3 1).

2. Pour chaque A déterminé a la question précédente, trouver une base

de Ker(A — A\Io).

3. Notons %’ la concaténation de ces bases. Montrer que %’ est une
base de R? = 751 (K).

4. Donner la matrice de ’endomorphisme canoniquement associée a A

dans la base %#'.
5. En déduire que A est semblable a une matrice diagonale.

6. En déduire un calcul explicite de A™ pour n € N.

Exercice 18 (é** Rai ©). Soit A € 4, (C) telle que pour tout i € [1;n],
n
> |Ai | < |Ai;l. Montrer que Ker(A) = {0} puis que A € GL,(C).
=1
R3[X] — R3
. Donner
P — (P(1),P(2), P(3))
la matrice de f dans les bases canoniques de R3[X] et R3. Que vaut rg(f) ?

Exercice 19 (» Cal ©). Soit f: {

Exercice 20 (»* Rai). On pose, pour P € E = R,[X], ¢(P) = P(X +1).
1. Montrer que ¢ est un automorphisme de R, [X] et trouver ¢~ 1.
2. On note £ la base canonique de R, [X] trouver A, = Matg(p).

3. Pour n = 3, calculer A3~ ' et As°.

11
1. Pour X € E, on pose f(X) = AX. Montrer que f € Z(FE).

2. Expliciter la matrice de f dans la base canonique de F.
3. Déterminer Ker(f) et Im(f).

Exercice 21 (xx Cou ©). Soit E = #>(R) et A = (1 1).

Exercice 22 (<§** Rai, Rec ©). Soit M € 4, ,(R) telle que rg(M) = 1.
1. Montrer qu’il existe C € 4, 1(R) et L € 4 ,,(R) telles que M = CL.
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2. Si Ae #,4R) et B € M, (R) sont non nulles avec ¢ # 1 est-ce que
AB est non nulle ?

3. Soient C' € #p1(R) et L € 4 »(R) non nulles, prouver que C'L est
de rang 1.

Ainsi, les matrices de rang 1 de .#), ,(R) sont exactement les matrices C'L
ouC € %p71(R) et Le ,//17n(R).

1 1 1 2
Exercice 23 (» Cal). Soit A= |2 —1 3 3], trouver le rang de A.
1 -2 21

Exercice 24 (xx Rai ©). Soit (4, B) € .#,(K)? tel que AB = A + B.
Montrer que A et B commutent

Divers

Exercice 25 (@* Cal ©). Soit E un espace vectoriel de dimension n.
Soit A € #,,(R), on appelle trace de A la somme des coefficients diago-
n

naux de A : tr(A) = )} ap.
k=1

Déterminer la trace de I,.

Montrer que tr est une forme linéaire sur .4, (R).
Déterminer une base de son image puis de son noyau.
#$Montrer que pour tout (A, B) € .4, (R)?, tr(AB) = tr(BA).

Soit u € Z(F). Montrer que toutes les matrices de u ont la méme
trace, on note tr(u) cette valeur.

6. Soit A € #>(R). Exprimer le polynéme P = det(XI;—A) en fonction
de tr(A) et de det(A).

AT el

7. $Soit p € Z(F) une projection que vaut tr(p) ?
8. Est-ce que tr(AB) = tr(A)tr(B) pour tout (A, B) € #,(R)?
9. Soit G = vect(I,), montrer que .#,(R) = Ker(tr) ® G. Donner 'ex-
pression de la projection sur Ker(tr) parallelement a G.
Exercice 26 (xx Cou, Cal, Rai © (CCP PC 2019)). Soit I'application ¢
définie, par pour tout P € R,[X], ¢(P) = XP" + (1 — X)P’

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
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2. Donner A, la matrice de ¢ dans la base (1, X,---, X™).
3. Que vaut le rang de ¢ 7

On fixe un entier k€ [0;n].
4. Montrer que ¢+ kldg est non injective. Que vaut dim(ker(¢+kldg)) 7

5. En déduire qu’il existe un unique polyndéme unitaire P, € R,[X
vérifiant ¢(Py) = —kPg.

6. Justifier que Py est de degré k.
7. Déterminer Py et P;. Vérifier que P, = X2 —4X + 2.
8. Montrer que B’ = (Py)o<k<n €st une base de R,[X].
9. Donner, D, la matrice de ¢ dans la base %’ ?

10. Donner une relation entre A et D7

Exercice 27 (@**** Rec ©). On note N l'ensemble des ma-
trices de #,(K) dont les termes diagonaux sont nuls et H =

{AB — BA| (A, B) € #,(K)?}.
1. Montrer que H < Ker(tr).

2. Soit M € Ker(tr). En distinguant les cas suivant que M soit ou non
une matrice scalaire, en utilisant I’exercice 18 du TD15 et en raison-
nant par récurrence, démontrer que M est semblable a une matrice

de N.

3. On pose D € #,(K) la matrice diagonale de diagonale est
(1,2,...,n). Montrer que ¢: M — M D — DM est un automorphisme
de N.

4. Démontrer que Ker(tr) = H.
Exercice 28 (x » * Rec, Rai ©). Soit F un espace vectoriel de dimension
finie n.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p, montrer qu’il
existe Hy, Ha,...,Hy_p des hyperplans de E tels que F = n_'H;.

2. Soit maintenant Hi, Ha, ...,H, des hyperplans de E, montrer que
dim(n?_,H;) = n —p.
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