(% Chapitre 23

Fonctions a deux variables

Dans ce chapitre, qui sera entiérement généralisé en deuxieme année, nous allons aborder la notion de dérivée partielle
d’une fonction définie sur une partie de R? & valeurs dans R. On considére la norme euclidienne associée au produit scalaire
usuel de R? notée || |.
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1 Rudiment de topologie (boules ouvertes, ouverts et continuité)

-
Déﬁnition d’une boule ouverte de R?

I On appelle boule ouverte de centre a € R? et de rayon r > 0, I'ensemble B(a,r) = {:L‘ € R? tel que |a — x| < 7“}.

Remarques 1. e Ici, c’est un disque, mais le nom de boule se généralisera ’année prochaine a d’autres dimensions.
e On appelle boule fermée de centre a € R? et de rayon r > 0, lensemble By(a,r) = {z € R?| |a — z| < r}.
e FEn tout point d’un intervalle ouvert on peut faire un petit déplacement vers la droite ou vers la gauche de facon a
rester dans cet intervalle ouvert, les boules ouvertes vérifient la méme propriété. De manieére générale, on appelle
ouvert tout partie dans lequel en chaque point on peut faire un petit déplacement dans toutes les directions :

-
Déﬁnition d’un ouvert de R?

| Soit O c R?, on dit que O est un ouvert de R? si pour tout = € O, il existe 7 > 0 tel que B(z,r) c O.

Exemple 1. Une boule ouverte est ouverte, R? et (§ sont ouverts. Les boules fermés ne sont pas ouvertes.
A partir de maintenant, on va étudier des fonctions de la forme f: O — R ol O est un ouvert de R2.

Remarque 2. Pour (z,y) € O, on a f(z,y) € R. On a ainsi une fonction & deux variables. Comme le déterminant ou le
produit scalaire, on définit alors les fonctions partielles : a y fixé, on a g,: © — f(z,y) et & = fixé, ona dy: y — f(x,y).

o
Déﬁnition de la continuité d’une fonction

Soit f: O — R ot O est un ouvert de R?, on dit que f est continue en (zg,y0) € O si :
Ve>0 30>0 V(a:,y)eO H(xvy)_(xoayO)“ <0 e |f($,y)_f($0,y0)| <€

On dit que f est continue sur O si f est continue en tout (zo,yo) € O.

(‘_'J Proposition n°1 : propriétés des fonctions continues )

e f: O — R est continue en (z,y) € O ssi pour toute suite (Z,,Yn)n € OV, (Zn,Yn) — (x,y) implique

n—
e Sif:O—>Retg: O— R sont continues sur O et A € R, alors Af + g et fg sont continues sur O
e Sif:O—>Retg: O— R sont continues sur O avec g qui ne s’annule pas, alors f/g est continue sur O.
e Soit O’ un ouvert de R (ou de R?),si f: O — O’ et g: O’ — R sont continues alors go f est continue sur O)

.

Exemple 2. (z,y) — |z + iy| est continue sur R?.

Remarque 3. Si f: O — R est continue, alors & y fixé, g:  — f(z,y) est continue et & x fixé, d: y — f(x,y) est continue.
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Exemple 3. On pose f(z,y) = si (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0. La fonction f n’est pas continue sur R?, alors

x
x2 + y?
que pour tout x € R, y — f(z,y) est continue sur R et pour tout y € R, z — f(x,y) est continue sur R.

2 Dérivée partielle, dérivée suivant un vecteur et composée

o
Déﬁnition des dérivées partielles
e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport & x au point (zg,y0) € O si g: ¢ — f(x,y0) est

*x(iﬂo, Yo) = g'(x0).
e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport & y au point (zg,yo) € O si d: y — f(xo,y) est

0 0
dérivable en g, et on note a—f(aco, yo) cette dérivée : 3
z
. of i 0 /
dérivable en yg, et on note a—(xo, Yo) cette dérivée : a—(xo, yo) = d'(yo)-
Yy Yy

Exemple 4. Calculer les dérivées partielles de la fonction f de ’exemple 3.

&Attention I’existence des dérivées partielles n’implique pas la continuité

Contrairement, au cas des fonctions d’une variable réelle, f peut avoir des dérivées partielles sans étre continue.

o
Déﬁnition d’une fonction de classe ¥ sur O

0 0
| On dit que f: O — R est € si f a des dérivées partielles en tout point de O et si —f et —f sont continues sur O.

or Oy
iJ Théoréme n° 1 : développement limité a ’ordre 1 (admis)
0 0
| Si f est de €' sur O et (20,y0) € O alors : f(xo + h,yo + k) 5 f(zo,y0) + a*i(xo,yo)lﬂ' %(m’yo)k +o([(h, k)l
Remarques 4. e On dit qu’une fonction ¢ vérifie p(h, k) = o(|(h, k)|) si w(h, k) 0
0 Vh? + k2% (hk)—(0,0)

o Ainsi, (h, k) — (;—f(xo, yo)h + (;—f(aso,yo)k est une application linéaire qui approxime f(zo + h,yo + k) — f(zo,yo)
T Y

0 0
quand (h, k) — (0,0). De plus, z = f(xo, yo)+ a—f(xm Yo)(x —x0) + aff(xo, Yo)(y—yo) est ’équation du plan tangent
T )

en (xg,y0) & la surface z = f(z,y).
Exemple 5. Considérons (z,y) — +/1 — 22 — y2 sur B((0,0), 1), donner ’équation du plan tangent en (1/2,1/2).

)
Déﬁnition du gradient

T
Soit f une fonction de classe ¢! sur O. On définit le gradient de f en (g, yo) par : V.f(xo,y0) = (Z‘;(aﬁo, Yo) %(mm y0)>

Exemple 6. Démontrer que 'application f: (z,y) — |(x,y)|? est €* sur R? et calculer son gradient.

Remarque 5. Ainsi, si f est €* sur O, alors f(xo + h,yo + k) = f(w0,%0) + <Vf(xo,yo), <Z)> + o(||(h, k)|). Ainsi, le

gradient est la direction dans laquelle f croit le plus vite.

‘ ’ . . ’ . ’ .
Deﬁnltlon de la dérivée suivant un vecteur

Soient d € R2\{(0,0)}, f: O — R et (20, y0) € O, alors il existe § > 0 tel que pour tout t € | =§;6 [, (xo,yo) +td € O.
On regarde f seulement dans la direction d grace a lapplication ¢: t — f((zo,y0) + td) sur | =6 ;6 [. On dit que f
admet une dérivée suivant la direction d si ¢ est dérivable en 0. Dans ce cas, on note Dgf(zo,y0) = ¢'(0)
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&J Proposition n° 2 : relation entre gradient et dérivée suivant un vecteur
| Soit f: O — R de classe € sur O et d € R?\{(0,0)}, alors f admet une dérivée suivant le vecteur d en (xg, o), de
\ | plus, Daf(zo,y0) = V(0. 90),d)- Yy

('_‘J Proposition n° 3 : premiére régle de la chaine A

Soit f: O — R une fonction ¢! sur O et v: ¢t — (z(t),y(t)) une fonction de I dans O avec z et y deux fonctions
de classe €', alors fovy: I — Rest €' et

vtel  (for)(t) = %(iv(t)’y(t»x’(t) + %(w(t), y()y'(t) = (VF (), y(t)),7 (1)) avec +'(t) = (2/ (1), y’(t)))

\_

Déﬁnition d’une ligne de niveau
| Soit A € R, 'ensemble f~1({\}) s’appelle ligne de niveau de f.

Remarque 6. Le gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau de f.

iJ Proposition n°4 : seconde régle de la chaine
Soit U et V deux intervalles ouverts de R et f: O — R?, ¢: U — Ret ¢p: V — R sont de classe € telles que pour
tout (u,v) e U x V, w = g(u,v) = (p(u,v),(u,v)) € O, alors fog: (u,v) — f(e(u,v),¥(u,v)) est €1 sur U et :

0708y 0y = I
ou oxr

T )2 wn)+ L)L) et L) = L) 22w 0) + 2 w) 2 ()

ou aywau“” ov U= 95 WY

Exemple 7. On pose z = 7 cos(f) et y = rsin(f), f de classe €1 sur R?, dériver (r,0) — f(rcos(f),rsin(d)).
3 Extrema

I
Déﬁnition d’un extremum local ou global

Soient f: D — R ol D est une partie de R? et mqg = (x¢,vo) € D
1. On dit que f admet un maximum global en mg si pour tout (z,y) € D, f(z,y) < f(mo).
2. On dit que f admet un minimum global en myq si pour tout (z,y) € D, f(z,y) = f(mo)-

3. On dit que f admet un maximum (resp. minimum) local en mg s’il existe r > 0 tel que pour tout
(z,y) € D 0 B(mo,7), f(z,y) < f(mo) (resp. =).
4. Un extremum local (resp. global) est un maximum ou un minimum local (resp. global).

L/ ’ . o . ’ . A
‘ Théoréme n° 2 : condition nécessaire pour étre un extremum local

Si f: O — Rest €' et admet un extremum local en (9, o) alors V f(z0,%0) = 0 (on dit que (xq, o) est un point
critique de f).

N

&Attention étre un point critique est une condition nécessaire pour étre un extremum

K? Extremum implique point critique mais la réciproque est fausse. )

o

%Exemple un point col/un point selle

| @y)mar -2 J

Remarque 7. Une fonction f: [a;b] — R dérivable peut avoir un extremum en a (ou b) avec f'(a) # 0. ceci ne se
produit pas ici, car on est sur un ouvert.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, Cours 4


devilliers.loic@gmail.com

	Rudiment de topologie (boules ouvertes, ouverts et continuité)
	Dérivée partielle, dérivée suivant un vecteur et composée
	Extrema

