Correction de ’exercice 1.

Correction de I’exercice 2. Soit (a,b) € R?, alors (Ja| — |b])? = 0, en développant, par identité remarquable,
2, 12
+b
on a |al? + [b]2 — 2|a||b| = 0, soit |ab| < —

Correction de ’exercice 3. e On remarque que
(W + V') =z +2y/ava' +2’ >z + 2

On applique donc la fonction racine carrée, qui est croissante sur R,, ainsi vz + 2/ < \/x + V'
e De plus, comme 2’ > 0, x — 2’ < x + 2/, par croissance de la racine carrée :

Vi—a' <z +a2' < x4V

Donc\/w—x’<ﬁ+\/?
e En outre, \/z = \/(z — 2') + 2/ < vz — 2/ + 2/, ainsi, /z — V2’ <z — o

On a donc bien montré toutes les inégalités demandées.

Correction de ’exercice 4.
Correction de ’exercice 5.

Correction de I’exercice 6. 1. Remarquons que f est impaire, en effet, pour tout z € R, —x € R et
f(—2) = sin(—x) cos?(—x) = —sin(z) cos?(z) (par imparité du sinus et parité du cosinus). Si on étudie f
sur [0; 7], alors par symétrie par rapport a 0, on obtiendra f sur [ —7;0] et donc sur [ —7 ;7 |, intervalle
de longueur 27. Or f est 27 périodique, en effet, pour tout = € R, f(z + 27) = sin(z + 27) cos?(z + 27) =
sin(x) cos?(x) = f(x). Ainsi, par translation, on obtiendra le graphe de f sur R tout entier.

2. Soit z € R, f(r—x) = sin(7 — ) cos(m —x)? = sin(x)(— cos(x))? = f(z). Ainsi, si on étudie f sur [0;7/2]
par symétrie verticale d’axe x = 7/2, on obtient f sur [7/2;7] et donc sur [0; 7 ].

—3m ‘
—T 0 71'/2 ™ 3

FIGURE 1 — La partie en rouge est la partie étudiée. Par symétrie verticale d’axe x = /2, on en déduit la partie
en bleu. Par symétrie axial, on en déduit la partie en vert. Par translation de 27, on en déduit les parties
et violet.

Correction de ’exercice 7.

Correction de ’exercice 8. 1. Posons f: x +— e?cos(z). Supposons que f soit majorée. Alors, il existe
M € R tel que pour tout x € R, f(x) < M. Par suite, pour tout n € N, f(2n7) < M. Ainsi, pour

tout n € N, e?"™ < M. Or "™ o 0 donc cette suite ne peut pas étre bornée. Ceci est donc une
n—

contradiction. Ainsi, f n’est pas majorée. Supposons que f soit minorée. Alors, il existe m € R tel que
pour tout z € R, m < f(x). Donc, pour tout n € N, m < f(2nm +7). Ainsi, pour tout n € N, m < —e 2777

, ot 2T < —m Or e2"™ 7 — L0, donc cette suite ne peut pas étre bornée. Ceci est donc une
n—aoo

contradiction. Ainsi, f n’est pas minorée.
—Tsin(z?) + 2 cos(sin(x))

T+ e . Alors, pour tout z € R :
e

2. Posons g: ¢ —

_ | — 7sin(2?) + 2 cos(sin(z))| - |7 sin(x2)| + |2 cos(sin(z))] T2

< < 9
|1 +e®| 14 e® 1

|g9()]

Ainsi, la fonction g est bornée.
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3. Posons h: x — (1 + cos(x))In(1 + 2?2), alors, pour tout x € R, 1 4 cos(z) = 0 et In(1 + 22) > In(1) = 0,
par produit, h(z) = 0. Ainsi, h est minorée par 0. Supposons que h soit majorée, alors il existe M € R
tel que pour tout x € R, h(x) < M. Alors, pour tout n € N, h(2nm) < M, donc 2In(1 + 4n?7?) < M. Or,
In(1 + 4n?7?) —— >+, 0ona donc une contradiction. Ainsi, h n’est pas majorée.

42
4. Posons i: x — x + —. Alors, pour tout z € R¥, i(x) > 0. La fonction i est minorée par 0. Cependant,
T

i(r) — +00, ainsi ¢ n’est pas majorée.
+

z—0

Correction de ’exercice 9. 1. Soit = € R, la fonction est définie en x ssi 4z — 3 # 0 ssi # # 3/4. Ainsi,
I'ensemble de définition de f est R\{3/4}.

2. Soit z € R\{3/4}. Soit y € R, alors :

_3m—2

w3 = (A —3)y=Bx—-2) < w(dy—3)=3y—2

y = f(x)

Il y a alors deux cas :
e Sidy—3 =0, cest-a-dire si y = 3/4, alors 3y—2 = 1/4, ainsi I’équation, d’inconnue z, x(4dy—3) = 3y—2
n’a pas de solution et donc ’équation y = f(x) n’a pas de solution

-2 -2
e Sidy — 3 # 0, alors d’apres ce qui précede, y = f(z) ssi z = Y2 pe plus, si z = L, alors
4y — 3 4y — 3
3y —2
x # 3/4 (si 4y 5 = 3/4, alors 4(3y — 2) = 3(4y — 3) et donc —8 = —9 ce qui est impossible)
Yy —
On a ainsi montré que f est une bijection de R\{3/4} vers R\{3/4}, car pour tout y € R\{3/4}, on a trouvé

un unique z € R\{3/4} et x = iy : 3 ainsi f1: y— iz :

3 On remarque que f = f~1

Correction de 1’exercice 10.
Correction de ’exercice 11.

Correction de ’exercice 12. Soit 7" une période de f, alors, pour tout z € R, f(x+T) = f(x). En particulier,
pour x = 0, f(T) = f(0) = 1, ainsi, T' € Q. De plus, T' > 0, ainsi T' € Q¥. Réciproquement, soit T' = P Q*
q

/

* Qe _p '’ . _pd +7q
avec p € Z et g € N*. Soit x € R. Supposons z = —, € Q avec (p',¢') € Z x N*, alors v + T' = ——— € Q.
q

’
q
"

Sizx+T = p7 € Q avec (p”,¢") € Z x N* | alors
q

// // 1/
r-@em-r- b2 il g
Ainsi, on a montré que pour tout z € R, z € Q ssi x + 1T € QQ, par contraposée, on a aussi x ¢ Q ssi z + T ¢ Q.
Ainsi, siz € Q,alorsx + T € Qet f(x) =1= f(z+T),six ¢ Q,alorsx+T ¢ Qet f(z) =0= f(xz+1T),
ainsi, f est périodique de période T'. Ainsi, 'ensemble des périodes de f est Q*%. Supposons que f admette une
période fondamental notée T', alors T' € Q*, remarquons que 7'/2 € Q*. Comme T est la plus petite période,
T'/2 est une période de f, ainsi T' < T'/2 donc 1 < 1/2 ce qui est absurde. Par conséquent, on a montré que f

n’admettait pas de période fondamentaile.

Correction de I’exercice 13. Soit x € R,

flz+1) = e+ ) +2) = flz+3) = f@+3)+2) = flz+5) = f@)
f 2-périodique [ 2-périodique f b-périodique

Ainsi, f est 1-périodique.

Correction de ’exercice 14.
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Correction de ’exercice 15. L’application z — 22 — 1 est strictement croissante sur [1;+00[ & valeurs
dans R, . En outre \/est strictement croissante sur R, par composée de deux applications strictement croissante,

f est strictement croissante sur ! [1;+00 .
De plus, par composée de fonctions continues, f est continue sur [1;+o0[. Ainsi, f réalise une bijection de
[1;+00][ vers [f(l); liqloof(a:) [ = [0;+00[. Soit y € [0;+00], alors il existe un unique x € [1;+00] tel que
T+

y = f(x), ainsi y?2 = 22 — 1, donc 22 = y? + 1 donc Va2 = 4/y2 + 1. Or x > 0 donc Va2 = z. Dés lors,

[0;4+00[ — [1;+00]
x = 7/y? + 1, Par conséquent ?, f~! .
Y — y2—}—1

|f(x) = f(a)]

|z —af

X

Correction de ’exercice 16. Soit a € R. Pour tout x # a, en divisant par |x — al, on a

3 3.
5\@' — a2, soit
——|x a\% < f(z) = J(a) < <l —al2
r—a 2
3 _
Comme 5]:): — a|% — 0, par théoreme d’encadrement, f(@) — f(a) — 0. Des lors, f est dérivable en a et
— T — a —

f'(a) = 0. Et ce pour tout a € R. Ainsi, f est constante sur I'intervalle R.

Correction de 1’exercice 17.

Correction de I’exercice 18. 1. Remarquons que  — x + A et 2 — 2 + 1 sont toutes les deux dérivables
sur R et que 22 4 1 # 0 pour tout « € R. Ainsi, par quotient de fonctions dérivables sur R, f est dérivable
sur R et :

Ix(z2+1)—2z(z+A) —22-2zA+1

f(@) = (@2 +1)2 RS

Ainsi, I’équation de la tangente de fy en 0 est z — f(0) + f/(0)(z — 0) = A + 2 Donc, les tangentes aux
courbes de f) en x = 0 sont paralleles (car ont toutes le méme coefficient directeur).

2. En revanche, ’équation de la tangente de f) en 1 est
Thv:zx—f()+f(D)z—-1)=———-Z(z—1)=1+1—x

On remarque alors que T)(2) = 1. Ainsi, toutes les tangentes de fy en 1 sont concourantes au point (2,1).

Correction de ’exercice 19. Pour tout z > 0

VT = 1T = eVE@) —eelVE) () = gln(x)

2
= (Vi-m@=0 — hE)=-0omyi= < I@=0onz="
2 2 =0 4
— 33—10u1—E — x=1loux=4
x#0 4

La deuxieme équivalence est justifée par le fait qu’on puisse passer une égalité par la fonction exponentielle ou
la fonction logarithme.

Correction de 1’exercice 20.

Correction de 1’exercice 21.

1. Dériver f serait une mauvaise idée, dans la mesure ou la racine carrée n’est pas dérivable en 0, on ne peut dériver f en 1 par
la formule de dérivée de la composée.

[05+0[ — [1;+0]
2. Ou bien f* , sl on n’aime pas les fonctions dont y est la variable (muette).
x W2+
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Correction de ’exercice 22.

Correction de ’exercice 23. 1. sh est dérivable sur R et pour tout z € R, sh’(x) = ch(z) > 0, ainsi

4.

la fonction sh est strictement croissante. Comme elle est continue, elle réalise une bijection de R vers
] lim sh(z); lim sh(z) [ =]-00;+0[ =R.
Tr——00 Tr—+00

. ch est dérivable sur [0;+c0[ et pour tout z € Ry, ch’(x) = sh(z) = 0 et sh(z) = 0 ssi z = 0, donc la

dérivée de ch est strictement positive sur R, sauf en 0, ainsi ch est strictement croissante sur R.. Comme

ch est aussi continue, ch réalise® une bijection de R, vers [Ch(O) ; hrfoo ch(z) [ =[1;+00].
T—

. La fonction th est le quotient de deux fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas

sur R, ainsi, th est dérivable sur R et pour tout z € R,

() = sh’(z)ch(x) — sgl(x)ch'(:c) _ ch?(z) 2— sh?(x) _ 21 50
ch(z) ch”(x) ch*(x)
Ainsi, la fonction th est strictement croissante sur R. De plus, pour tout z € R
r __ ,—T 1— —2x r _ ,—T 2x_1
thz) = o = -—°¢ 1 et th(zx)=— > =¢ -1

e?+e T 14e 2% x>+ et +e T e2r 4] z—o-0

Comme th est continue sur R et strictement croissante, th est une bijection de R vers ] xg@oo th(x); zE)lPoo th(x) [ =
]-0;+0[ =R.
e Soit z € R, posons a = argsh(z) € R. Notons que sh est dérivable en a et sh’(a) = ch(a) # 0. Ainsi,
d’apres le théoreme de la dérivabilité d’une bijection réciproque, argsh est dérivable en z et

/ 1 1
argsh'(z) = sh'(a)  ch(argsh(z))

Or, ch(argsh(x))? — sh(argsh(z))? = 1. Donc ch?(argsh(z)) = 1 + 22, ainsi ch(argsh(a)) = +4/1 + 22,

1
or ch(argsh(z)) > 0. Dés lors, ch(argsh(z)) = v/1 + 22, ainsi (argsh)’(z) = ——. Ainsi, la fonction
(argsh(z) rash(s) = VI3, v ) ) = oy

V1 + 22

e Soit z € |1;+0(, posons a = argch(z) € Ry. Si a = 0, alors ch(a) = = 1 ce qui est exclus ici.
Ainsi, a € R*. Notons que ch est dérivable en a et ch’(a) = sh(a) > 0. Ainsi, d’apres le théoréme de la
dérivabilité d’une bijection réciproque, argch est dérivable en x et
1 1

ch’(a)  sh(argch(z))

argsh est dérivable sur R et argsh’: x +—

argch’(z) =

Or, ch(argch(z))? — sh(argch(x))? = 1. Donc sh?(argch(z)) = 2 — 1, ainsi sh(argch(z)) = +v22 — 1,

or sh(argch(x)) > 0. Dés lors, sh(argch(z)) = V22 — 1, ainsi argth’(x) = Wi Ainsi, la fonction
x p—

argch est dérivable sur? ]1;+00[ et argch’: x — T
x J—

e Soit z € ] —1;1[, posons a = argth(z) € R. Notons que th est dérivable en a et th’(a) = 1 —th?(a) > 0.
Ainsi, d’apres le théoreme de la dérivabilité d’une bijection réciproque, argth est dérivable en z et

R 1 B I 1

~ th(a)  1—th%(argth(z)) 1—22 1-— 22

1

— 2

argth’(z)

Ainsi, la fonction argth est dérivable sur | —1;1[ et argth’: x — 1

3. On remarque que comme ch est paire, ch ne peut pas étre une bijection dont I’ensemble de départ est R, en effet, comme
ch(1) = ch(—1), 1 et —1 sont deux antécédents de ch(1). Par contre, ch réalise aussi une bijection de R_ vers [1;+0o0[ et on aurait
pu faire tout ’exercice avec R— a la place de Ry.

4. La fonction argch ne peut pas étre dérivable en 1, car si z = 1, a = argch(1) = 0 et ch admet une tangente horizontale en 0,
par symétrie argch admet une tangente verticale en 1.
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5. e Soit z € R, on note y = argsh(z), alors e¥ = ch(y) + sh(y), soit e¥ = ch(y) + = et

ch(y) = 4/1 +sh?(y) = V1 + 22

Ainsi, e¥ = /14 22 4+ z, dés lors y = In(z + v/1 + 22). Dés lors argsh: x — In(x + V1 + 22).
e Soit z € [1;+0[, on note y = argch(z), alors e¥ = ch(y) + sh(y) soit e¥ = x + sh(y) avec

sh(y) = 4/ch?(y) — 1 =2 — 1

Ainsi, e¥ = x + V22 — 1, dés lors y = In(x + v22 — 1). Dés lors argch: x — In(x + v22 — 1)

e Soit x € |—1;1[, on note y = argth(z), alors

o2 _ e¥ _ ch(y) + sh(y) _ 1 + th(y) _ 1+
e ¥ ch(y)—sh(y) 1—th(y) 11—z
1 1 1 1
ainsi y = —In e . Dés lors, argth: x — —1In e .
2 11—z 2 11—z

FIGURE 2 — En rouge, la fonction sh et en bleu, sa bijection réciproque.

FIGURE 3 — En rouge, la fonction ch, non bijective et en bleu, la bijection réciproque de ch restreinte a R..

Correction de ’exercice 24.
Correction de ’exercice 25.

Correction de 1’exercice 26.
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FIGURE 4 — En rouge, la fonction th et en bleu, sa bijection réciproque.

Correction de ’exercice 27.
Correction de ’exercice 28.

Correction de ’exercice 29. Calculons la tangente du membre de droite :

—_

tan (arctan(1/2) + arctan(1/3)) = tan(arctan(1/2)) + tan(arctan(1/3)) 3

11— tan(arctan(1/2)) tan(arctan(1/3)) N =1 = tan(m/4)

1
3
1——-x

[N
o o | wt

=
3

Attention, a ne pas aller trop vite, ce n’est pas parce que tan(a) = tan(b) que nécessairement a = b. Ici,
comme 0 < 1/2 < 1 et que arctan est strictement croissante, arctan(0) < arctan(1/2) < arctan(l), ainsi
0 < arctan(1/2) < /4. De méme, 0 < arctan(1/3) < n/4. Par somme 0 < arctan(1/2) + arctan(1/3) < /2.

Ainsi, comme
tan (arctan(1/2) + arctan(1/3)) = tan(w/4)

On peut appliquer arctan et la relation arctan(tan(z)) = = valable seulement pour = € | —7/2;7/2 [, ainsi
arctan(1/2) + arctan(1/3) = w/4

Correction de ’exercice 30.

Correction de ’exercice 31.

Correction de 1’exercice 32.

Correction de I’exercice 33. 1. Soit (a,b) € R?, alors :
e?+e tebpet  ga_gTagh_o-b
h h(b h h(b) =
ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b) 5 5 + 5 5
B e%l fetel f e b et b 4 el _ ot _g—agb 4 gag—b
B 4

2 a+b 2 —a—b
- =~ tl ¢ = ch(a +b)

2. Soit n € N et x € R, alors (ch(x) + sh(z))" = (e®)" = " = ch(nzx) + sh(nz).
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