Correction de ’exercice 1.

Correction de ’exercice 2.

Correction de ’exercice 3. 1. (a) En multipliant par le conjugué du dénominateur, on obtient :

C(I+4iz)(T—1z)  (I+ix)(T—iz) (I+iz)(1+iz) (1—22)+i(z+2)  1—|z[*  2Re(z)
G e T o e e A PR

Ainsi, f(z) € R ssi Im(f(2)) = 0 ssi Re(z) = 0 ssi z € iR\{i}.

(b) En reprenant le calcul de f(z) de la question précédente, f(z) € iR ssi Re(f(z)) = 0 ssi |2]? = 1 ssi
z € U\{i}.

(¢) |f(z)| = 1ssi|l +iz?2 = |1 —iz|? ssi (1 +1i2)(1 —i2) = (1 —i2)(1 +i2) ssi 1 +i(z —2) + |2]? =
1+i(—2+2) + |2]? ssi 2i(z — Z) = 0 ssi 2i(2ilm(2)) = 0 ssi Im(z) = 0 ssi z € R.

2. Le premier cas correspond a l’axe des ordonnées privé de i. Le second cas correspond au cercle trigono-
métrique privé de i. Le dernier cas correspond & l’axe des abscisses.

i

AR
N

FIGURE 1 — En vert le premier cas, en rouge le second et en bleu le dernier. Le point i est exclu des ensembles
considérés.

Correction de ’exercice 4.
Correction de ’exercice 5.

Correction de I’exercice 6. 1.
2. |1 +i] = /2, ainsi
1 1 .
1+i=v2(—=+i—=) =2 (cos(n/4) + isin(r/4)) = v/2e!™/*
(5 +175 ) = V2 leostm/a) + isin(a/0)
Ainsi, en utilisant la formule de Moivre, z = (v/2)" (ei”/‘l)n = (\/ﬁ)nei% Ainsi, |z]| = 22 et arg(z) =
% [27].
3. On commence par factoriser par 'angle moitié
%)

2 =cl2 (e—ig _ei%) _ 2Sin(9/2)ei%(—i) _ ZSin(G/Q)eige_ig

Alors |z| = |2sin(6/2)]. 11 faut distinguer les cas suivant le signe du sinus :
e Sisin(f/2) =0, alors |z| = 2sin(/2) et alors z = |zg|e!(9/2-7/2) et ainsi arg(z) = (6 — 7)/2 [27].
e Sisin(A/2) <0, alors |z| = —25sin(0/2) et alors

. |Z‘(—1) % ei(9/277r/2) _ |Z|ei7r « e1(9/277r/2)|2,| % ei(9/277r/2+7r)

et ainsi arg(z) = (0 + 7)/2 [27].
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4. Tout d’abord, il est nécessaire que 6 € R\{g + km | k € Z}. De plus,

/ 1 1
12 + tan®( 6052(9) - £/ cos?(6) - | cos(0)]

Ainsi, il faut distinguer les cas suivant le signe de cos(6) :

1
e Sicos(f) >0, |z| = @)’ ainsi on factorise par |z| dans z :
1 1 .
_ 9 isin(0)) — i0
z cos(0) (cos(#) + isin(8)) cos(G)e

Ainsi, dans ce cas |z| = 1/cos(f) et arg(z) = 0 [27].

e Sicos(f) <0, |z| = os(@)’
1 1 1,

el@+w

z= cos(0) (—cos(f) —isin()) = cos(@) (cos(f + ) +isin(f + 7)) = cos(0)

ainsi on factorise par |z| dans z :

Ainsi, dans ce cas |z| = —1/cos(0) et arg(z) = 0 + = [27].

5. Remarquons que le dénominateur s’annule ssi = 0 [27]. On consideére donc 0 € R\{2kw | k € Z}. En
factorisant encore par ’angle moitié

L 1 +cos(f) +isin(f) 1 +elf _ el0/2 (e 7102 +eie/2) _ 2cos(0/2) (:05(0/2)i B COS(G/Q)GM/Q

1 — (cos(#) +isin(h)) 1—eif eif)/2 (e —i62 _ 619/2) —2isin(0/2) sin(6/2) sin(6/2)

Ce qui nous force, encore une fois, a distinguer les cas :

i cos(6/2) ~ cos(6/2) B
n02) 0, alors |2| = sn(0/2) et arg(z) = /2 [2n].
cos(6/2) cos(6/2) . o ' o
! = TS0 = -1 in/2 imgim/2 i37/2
e Si 1n( I < 0, alors |z| Sin(6/2) et z |z] x (=1) x e |z]ei™e EE . ainsi
arg(z) = 3w /2 [27].

6.

Correction de I’exercice 7. Posons z = 1 + i # 0, ainsi |z| # 0, notons § un argument de z compris entre
—7 et 7. Alors :

z =z i ig = |zle'? = |z| (cos isin
o (g 3% ) = 1o = I (cos(0) + i5in(0)

Alors cos(f) = 1/|z| > 0, ainsi 6 € | —7/2;7/2][. De plus, sin(f) = a/|z|. En effectuant le quotient, on obtient
tan(f) = a. Ainsi, arctan(tan(f)) = arctan(a). Cependant, comme 6 € | —7/2;7/2[, on obtient § = arctan(«).

Correction de I’exercice 8. Calculons |a — b|? :

la—b?* = (a—b)(a—b)=(a—b)(a—b)=aa—ab+ba+bb
= |a> = (ab+ ab) + |b]> = |a|* — 2Re(ab) + |b]?

De méme, calculons |a + b|? :

la+b> = (a+b)(a+d)=(a+b)(@+Db) =aa+ ab+ ba+ bb
= |a®+ (ab+ ab) + |b]> = |a|* + 2Re(ab) + |b[?

En sommant ces deux résultats, on obtient |a — b|? + |a + b|? = 2|a|? + 2|b|?, en divisant par deux, on trouve le
résultat demandé.
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FIGURE 2 — Interprétation graphique de la formule de 'exercice 8, |a| est la longueur d’un cété d’un parallélo-
gramme, |b| est la longueur d’un c6té adjacent. Ainsi, 2|a|? + 2|b|? est la somme des carrées des quatre cotés du
parallélogramme, |a + b| est la longueur de la plus grande diagonale en violet, |a — b| est la longueur de la plus
petite diagonale en vert.

Correction de ’exercice 9. 1. Posons ’hypothese de récurrence, & (n) : «Pour tout (z1, 22, ..., 2,) € C",
n n
% < 3
k=1

2

k=1

e Pour n = 2, soit (21, 29) € C?, alors, on sait d’aprés I'inégalité triangulaire que |21 + zo| < |21 + |22].
Ainsi, #(2) est vraie.

e Soit un entier n > 2. Supposons Z(n) vraie. Soit (21, 29, ..., 2p+1) € C* L. Alors :

n+l n n n n+1
- < -
k;Zk ‘(;1 Zk:) o) < ];Zk + |znt] o ’;1 |2k + |zn4a Igl |2k
Ainsi, Z(n + 1) est vraie.
e Par récurrence, ceci montre que pour tout entier n = 2 et tout (z1, 2o, ..., 2,) € C", i 2| < i |2k |.
2. Soit (z1,29,...,2,) € C™. = =
e Supposons que i 2Kl = i |z |. Distinguons deux cas :
— Si pour tout z':e M1 ;n’i]z,lzi = 0, alors il est vrai de dire que pour tout i € [1;n ], z; = A\jz1 avec

Ai=02=0.
— Sl existe i € [ 1;n] tel que z; # 0. Soit j € [ 1;n ], supposons qu’il n’existe pas de A; = 0 tel que
zj = Ajz;. Alors, d’apres le cas d’égalité de 'inégalité triangulaire, |z; + 2;| < |2 + |2;|. Ainsi,

n

n n n
sz = zl—i—zj—i—sz |zi + 2| + sz <|zi+zj|+2 |Zk|<|Zi|+’Zj’+Z|Zk|: Z\zkl

k=1 k=1 k=1 k=1
k;ﬁz ki ki ki
k#j k#j k#j k#j

Ainsi, il n’y a pas égalité ce qui est absurde. On peut en conclure qu’il existe A\; > 0, tel que
zj = Ajzi, et ce pour tout j e [[1;n].
e Réciproquement, s'il existe i € [ 1;n ]| tel que pour tout j € [1;n], il existe \; € R, tel que z; = \;z;,

alors :
= ‘( E Ak) Z; X ‘zz| N ( E Ak) ‘Zz‘
k=1 E:

= Z Aelail | = Z Aezil = ) |2l

k=0 k=1

pop?

n
DI
k=1

n
2, M
k=1
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3. Le cas d’égalité est possible que si tous les zj sont alignés sur une méme demi-droite partant de 0 (la
demi-droite dirigée par z; si z; # 0, si z; = 0 tous les points sont nuls).

Correction de I’exercice 10. On remarque que |z1|2 = a® + b? = ny et |22]? = ¢ + d?> = ny. Considérons
alors z3 = 2122 = ac—bd +i(ad + be). Alors |z3]? = |2122]? = |21/2|22|* = nina = (ac—bd)? + (ad + bc)?. Comme
ad + be € N (somme et produits d’entiers naturels). En outre ac — bd € Z (la différence d’entiers naturels peut
étre négatif). Cependant, comme la fonction carrée est paire, ning = (Jac—bd|)? + (ad+bc)? est bien une somme
de deux carrées.

Correction de I’exercice 11. Procédons par analyse-synthese :
e Analyse : soit f: C — C une fonction telle que pour tout = € R, f(z) = z et pour tout (z,2') € C2,
fz+2)=f(z)+ f(Z) et f(z2) = f(2)f(2'). Soit z = a +1ib avec a € R et b € R. Le but est de calculer
explicitement, f(z) :

f(z) = fla+ib) = f(a) + f(ib) = f(a) + fF()f(b) = a+ f(i)b

Cependant, on ne connait pas f(i). Comme i x i = —1, on f(—1) = f(i x i) = f(i) x f(i) = f(i)?. Ainsi,
f(i)? = —1. Ainsi, f(i) est une racine carrée de —1, or il y a deux racines carrées de —1 : i et —i. Ainsi,
nécessairement, f(i) =i ou f(i) = —i. Dans le premier cas, f(z) = a + ib = z, ainsi f: z — z. Dans le
second cas, f(z) =a —ib = Z, ainsi, f: z — Z.

e Syntheése : posons les fonctions suivantes :

C—C C—C
f: et g:

Zz — Z Zz —

]

Et vérifions qu’elles conviennent. Pour tout x € R, f(z) = x, pour tout (z,2') € C?, f(z +2) =2+ 2 =
f(z) + f(2) et f(z2)) = 22’ = f(2)f(¢'). Pour tout z € R, g(xr) = T = =, pour tout (z,2') € C2,
gz +2) =242 =2+2 = g(2) + g() et g(z2') = 22/ = 22/ = g(2)g(z") (d’aprés les propriétés du
cours sur le conjugué d’un complexe). Ainsi, les fonctions f et g ainsi posées vérifient bien les conditions
demandées.

La synthese montre que les fonctions z — z et z — Z vérifient bien les propriétés recherchées. L’analyse montre
que ce sont les seules fonctions.

Correction de I’exercice 12. Soit t € R,

lett —1] = \/(cos(t) —1)2 +sin?(t) = \/COSQ(t) —2cos(t) + 1+ sin?(t) = 4/2(1 — cos(t))
Or sin%(t) = LOS(%). Ainsi, 1 — cos(t) = 2sin%(¢/2). Deés lors, |e'! — 1| = 1/4(sin?(¢/2) = 2|sin(¢/2)|. Or,

pour tout x € R, |sin(x)| < |z|. Ainsi, |e'?! — 1| < 2|t/2| = |t|. On peut donner une interprétation graphique de
cette inégalité (voir figure 3).

Correction de 1’exercice 13.
Correction de 1’exercice 14.
Correction de 1’exercice 15.

Correction de 1’exercice 16.

Correction de I’exercice 17. 1. Les racines cubiques de 1 sont e’ i 1, el B jetel 2 52
_ . 2m . om 1— 43 1-1
2. f—el"F —elH 2 1 ix2 B ol 12— L =

, —— = 0 (somme des termes
1—3 1—3
d'une suite géométrique de raison j # 1). j(j +1) = j2 +j = —1.

Correction de 1’exercice 18.
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FIGURE 3 — |e'! — 1| représente la longueur du segment d’extrémités 1 et eif. Ce segment est en bleu bleu, [t|
représente la valeur absolue de I’angle de e'! donc la longueur de ’arc, cet arc est en rouge. Comme la ligne
droite est le plus court chemin qui relie deux points, |e't — 1| < |¢]

Correction de ’exercice 19.

Correction de ’exercice 20.

3 3 2km

Correction de ’exercice 21. 1. Comme —i = e' 2, les racines n-iemes de —i sont exactement e onel 5

pour ke [[0;n—1].

Comme [1+i] = /2, 1+i=+/2 < + ) —23¢'d . Ainsi, les racines n-iemes de 1 +1 sont exactement

V2 V2

23melTael W pour ke [[0;n—1].

. L’équation 22 — 2 +1—1 = 0 a pour discriminant A = (—1)2 —4(1 —1i) = —3 4 4i. Posons § = a +1b, alors :

a?—b>=-3 a?+ b0 =32 +42=5 2a? = 2
P=A — 2ab = 4 = a? —b* = -3 = a?—-v = -3
6] = |A| ab =2 ab =2
a? = 1 a = +1
— ¥ o= 4 = b = +2
ab = 2 ab = 2
La derniere ligne indique, en particulier, que a et b sont de méme signe. Ainsi, prenons § = 1 + 2i. Par
. . . . — (1 +2i) o 1+ (142i)
conséquent, les solutions de 1’équation sont — = —iet —5 = 1+i
. Soit w € C, alors w est solution de 22" — 2" +1—1i = 0 ssi w" est solution de z — z +1—i=0ssiw"=—i

i 2km

. 371 .
ouw™ =1+1issiil existe k € [0;n— 1] tel que w = e'2ne' ™= ou 2zmcitnel W . Ainsi, ’ensemble des
solutions de cette équation est :

{eigZelng lke[o; n—1]]}U{2¢/§eiﬁeiQ’“7” |ke[[0;n—1]]}

Correction de ’exercice 22. 1.

S Ot W
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7. Remarquons que z = 1 n’est pas solution, car 2" — 0™ # 0. Fixons z € C\{1} (en particulier z — 1 # 0)
Alors :
(z+1)"

+D)"=(z-1)"=0 = -1 1=0

<z+1>
— =
z—1

1 2
— Fhe[0n—1] T —ei®
z—1
e Jke[0;n—1] z+1=(z—1)ei™"

2km 2km

«— Jdke[0;n—1] (l—e‘T)z—l—elT

On remarque que k = 0 est impossible et que si ke [1;n— 1], 1 —e' ™ # 0. Ainsi,

2km

1 i
+1D)"—-1)"=0 < dJke[l;n—1] 2z=- 1+el%w
—e n

ei%’f efiknyre'T

— Jke[[lin—-1] z=-—— = —

2COS<k7T>
— 3Jdke[l;n—-1] z=77;
n

_ k
—icos | —m
n
. (kK
sin | —7
n

Ainsi, les solutions sont pour ke[1;n—1].

Correction de ’exercice 23.

. . \ . 107T N
Correction de ’exercice 24. 1. D’apres la formule de Moivre, w® = e' 5 = e!2™ = 1 (au cas ol vous
, {87 2m 2m
n’auriez pas remarqué, w est une racme 5 1eme de lunlte a=wruwl=elF telF =el¥ e ¥ =

2 cos(27/5). De méme b = w? + w3 = e! T el =elT 4o = cos(47r/5).
2. En reconnaissant la somme des termes d’une suite géométrique de raison w # 1, a+b = 1 +w +w? + w> +
1—wb
1—w
Ainsi, a et b sont racines du polynéme (X —a)(X —b) = X? — (a+b)X +ab = X2+ X — 1. Or les racines

—1 = —1.Deplus, ab = (w+w*)(w?+w?) = w? +w+wl+w” = w3 +w* +w' +w? = —1.

wi—1=

—1++/5
de ce polyndme sont ;\f Comme 27/5 € ]O;g [, cos(27/5) > 0 et donc a > 0. Ainsi, comme
—1-+5 N “1+V5 15
—y < 0, nécessairement a = — t b= —

3. Des lors, cos (

) Vi

) 4

Correction de 1’exercice 25.

2
. De plus, sin (;) > 0. Ainsi,

Correction de ’exercice 26. z et 2’ sont solutions de ce systéme ssi z et 2z’ sont racines de

P=(X-2)X-2)=X2—(2+2)X +2/=X>-(5+20)X +5+5i
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FIGURE 4 — Le pentagone régulier formé par les cinq racines de I'unité.

Cherchons donc les racines de P = X2 — (5 + 2i)X + 5 + 5i. Le discriminant vaut
A= (—(542i)%) —4(5 +5i) = 25+ 20i —4 — 20 — 20i = 1 = (1)?

o , 542—1 5+2i+1 . . o . .
Ainsi les solutions sont 5 et 5 ainsi soit z =2 +iet 2’ =3 +isoit 2 =3 +iet2 =2+i.

Correction de ’exercice 27.

Correction de 1’exercice 28.

Correction de l’exercice 29. 1. |z +1i] = |z — i| ssi z est & équidistance de —i et de i ssi z est sur la
médiatrice du segment d’extrémité —i et i ssi z € R.
1 1 1 1
2. Soit z € C*, tel que |z| = ’ = |1 + z|. Comme ’ = B Ainsi, on |z| = B donc |z|2> = 1 donc |z| = 1.
z z z z

De plus,
N+2P=0+2)0+2)=Q+2)A+2) =14+2+Z+ 2> =22

donc 1+ z + %z = 0 en multipliant par z on a z + 22 + Zz = 0 donc 2 + 22 + 1 = 0. Or, le discriminant de

—1+1iv3 —1—iy/3
— Y ouz=—7—".

cette équation vaut A = 1 —4 = —3 = (iy/3)?, ainsi z = 5 z 5

—14+1iv3 1 —-1-iv3 1+iv3 1
Réciproquement si z = —gl\f, alors — = 21\f et 14+ 2= +21\F et donc |z] = |1+ 2| = H =1
z z
—1—iy/3 1 —1+iy3 1—1iy/3 1
etsizzilealorsf:iet1+z:ietdonc\z|:\1+z\= - =1
2 z 2 2 z
14 1
En conclusion, les solutions sont z = ;1\/5 et z = 21\/§

3. Posons z = a +ib, alors 2 + 7 = 2Z ssi 2a = a®> + b? ssi b? = a? + 2assiae]-0;-2] U [0;+0[ et b =

+va? + 2a
Correction de ’exercice 30.

Correction de ’exercice 31.
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. .
—1
(a) Ensemble des points z tel (b) Ensemble des points z tel (c) Ensemble des points z tel que z + z = 2Z.
que |z —i| = |z +1i].

=1+ 2|

1
que |z = 2

FIGURE 5 — Ensembles des points de I'exercice 29.
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