Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.

Correction de ’exercice 3. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/6mwftyUHhHk

b

Correction de ’exercice 4. 1. Partons de Ip41,4-1 = f (t—a)P*! x (b—t)?~1dt. Posons u: t — (t—a)P*?,
a

La fonction u est 1 sur [a;b] et w': t — (p+ 1)(t — a)P. Posons v: t — — (b —t), la fonction v est ¢!
q

sur [a;b] et v': t — (b—1)97! ainsi par intégration par parties :

—1 b b -1 1
Ipj1g-1= [(t — a)pH—(b — t)q} —f p+ 1Dt —a)Pf x —(b—t)1dt = P X Ipgq

q a a q q
2. Ainsi, I, = ]% X Ipy1,-1 En appliquant cette relation, non pas a I, , mais a I,41,4-1, on obtient
Ipti19-1= ]qg__i_; X Ipyog—2 soit I, = ]% X ;;; X Ipy2 g—2. En réitérant, encore, on trouve
q g—1qg—2

_ Ippsg-
PET i Ip+2p+ 3 P

En continuant jusqu’a ¢ = 0, on obtient :
I qg=1)(g—2)...1
P+ D +2)(p+3) .. (p+q)

En multipliant par p! en haut et en bas, ceci se simplifie en

Ip+q,0

b
q'p! plg! Jb n plg! 1 a1
Iy, = ——Iprgo=—<| t—a)lfTdt = (t —a)P™e
i P+t (p+alls p+a)!lp+g+1 .
plg!  (b—a)Ptatl plq!

( bh— a)p+q+1

p+a) (p+q+1)  (p+g+1)!
Le probléme, c’est que 'on a pas été tres rigoureux en affirmant 1’égalité avec les «...». Pour justifier,
on va donc faire une récurrence en posant I’hypothese de récurrence (q) : «pour tout p € N, I, , =

plg!
m(b — a)p+q+1 ».

b +170 +1
t—a)P b—a)P
e Si ¢ = 0, alors pour tout p € N, I,o = J (t—a)P dt = [(z)l] N (—IC—L)l’ tandis que
p p
p!q! p! “ a
Frarmit T b ot = g (b @) Alnst, P(q) est viaie
e Soit ¢ € N, supposons Z(q) vraie. Soit p € N,
t1 +1 I(p+1)! +1)Ip!
Ipg+1 = % X dpt1,q = 1 x 1 b+ 1) '(b — a)Ptet? = u(b — q)ptrat?
p !

p+1 (p+2+4q) (p+q+2)!

Et ce, pour tout p € N, donc Z(q + 1) est vraie.
e Par récurrence, pour tout ¢ € N, £(q) est vraie. Ainsi, pour tout (p,q) € N2,

plg! 1
Pq = !(b - a)p+q+

(p+q+1)

$3
Correction de ’exercice 5. Notons, pour z € R, ¢(z) = J f(t) dt La fonction f est continue, d’apres le
1172

théoréme fondamental de ’analyse, f admet au moins une primitive. Notons F' une primitive de f. Alors, pour
tout 7 € R, ¢(z) = F(z3) — F(2?). Or F est dérivable (car est une primitive de f) ainsi que z +— 23 et x — 2.
Par composée, = — F(z3) et x — F(2?) sont dérivables sur R, par différence, ¢ l'est également. De plus, pour

tout x € R, ¢/(x) = 322 F'(2%) — 22 F'(2?) = 322 f(23) — 22 f ().
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Correction de I’exercice 6. Posons, comme f est continue, d’apres le théoréme fondamental de I'analyse, f
admet une primitive notée F. Ainsi, I est dérivable et F’ = f. Or, pour x # 0,

1 (e  F(x) - F(0)

F'(0) = f(0)

Correction de ’exercice 7. 1. Soit n € N*. Comme l'application In" est strictement croissante sur [1;2],
pour z € [1;2], In"(1) < In"(x) < In"(2). Par croissance de l'intégrale,

2 2
f 0der < up < J In"(2)dz = In"(2) —— 0

1 1 n—o0
(en effet 0 < In(2) < 1). D’apres le théoreme d’encadrement (théoréme des gendarmes), u, — 0
n—
2. Soit n € N. Pour tout z € [0;1], —1 < sin(cos(y/z)) < 1. En multipliant par 2™ > 0, on —z" <
x™sin(cos(y/x)) < ™. Par croissance de I'intégrale

1

1 1 :L,nJrl 1
j—x"dx<vn<fx”dx=[ ] =
0 0 n—l—l 0 n—l—l

-1 1
SUp <

+1 n+1
3. La fonction f: ¢ — et est continue sur R donc admet une primitive, soit F' une primitive de t — e

Ainsi,

Ainsi, . D’apres le théoreme d’encadrement, v, —— 0.
n—aoo

t2

1y _
v (F (1> —F(O)> ) F (n) 0F(O)

n

F'(0) = £(0) = 1

n—0o0

Correction de D’exercice 8. 1. Soit n € N, alors upy1 — up = > 0. Ainsi, (uy), est strictement

1
(n+1)!

1
1—¢)"
2. Procédons par récurrence. Posons, pour n € N; Z(n) : «e = u, + J %
0 .

croissante.
el dty.

e Pour n =0,

ll_tn 11—t0 1 1
un—l—f(')etdt—uo—i-f( ‘)etdt——i—fetdt—l—i-(e—l)—e
0 n: 0 0! 0' 0

Ainsi, Z(0) est vraie.

_(1 _ t)n+1
(n+ 1)

fonctions de classe ¢! sur [0;1], en intégrant par parties, on obtient :

e Soit n € N. Supposons & (n). Posons alors u: t — et v:t — e'. Ainsi, u et v sont des

1

o = o [[O=0" g 2O A=
" 0 n! ~— " (n+1)! —~— 0o (m+1)! —~—
T () —— v(t) —_— V(¥
w'(t) ult) 0 u(t)
1 1 1—1¢ n+1
= u,+ +J ( ) et dt
(n+1)!  Jo (n+1)!
1(1_t)n+1
= u + | ———etdt
il JO (n+1)!
Ainsi, Z(n + 1) est vraie.
1
1-t)"
e Par récurrence, pour tout n e N, e = u,, + f #et dt.
0 mn.
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3. Soit n € N.
® U, < Upy1 car (uy), est strictement croissante.
1 (1 _ t)n+1 (1 _ t)nJrl
e Comme e —u = ——— -—
i JO (n+1)! (n+1)!
croissance de l'intégrale, e — u,41 = 0, ainsi u,41 < €.
(1—1¢t)" ‘o (1—1¢t)"
[SAEES

etdt. Or, t — e! est une fonction positive sur [0;1], par

e Pour tout t e [0;1], e, par croissance de 'intégrale,

n! n!
1 1 +11
1—-H)" 1—-H)" —(1=t)" 1
Y [y LAl
o n! g n! n+1)! ], (n+1)
Ainsi, e < + L
insi, e < u —_
" (n+1)!
e
On a donc bien u, < u e Uy + ——
n n+1 n (n T 1)|
e
4. En utilisant l’inégalité de la question précédente, pour tout n € N, e — m < u, < e. Comme
n !
e
e — ——— — e D’apres le théoreme d’encadrement, u,, —— e.
(n+1)! n-o S
p € .. . P e
5. Comme u, < = < u, + ———, multiplions par n!, on obtient nlu, < n!= < nlu, + ——. Or comme
q (n+1)! q n+1
o P non! . P
n > e, < 1. Ainsi, nlu, < n!= < nlu, + 1. De plus, nlu, = ] pl est un entier. Comme n = ¢, n!=
q k=0 Iv: q

est un entier compris strictement entre deux entiers consécutifs. On obtient donc une contradiction. En
conclusion, e est un nombre irrationnel.

Correction de ’exercice 9. 1. Soit n > 1.

1 1

2 2

Lo = f 2" 2 dz = J 2" Mre™ dx
0 0

1.2

e
Posons alors u: x +— "l et v: 2 — - Les fonctions u et v sont de classe € sur [0;1], u': & +— (n+1)z"

2 .. L . .
et v: x — xe™ ainsi par intégration par parties :

1 e ' e—1
2. Ilzfxedexz — | = .
0 2 0 2

Correction de ’exercice 10.
Correction de ’exercice 11.

Correction de I’exercice 12. Raisonnons par analyse-synthese :

e Analyse : soit f: R — R dérivable sur R telles que pour tout z € R, f'(x) + f(x) = f(0) + f(1). Posons
b= f(0)+ f(1), alors pour tout x € R, f'(x)+ f(x) = b. Ainsi, f est solution d’une équation différentielle
linéaire du premiére ordre. L’équation homogene est f'(z) + f(z) = 0 dont les solutions sont exactement
les fonctions de la forme x — Ce™" avec C € R. De plus, on remarque que x — b est une solution
particuliere de I’équation, ainsi, f: x — Ce ™" + b. De plus,

b=f0)+f1)=C+b+Ce ™t +b

Ainsi, b = —C(1 +e~!). Ceci prouve que f: x — Ce ™ — C(1+e~!) avec C € R.
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e Synthése : Soit CeRet f: z+> Ce ™ — C(1 +e 1), alors f est dérivable sur R et
fl@)+ flx) = —Ce ™™+ Ce™™—C(l+e ) =-C(l+e™)
Tandis que f(0) + f(1) =C-C(1+e )+ Ce ! —C(1+e ) =-C(1+e™})

On a donc démontré que les fonctions définies et dérivables sur R satisfaisant pour tout = € R, f'(x) + f(x) =
f(0) + £(1) sont les fonctions f: z +— Ce ™ — C(1+e~!) avec C € R.

. . ’ Ve . \ .7 x x
Correction de 1’exercice 13. e Résolvons I’équation homogene associée : ¢y + ——y = 0. Or

L ! z+1 PR

+ —

SN R , ainsi x — x — In(1 + x) est une primitive de =z — T s ]—1;+00][. Les
z+1 z+1 1

solutions de 1’équation homogene sont donc exactement z — Ce 2 +t(1+2) — O(1 4 z)e 7.

e Posons f: z+> ax + b, alors (z + 1)f'(x) + of(z) = a(x + 1) + az? + bx = ax?® + (b + a) + a. Ainsi, si on
prend a = b = 1, alors f est une solution particuliere.

e Ainsi, les solutions de (x + 1)y’ +xy = 22 + 2z + 1 sont exactement les fonctions # +— C(1+2z)e " *+1+x
ou CeR.

e De plus, 2Ce ! +2=1ssi C = —g Ainsi, la solution du probléme de Cauchy est la fonction

1l—x

x> 1l+xz— (1+x)
Correction de I’exercice 14. Procédons par analyse-synthese :
e Analyse : Fixons 2/ € R, alors comme pour tout z € R, f(x + ') = f(x)f(2’), en dérivant, on obtient

veeR  fl(x+a) = f(x)f(a)

En particulier, pour x = 0, f'(z') = f'(0)f(«’). Notons C = f/(0) € R. Alors, on a montré que pour
tout € R, f'(z) = Cf(x). La fonction f est alors solution de ’équation différentielle y' — Cy = 0,
Ainsi, f: z — Ke®® avec K € R. De plus, K = f(0). Or en prenant z = 2’ = 0, on a f(0) = f(0)?,
ainsi f(0) = 0 ou f(0) = 1. Par conséquent, on a montré que si f vérifiait les conditions demandées,
nécessairement f: x — 0 ou f: z +— e©7,

e Synthése : Si f: x — 0, alors f est bien dérivable sur R et pour tout (z,2') € R? f(z +2') = 0 =
f(x)f(z"). Si f: z+— e avec C € R, alors f est bien dérivable sur R et

V((L‘,.’E/) c R? f(.’I,' + JI/) _ eC’(x-‘r:c’) _ er-i—Cx’ _ eC:cer’ _ f($>f($/)

Ainsi, la synthése, montre que f: z — 0 et f: x — €€

L’analyse montre que ce sont les seules fonctions.

avec C' € R vérifient bien les conditions requises.

Correction de I’exercice 15.
Correction de ’exercice 16.
Correction de ’exercice 17.
Correction de ’exercice 18. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/4i00BtD_vVw

Correction de I’exercice 19. 1.
2.
3.
4. " =2 +y = (22 +1)e”
e L’équation homogene est y” — 2y’ + y dont I’équation caractéristique 72 — 2r + 1 = (r — 1)2. Comme

1 est racine double, les solutions de I’équation homogene sont exactement les fonctions x — yg(z) =
(Crz + Cy)e® avec (O, Cy) € R2.
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e Cherchons une solution particuliere sous la forme yp: z — P(z)e” d’apreés l'indication. pour tout
r e R,

yp() P(z)e” yp(x) = (P'(z) + P(z))e”
yp(z) = (P'(z) + P'(x))e” + (P'(z) + P(x))e” = (P"(x) + 2P'(z) + P(z))e”

Ainsi, pour tout z € R,

yp(@) = 2yp(x) +yp(z) = [(P"(z) + 2P'(z) + P(2)) — 2(P'(z) + P(x)) + P(z)] e” = P"(z)e”

Ainsi, yp est solution de I'équation si et seulement si P”(z) = 22 +1. En intégrant, on constate que I’on

t prend L 44+ 242, ainsi Lyl
rendr — — = 11151 = | —=
peut prendre x 12x 23: , ainsi x 12x 21‘

e Ainsi, les solutions de ’équation différentielle sont exactement les fonctions de la forme

2 ) e® est une solution particuliere de 1’équation.

1 1
T — <125L‘ —|—2x +Clx+02)

Avec (C1,Cs) € R2,
Correction de 1’exercice 20.
Correction de ’exercice 21.

Correction de I’exercice 22. 1. On pose f: :x+—e” alors f': z—e” et f: z+— e” et alors :
VreR A+z)f"(x)=2f(2)+ (1 —2)f(z) = (1 +2)e” — 2" + (1 —2)e” =0

Donc z — e?® est solution de I’équation homogene associée.

2. Soit y: R — R dérivable et z définie sur R par z(z) = y(x)e ™.
On a alors, pour tout x dans R :

2(x) = y(x)e y(x) = z(x)e” Y (@) = (2(z)+2'(z))e” y(x) = (2(2) +22' () +2"(x))e”

La fonction y est solution de (FE) si, et seulement si,

(1+2)y" =2y + (1 —2)y = (1 +2)%
(1+z)(2" + 22 + 2)e” —2(2 + 2)e” + (1 —x)ze” = (1 + z)%e”
— (Q4+2)("+2+2) -2 +2)+(1—-2)z2=(1+ )3
(1+2)" + 220 +2) - 2] +2(1+z—-2+1—2)=(1+x)?
(1+ )" + 222" = (1 +2)°

Ainsi y est solution de (F) si et seulement si z est solution de (E’) : (1 + 2)2" + 222 = (1 + z)3.

3. On pose Z = 7/, ainsi y est solution de (F) ssi Z est solution de 1’équation différentielle linéaire d’ordre 1

(1+2)Z +227Z = (1 +z)°

e L’équation homogene : (1 + 2)Z" + 22Z = 0 que l'on résout sur Sur sur [ = ]-00;—1[ ou sur

2 2
iy 0 posons alors a: = — T
1+2

J =]-1;+00/[., Péquation homogene est équivalente & Z" +

2
2— s Ainsi z — A(z) = 22 —In((1 +)?) est une primitive de a sur I et sur J. Donc, les solutions
x
2,—2x

de I’équation homogene (sur I ou J) sont exactement de la forme yg: x — C(1+ z)%e** avec C € R.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, TD4 5


devilliers.loic@gmail.com

e Cherchons une solution particuliere a ’aide de la méthode de variation de la constante :
yp(z) = C(x)(1 + x)%e~2% ou C est dérivable. Alors

Yole) = C'@)(1+a)% % + C(a) [2(1 + z)e 2 — 2(1 + 2)%e ]
C'(z)1+z)%e ™ +e72C(x)21+ 2)[1 — (1 + 2)] = C'(2)(1 + z)%e ~2* — 22(1 + z)C(zx)e ™ **

Ainsi,
2z —2x

C'(z)(1 4 z)%e
= @)1+ z)%

2x oy

—2z(1 + 2)C(z)e ™2 + C(x)(1 + z)%

Neg

b
8

~
I

1+«

Ainsi yp est une solution particuliere ssi pour C’(z)(1 + z)%e =?* = (1 + x)?> Comme on est sur I ou
sur J, on peut diviser par (1 + x)2, ainsi on cherche C' tel que :

62:1:
C'(x)=(1+ 56)27(1 o) =%
(1+z)?

2
différentielle, on vérifie que non seulement yp est une solution particuliere de (E”) sur I ou sur J mais

sur R tout entier. Ainsi si Z est solution de I’équation alors il existe deux constantes C' et D tels que

1
Soit C(x) = 562“” convient et x — yp(x) = est une solution particuliere de ’équation

1 2 1 2
Z(z) = C(1 + x)%e ™ + (—1—233) pour x € I etZ(z) = D(1+ z)%e %" + (Z:E) pour x € J
e Réciproquement, si Z est de cette forme-la, on remarque alors que Z(z) —— 0, par continuité,
T—o—
. - . o —op , (L+2)°
on obtient Z(—1) = 0. Ainsi, on obtient que Z(z) = C(1 + z)%e ** + Yy pour z > —1 et

1+z)? - , .
u avec ¢ < —1 avec C et D deux constantes. On vérifie réciproquement

Z(xz) = D(14x)%e 2% +
que de tels fonctions sont aussi dérivables sur R tout entier et sont solution de I’équation (1+x)Z’(x)+
227 = (1 + z)3. En effet, Z est dérivable (le raccordement en —1 se fait avec une dérivée nulle) et
Z(-1)=0.

Finalement on integre pour déterminer z par une double intégration par parties :

x r o2t % @ e
f (1+t)e 2dt = |(1+1)? 5 dt —f 2(1+1) 5 dt
- o e
- @+ —a +f (1+t)e 2 dt
- a2t qz —2t T T . —2t
- |+ = —at [1+t ] - e—2dt
. a2t o2t o2t
= (1 +1)? dt [1~|—t ] —{4]
- i
= —1(21'2-1-6.%'4-5)6_96
Ainsi
C 1+ 2)? D 1+ x)?
z(z) = 2 — (222 4-62+5)e > H(j:lc)—i—E sizel et  z(z)= 3 — (222 +63+5)e 2" (+6x)+F sizelJ
Mais comme z est continue, nécessairement £ = F' Et finalement, les solutions sont
C 14 2)?
@) —4(2x2+6x+5)ew+Eex+(+$)ex si x>1
y\r) = 3
D 1
—Z(sz + 62 +5)e " + Ee” + (—‘_Gx)e”” si <1

avec (C,D,E) e R3
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1
Correction de l’exercice 23. 1. f est dérivable et f': x — f(=), ainsi f’ est dérivable sur R* par com-
x

posée de fonctions. De plus, pour tout x > 0 :

" _ 7i / l
ra) =t (3)
Ainsi, f est deux fois dérivable sur R*.
2. Yo >0, 22f"(z) = —f' <;> =—f (%) = —f(x) ainsi 22 f"(x) + f(z) = 0.

3. g est deux fois dérivable sur R par composée et
o gt fle')
o g:t—elf(ef)
. g//: t — etf/(et) + thf//(et)
Or, 22f"(x) + f(x) = 0 soit e f”(e!) + f(et) = 0.
On a donc ¢"(t) = elf'(e?) — f(e?) = ¢/(t) — g(t) ainsi g est solution de y” — ' +y = 0.
4. On résout y" —y +y =0 sur R.

L’équation caractéristique est 7> —r +1 = 0 Le discriminant est A = (—1)2—4 = —3 = (i1/3)?, les racines
e 1 V3 1 oiv3 . : y
de I’équation caractéristique sont donc r; = 5 + TN et rg = 3" 9 Ainsi, les solutions de ¢y’ —y+y =0

sont exactement les fonctions :

x—g(z) = [C’l cos(\égt) + Oy sin(\ggt)] es avec (C1, Cy) € R?

5. Procédons par analyse-synthese :
e Analyse : Si f est solution, d’aprés la question précédente, il existe (Cy, Cz) € R? tel que pour z > 0 :

f(z) =g(lnzx) = [Cl cos(\ég Inz) + Cy sin(\f lnx)] N

De plus, f'(z) = f(2), ainsi

f(z) = [—;/301 sim(\ég Inx) + \2/302 cos(\ég In ZL‘):| Vi + {Cl cos(\gg Inx) + Co sim(\gg In ZL‘):| 2\1/5

Alinsi, pour tout x > 0

Fla) - \}5 [(‘f@ + ;C’l)cos(\ég Inz) + (%c2 - ?C’l) sin(*f lnx)]

= f(1/x) = [C’lcos(\églnl/x)+Cgsin(\g§lnl/a:)} 1/x

Si on prend x = 1, on obtient :

V3
2
Soit Cy = 4/3C, Finalement, pour tout z € R*

1
Cg-i- 501 = Cl

f(z) =Cy [\/gcos(\gglnx) + sin(?lnx)} Vv

Ainsi, on a montré que si f était solution, alors f: x — K [ﬁcos(@ln x) + sin(§ In :E)] \Vx avec
KeR.

e Synthése : posons f: x — K [\/gcos(élnx) + sin(@lnx)] vx avec K € R. En dérivant f et en
calculant f(1/x) on vérifie que f est bien solution.

Conclusion, les solutions sont exactement les fonctions f: x — 2K cos(? Inz — %) avec K € R.
Correction de ’exercice 24.

Correction de 1’exercice 25.
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