
Correction de l’exercice 1.

Correction de l’exercice 2.

Correction de l’exercice 3. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/6mwftyUHhHk

Correction de l’exercice 4. 1. Partons de Ip`1,q´1 “

ż b

a
pt´aqp`1 ˆpb´tqq´1 dt. Posons u : t ÞÑ pt´aqp`1,

La fonction u est C 1 sur r a ; b s et u1 : t ÞÑ pp ` 1qpt ´ aqp. Posons v : t ÞÑ
´1
q

pb ´ tqq, la fonction v est C 1

sur r a ; b s et v1 : t ÞÑ pb ´ tqq´1, ainsi par intégration par parties :

Ip`1,q´1 “

„

pt ´ aqp`1 ´1
q

pb ´ tqq

ȷb

a

´

ż b

a
pp ` 1qpt ´ aqp ˆ

´1
q

pb ´ tqq dt “
p ` 1

q
ˆ Ip,q

2. Ainsi, Ip,q “
q

p ` 1 ˆ Ip`1,q´1 En appliquant cette relation, non pas à Ip,q mais à Ip`1,q´1, on obtient

Ip`1,q´1 “
q ´ 1
p ` 2 ˆ Ip`2,q´2 soit Ip,q “

q

p ` 1 ˆ
q ´ 1
p ` 2 ˆ Ip`2,q´2. En réitérant, encore, on trouve

Ip,q “
q

p ` 1
q ´ 1
p ` 2

q ´ 2
p ` 3Ip`3,q´3

En continuant jusqu’à q “ 0, on obtient :

Ip,q “
qpq ´ 1qpq ´ 2q . . . 1

pp ` 1qpp ` 2qpp ` 3q . . . pp ` qq
Ip`q,0

En multipliant par p! en haut et en bas, ceci se simplifie en

Ip,q “
q!p!

pp ` qq!Ip`q,0 “
p!q!

pp ` qq!

ż b

a
pt ´ aqp`q dt “

p!q!
pp ` qq!

„

1
p ` q ` 1pt ´ aqp`q`1

ȷb

a

“
p!q!

pp ` qq!
pb ´ aqp`q`1

pp ` q ` 1q
“

p!q!
pp ` q ` 1q!pb ´ aqp`q`1

Le problème, c’est que l’on a pas été très rigoureux en affirmant l’égalité avec les «...». Pour justifier,
on va donc faire une récurrence en posant l’hypothèse de récurrence Ppqq : «pour tout p P N, Ip,q “

p!q!
pp ` q ` 1q

pb ´ aqp`q`1».

‚ Si q “ 0, alors pour tout p P N, Ip,0 “

ż b

a
pt ´ aqp dt “

„

pt ´ aqp`1

p ` 1

ȷb

a

“
pb ´ aqp`1

p ` 1 , tandis que

p!q!
pp ` q ` 1q!pb ´ aqp`q`1 “

p!
pp ` 1q!pb ´ aqp`q`1 “

1
p ` 1pb ´ aqp`1. Ainsi, Ppqq est vraie.

‚ Soit q P N, supposons Ppqq vraie. Soit p P N,

Ip,q`1 “
q ` 1
p ` 1 ˆ Ip`1,q “

q ` 1
p ` 1 ˆ

q!pp ` 1q!
pp ` 2 ` qq!pb ´ aqp`q`2 “

pq ` 1q!p!
pp ` q ` 2q!pb ´ aqp`q`2

Et ce, pour tout p P N, donc Ppq ` 1q est vraie.
‚ Par récurrence, pour tout q P N, Ppqq est vraie. Ainsi, pour tout pp, qq P N2,

Ip,q “
p!q!

pp ` q ` 1q!pb ´ aqp`q`1

Correction de l’exercice 5. Notons, pour x P R, ϕpxq “

ż x3

x2
fptq dt La fonction f est continue, d’après le

théorème fondamental de l’analyse, f admet au moins une primitive. Notons F une primitive de f . Alors, pour
tout x P R, ϕpxq “ F px3q ´ F px2q. Or F est dérivable (car est une primitive de f) ainsi que x ÞÑ x3 et x ÞÑ x2.
Par composée, x ÞÑ F px3q et x ÞÑ F px2q sont dérivables sur R, par différence, ϕ l’est également. De plus, pour
tout x P R, ϕ1pxq “ 3x2F 1px3q ´ 2xF 1px2q “ 3x2fpx3q ´ 2xfpxq.
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Correction de l’exercice 6. Posons, comme f est continue, d’après le théorème fondamental de l’analyse, f
admet une primitive notée F . Ainsi, F est dérivable et F 1 “ f . Or, pour x ‰ 0,

1
x

ż x

0
fptq dt “

F pxq ´ F p0q

x ´ 0 ÝÝÝÑ
xÑ0

F 1p0q “ fp0q

Correction de l’exercice 7. 1. Soit n P N˚. Comme l’application lnn est strictement croissante sur r 1 ; 2 s,
pour x P r 1 ; 2 s, lnnp1q ď lnnpxq ď lnnp2q. Par croissance de l’intégrale,

ż 2

1
0 dx ď un ď

ż 2

1
lnnp2q dx “ lnnp2q ÝÝÝÑ

nÑ8
0

(en effet 0 ă lnp2q ă 1). D’après le théorème d’encadrement (théorème des gendarmes), un ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

2. Soit n P N. Pour tout x P r 0 ; 1 s, ´1 ď sinpcosp
?

xqq ď 1. En multipliant par xn ě 0, on ´xn ď

xn sinpcosp
?

xqq ď xn. Par croissance de l’intégrale
ż 1

0
´ xn dx ď vn ď

ż 1

0
xn dx “

„

xn`1

n ` 1

ȷ1

0
“

1
n ` 1

Ainsi, ´1
n ` 1 ď vn ď

1
n ` 1 . D’après le théorème d’encadrement, vn ÝÝÝÑ

nÑ8
0.

3. La fonction f : t ÞÑ e t2 est continue sur R donc admet une primitive, soit F une primitive de t ÞÑ e t2 .
Ainsi,

Wn “ n

ˆ

F

ˆ

1
n

˙

´ F p0q

˙

“

F

ˆ

1
n

˙

´ F p0q

1
n

´ 0
ÝÝÝÑ
nÑ8

F 1p0q “ fp0q “ 1

Correction de l’exercice 8. 1. Soit n P N, alors un`1 ´ un “
1

pn ` 1q! ą 0. Ainsi, punqn est strictement
croissante.

2. Procédons par récurrence. Posons, pour n P N, Ppnq : «e “ un `

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! e t dt».
‚ Pour n “ 0,

un `

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! e t dt “ u0 `

ż 1

0

p1 ´ tq0

0! e t dt “
1
0! `

ż 1

0
e t dt “ 1 ` pe ´ 1q “ e

Ainsi, Pp0q est vraie.

‚ Soit n P N. Supposons Ppnq. Posons alors u : t ÞÑ
´p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! et v : t ÞÑ e t. Ainsi, u et v sont des

fonctions de classe C 1 sur r 0 ; 1 s, en intégrant par parties, on obtient :

e “ un `

ż 1

0

p1 ´ tqn

n!
looomooon

u1ptq

e t
loomoon

vptq

dt “ un `

»

—

—

—

–

´p1 ´ tqn`1

pn ` 1q!
loooooomoooooon

uptq

e t
loomoon

vptq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

1

0

´

ż 1

0

´p1 ´ tqn`1

pn ` 1q!
loooooomoooooon

uptq

e t
loomoon

v1ptq

dt

“ un `
1

pn ` 1q! `

ż 1

0

p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! e t dt

“ un`1 `

ż 1

0

p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! e t dt

Ainsi, Ppn ` 1q est vraie.

‚ Par récurrence, pour tout n P N, e “ un `

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! e t dt.
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3. Soit n P N.
‚ un ă un`1 car punqn est strictement croissante.

‚ Comme e ´ un`1 “

ż 1

0

p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! e t dt. Or, t ÞÑ
p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! e t est une fonction positive sur r 0 ; 1 s, par
croissance de l’intégrale, e ´ un`1 ě 0, ainsi un`1 ď e.

‚ Pour tout t P r 0 ; 1 s, p1 ´ tqn

n! e t ď
p1 ´ tqn

n! e, par croissance de l’intégrale,

e ´ un “

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! e tdt ď

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! dt “

„

´p1 ´ tqn`1

pn ` 1q!

ȷ1

0
“

1
pn ` 1q!

Ainsi, e ď un `
1

pn ` 1q! .

On a donc bien un ă un`1 ď e ď un `
e

pn ` 1q!

4. En utilisant l’inégalité de la question précédente, pour tout n P N, e ´
e

pn ` 1q! ď un ď e. Comme

e ´
e

pn ` 1q! ÝÝÝÑ
nÑ8

e D’après le théorème d’encadrement, un ÝÝÝÑ
nÑ8

e.

5. Comme un ă
p

q
ď un `

e
pn ` 1q! , multiplions par n!, on obtient n!un ă n!p

q
ď n!un `

e
n ` 1 . Or comme

n ą e, e
n ` 1 ă 1. Ainsi, n!un ă n!p

q
ă n!un ` 1. De plus, n!un “

n
ř

k“0

n!
k! est un entier. Comme n ě q, n!p

q
est un entier compris strictement entre deux entiers consécutifs. On obtient donc une contradiction. En
conclusion, e est un nombre irrationnel.

Correction de l’exercice 9. 1. Soit n ě 1.

In`2 “

ż 1

0
xn`2e x2 dx “

ż 1

0
xn`1xe x2 dx

Posons alors u : x ÞÑ xn`1 et v : x ÞÑ
e x2

2 . Les fonctions u et v sont de classe C 1 sur r 0 ; 1 s, u1 : x ÞÑ pn`1qxn

et v : x ÞÑ xe x2 ainsi par intégration par parties :

“
e
2 ´ pn ` 1qIn

2. I1 “

ż 1

0
xe x2 dx “

«

e x2

2

ff1

0

“
e ´ 1

2 .

Correction de l’exercice 10.

Correction de l’exercice 11.

Correction de l’exercice 12. Raisonnons par analyse-synthèse :
‚ Analyse : soit f : R Ñ R dérivable sur R telles que pour tout x P R, f 1pxq ` fpxq “ fp0q ` fp1q. Posons

b “ fp0q`fp1q, alors pour tout x P R, f 1pxq`fpxq “ b. Ainsi, f est solution d’une équation différentielle
linéaire du première ordre. L’équation homogène est f 1pxq ` fpxq “ 0 dont les solutions sont exactement
les fonctions de la forme x ÞÑ Ce ´x avec C P R. De plus, on remarque que x ÞÑ b est une solution
particulière de l’équation, ainsi, f : x ÞÑ Ce ´x ` b. De plus,

b “ fp0q ` fp1q “ C ` b ` Ce ´1 ` b

Ainsi, b “ ´Cp1 ` e ´1q. Ceci prouve que f : x ÞÑ Ce ´x ´ Cp1 ` e ´1q avec C P R.
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‚ Synthèse : Soit C P R et f : x ÞÑ Ce ´x ´ Cp1 ` e ´1q, alors f est dérivable sur R et

f 1pxq ` fpxq “ ´Ce ´x ` Ce ´x ´ Cp1 ` e ´1q “ ´Cp1 ` e ´1q

Tandis que fp0q ` fp1q “ C ´ Cp1 ` e ´1q ` Ce ´1 ´ Cp1 ` e ´1q “ ´Cp1 ` e ´1q

On a donc démontré que les fonctions définies et dérivables sur R satisfaisant pour tout x P R, f 1pxq ` fpxq “

fp0q ` fp1q sont les fonctions f : x ÞÑ Ce ´x ´ Cp1 ` e ´1q avec C P R.

Correction de l’exercice 13. ‚ Résolvons l’équation homogène associée : y1 `
x

x ` 1y “ 0. Or x

x ` 1 “

x ` 1 ´ 1
x ` 1 “ 1 ´

1
x ` 1 , ainsi x ÞÑ x ´ lnp1 ` xq est une primitive de x ÞÑ

x

x ` 1 sur s ´1 ; `8 r. Les

solutions de l’équation homogène sont donc exactement x ÞÑ Ce ´x`lnp1`xq “ Cp1 ` xqe ´x.
‚ Posons f : x ÞÑ ax ` b, alors px ` 1qf 1pxq ` xfpxq “ apx ` 1q ` ax2 ` bx “ ax2 ` pb ` aq ` a. Ainsi, si on

prend a “ b “ 1, alors f est une solution particulière.
‚ Ainsi, les solutions de px`1qy1 `xy “ x2 `2x`1 sont exactement les fonctions x ÞÑ Cp1`xqe ´x `1`x

où C P R.
‚ De plus, 2Ce ´1 ` 2 “ 1 ssi C “ ´

e
2 Ainsi, la solution du problème de Cauchy est la fonction

x ÞÑ 1 ` x ´
e 1´x

2 p1 ` xq

Correction de l’exercice 14. Procédons par analyse-synthèse :
‚ Analyse : Fixons x1 P R, alors comme pour tout x P R, fpx ` x1q “ fpxqfpx1q, en dérivant, on obtient

@x P R f 1px ` x1q “ f 1pxqfpx1q

En particulier, pour x “ 0, f 1px1q “ f 1p0qfpx1q. Notons C “ f 1p0q P R. Alors, on a montré que pour
tout x P R, f 1pxq “ Cfpxq. La fonction f est alors solution de l’équation différentielle y1 ´ Cy “ 0,
Ainsi, f : x ÞÑ Ke Cx avec K P R. De plus, K “ fp0q. Or en prenant x “ x1 “ 0, on a fp0q “ fp0q2,
ainsi fp0q “ 0 ou fp0q “ 1. Par conséquent, on a montré que si f vérifiait les conditions demandées,
nécessairement f : x ÞÑ 0 ou f : x ÞÑ e Cx.

‚ Synthèse : Si f : x ÞÑ 0, alors f est bien dérivable sur R et pour tout px, x1q P R2, fpx ` x1q “ 0 “

fpxqfpx1q. Si f : x ÞÑ e Cx avec C P R, alors f est bien dérivable sur R et

@px, x1q P R2 fpx ` x1q “ e Cpx`x1q “ e Cx`Cx1

“ e Cxe Cx1

“ fpxqfpx1q

Ainsi, la synthèse, montre que f : x ÞÑ 0 et f : x ÞÑ e Cx avec C P R vérifient bien les conditions requises.
L’analyse montre que ce sont les seules fonctions.

Correction de l’exercice 15.

Correction de l’exercice 16.

Correction de l’exercice 17.

Correction de l’exercice 18. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/4iO0BtD_vVw

Correction de l’exercice 19. 1.
2.
3.
4. y2 ´ 2y1 ` y “ px2 ` 1qe x

‚ L’équation homogène est y2 ´ 2y1 ` y dont l’équation caractéristique r2 ´ 2r ` 1 “ pr ´ 1q2. Comme
1 est racine double, les solutions de l’équation homogène sont exactement les fonctions x ÞÑ yHpxq “

pC1x ` C2qe x avec pC1, C2q P R2.
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‚ Cherchons une solution particulière sous la forme yP : x ÞÑ P pxqe x d’après l’indication. pour tout
x P R,

yP pxq “ P pxqe x y1
P pxq “ pP 1pxq ` P pxqqe x

y2
P pxq “ pP 2pxq ` P 1pxqqe x ` pP 1pxq ` P pxqqe x “ pP 2pxq ` 2P 1pxq ` P pxqqe x

Ainsi, pour tout x P R,

y2
P pxq ´ 2y1

P pxq ` yP pxq “
“

pP 2pxq ` 2P 1pxq ` P pxqq ´ 2pP 1pxq ` P pxqq ` P pxq
‰

e x “ P 2pxqe x

Ainsi, yP est solution de l’équation si et seulement si P 2pxq “ x2 `1. En intégrant, on constate que l’on

peut prendre x ÞÑ
1
12x4 `

1
2x2, ainsi x ÞÑ

ˆ

1
12x4 `

1
2x2

˙

e x est une solution particulière de l’équation.

‚ Ainsi, les solutions de l’équation différentielle sont exactement les fonctions de la forme

x ÞÑ

ˆ

1
12x4 `

1
2x2 ` C1x ` C2

˙

e x

Avec pC1, C2q P R2.

Correction de l’exercice 20.

Correction de l’exercice 21.

Correction de l’exercice 22. 1. On pose f : : x ÞÑ e x, alors f 1 : x ÞÑ e x et f2 : x ÞÑ e x et alors :

@x P R p1 ` xqf2pxq ´ 2f 1pxq ` p1 ´ xqfpxq “ p1 ` xqe x ´ 2e x ` p1 ´ xqe x “ 0

Donc x ÞÑ e x est solution de l’équation homogène associée.
2. Soit y : R Ñ R dérivable et z définie sur R par zpxq “ ypxqe ´x.

On a alors, pour tout x dans R :

zpxq “ ypxqe ´x ypxq “ zpxqe x y1pxq “ pzpxq`z1pxqqe x ypxq “ pzpxq`2z1pxq`z2pxqqe x

La fonction y est solution de pEq si, et seulement si,

p1 ` xqy2 ´ 2y1 ` p1 ´ xqy “ p1 ` xq3e x

ðñ p1 ` xqpz2 ` 2z1 ` zqe x ´ 2pz1 ` zqe x ` p1 ´ xqze x “ p1 ` xq3e x

ðñ p1 ` xqpz2 ` 2z1 ` zq ´ 2pz1 ` zq ` p1 ´ xqz “ p1 ` xq3

ðñ p1 ` xqz2 ` z1r2p1 ` xq ´ 2s ` zp1 ` x ´ 2 ` 1 ´ xq “ p1 ` xq3

ðñ p1 ` xqz2 ` 2xz1 “ p1 ` xq3

Ainsi y est solution de pEq si et seulement si z est solution de pE1q : p1 ` xqz2 ` 2xz1 “ p1 ` xq3.
3. On pose Z “ z1, ainsi y est solution de pEq ssi Z est solution de l’équation différentielle linéaire d’ordre 1

p1 ` xqZ 1 ` 2xZ “ p1 ` xq3

‚ L’équation homogène : p1 ` xqZ 1 ` 2xZ “ 0 que l’on résout sur Sur sur I “ s ´8 ; ´1 r ou sur
J “ s ´1 ; `8 r., l’équation homogène est équivalente à Z 1 `

2x

1 ` x
Z “ 0 posons alors a : x ÞÑ

2x

1 ` x
“

2 ´
2

1 ` x
. Ainsi x ÞÑ Apxq “ 2x ´ lnpp1 ` xq2q est une primitive de a sur I et sur J . Donc, les solutions

de l’équation homogène (sur I ou J) sont exactement de la forme yH : x ÞÑ Cp1 ` xq2e´2x avec C P R.
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‚ Cherchons une solution particulière à l’aide de la méthode de variation de la constante :
yP pxq “ Cpxqp1 ` xq2e ´2x où C est dérivable. Alors

y1
P pxq “ C 1pxqp1 ` xq2e ´2x ` Cpxq

“

2p1 ` xqe ´2x ´ 2p1 ` xq2e ´2x
‰

“ C 1pxqp1 ` xq2e ´2x ` e ´2xCpxq2p1 ` xq r1 ´ p1 ` xqs “ C 1pxqp1 ` xq2e ´2x ´ 2xp1 ` xqCpxqe ´2x

Ainsi,

y1
P pxq `

2x

1 ` x
yP pxq “ C 1pxqp1 ` xq2e ´2x ´ 2xp1 ` xqCpxqe ´2x `

2x

1 ` x
Cpxqp1 ` xq2e ´2x

“ C 1pxqp1 ` xq2e ´2x

Ainsi yP est une solution particulière ssi pour C 1pxqp1 ` xq2e ´2x “ p1 ` xq2 Comme on est sur I ou
sur J , on peut diviser par p1 ` xq2, ainsi on cherche C tel que :

C 1pxq “ p1 ` xq2 e 2x

p1 ` xq2 “ e2x

Soit Cpxq “
1
2e2x convient et x ÞÑ yP pxq “

p1 ` xq2

2 est une solution particulière de l’équation
différentielle, on vérifie que non seulement yP est une solution particulière de pE2q sur I ou sur J mais
sur R tout entier. Ainsi si Z est solution de l’équation alors il existe deux constantes C et D tels que

Zpxq “ Cp1 ` xq2e´2x `
p1 ` xq2

2 pour x P I etZpxq “ Dp1 ` xq2e´2x `
p1 ` xq2

2 pour x P J

‚ Réciproquement, si Z est de cette forme-là, on remarque alors que Zpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ´1

0, par continuité,

on obtient Zp´1q “ 0. Ainsi, on obtient que Zpxq “ Cp1 ` xq2e´2x `
p1 ` xq2

2 pour x ě ´1 et

Zpxq “ Dp1`xq2e´2x `
p1 ` xq2

2 avec x ă ´1 avec C et D deux constantes. On vérifie réciproquement
que de tels fonctions sont aussi dérivables sur R tout entier et sont solution de l’équation p1`xqZ 1pxq`

2xZ “ p1 ` xq3. En effet, Z est dérivable (le raccordement en ´1 se fait avec une dérivée nulle) et
Zp´1q “ 0.

Finalement on intègre pour déterminer z par une double intégration par parties :
ż x

p1 ` tq2e ´2t dt “

„

p1 ` tq2 ´e ´2t

2 dt

ȷx

´

ż x

2p1 ` tq
´e ´2t

2 dt

“

„

p1 ` tq2 ´e ´2t

2 dt

ȷx

`

ż x

p1 ` tqe ´2t dt

“

„

p1 ` tq2 ´e ´2t

2 dt

ȷx

`

„

p1 ` tq
´e ´2t

2

ȷx

´

ż x e ´2t

´2 dt

“

„

p1 ` tq2 ´e ´2t

2 dt

ȷx

`

„

p1 ` tq
´e ´2t

2

ȷx

´

„

e ´2t

4

ȷx

“ ´
1
4p2x2 ` 6x ` 5qe ´2x

Ainsi,

zpxq “ ´
C

4 p2x2`6x`5qe ´2x`
p1 ` xq3

6 `E si x P I et zpxq “ ´
D

4 p2x2`6x`5qe ´2x`
p1 ` xq3

6 `F si x P J

Mais comme z est continue, nécessairement E “ F Et finalement, les solutions sont

ypxq “

$

’

&

’

%

´
C

4 p2x2 ` 6x ` 5qe ´x ` Ee x `
p1 ` xq3

6 e x si x ě 1

´
D

4 p2x2 ` 6x ` 5qe ´x ` Ee x `
p1 ` xq3

6 e x si x ă 1

avec pC, D, Eq P R3
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Correction de l’exercice 23. 1. f est dérivable et f 1 : x ÞÑ fp
1
x

q, ainsi f 1 est dérivable sur R˚
` par com-

posée de fonctions. De plus, pour tout x ą 0 :

f2pxq “ ´
1
x2 f 1

ˆ

1
x

˙

Ainsi, f est deux fois dérivable sur R˚
`.

2. @x ą 0, x2f2pxq “ ´f 1

ˆ

1
x

˙

“ ´f 1
´

1
1
x

¯

“ ´fpxq ainsi x2f2pxq ` fpxq “ 0.

3. g est deux fois dérivable sur R par composée et
‚ g : t ÞÑ fpe tq

‚ g1 : t ÞÑ e tf 1pe tq

‚ g2 : t ÞÑ e tf 1pe tq ` e 2tf2pe tq

Or, x2f2pxq ` fpxq “ 0 soit e 2tf2pe tq ` fpe tq “ 0.
On a donc g2ptq “ e tf 1pe tq ´ fpe tq “ g1ptq ´ gptq ainsi g est solution de y2 ´ y1 ` y “ 0.

4. On résout y2 ´ y1 ` y “ 0 sur R.
L’équation caractéristique est r2 ´r `1 “ 0 Le discriminant est ∆ “ p´1q2 ´4 “ ´3 “ pi

?
3q2, les racines

de l’équation caractéristique sont donc r1 “
1
2 `

i
?

3
2 et r2 “

1
2 ´

i
?

3
2 . Ainsi, les solutions de y2 ´y `y “ 0

sont exactement les fonctions :

x ÞÑ gpxq “

„

C1 cosp

?
3

2 tq ` C2 sinp

?
3

2 tq

ȷ

e
t
2 avec pC1, C2q P R2

5. Procédons par analyse-synthèse :
‚ Analyse : Si f est solution, d’après la question précédente, il existe pC1, C2q P R2 tel que pour x ą 0 :

fpxq “ gpln xq “

„

C1 cosp

?
3

2 ln xq ` C2 sinp

?
3

2 ln xq

ȷ

?
x

De plus, f 1pxq “ fp 1
xq, ainsi

f 1pxq “

„

´

?
3

2x
C1 sinp

?
3

2 ln xq `

?
3

2x
C2 cosp

?
3

2 ln xq

ȷ

?
x `

„

C1 cosp

?
3

2 ln xq ` C2 sinp

?
3

2 ln xq

ȷ

1
2

?
x

Ainsi, pour tout x ą 0

f 1pxq “
1

?
x

„

p

?
3

2 C2 `
1
2C1q cosp

?
3

2 ln xq ` p
1
2C2 ´

?
3

2 C1q sinp

?
3

2 ln xq

ȷ

“ fp1{xq “

„

C1 cosp

?
3

2 ln 1{xq ` C2 sinp

?
3

2 ln 1{xq

ȷ

a

1{x

Si on prend x “ 1, on obtient : ?
3

2 C2 `
1
2C1 “ C1

Soit C2 “
?

3C1 Finalement, pour tout x P R˚
`

fpxq “ C2

„

?
3 cosp

?
3

2 ln xq ` sinp

?
3

2 ln xq

ȷ

?
x

Ainsi, on a montré que si f était solution, alors f : x ÞÑ K
”?

3 cosp
?

3
2 ln xq ` sinp

?
3

2 ln xq

ı ?
x avec

K P R.
‚ Synthèse : posons f : x ÞÑ K

”?
3 cosp

?
3

2 ln xq ` sinp
?

3
2 ln xq

ı ?
x avec K P R. En dérivant f et en

calculant fp1{xq on vérifie que f est bien solution.
Conclusion, les solutions sont exactement les fonctions f : x ÞÑ 2K cosp

?
3

2 ln x ´ π
3 q avec K P R.

Correction de l’exercice 24.
Correction de l’exercice 25.
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