Exercice : méli-mélo d’intégrales sur son lit de primitives

1J1 dz _Jl dz [ -1 1 1 1
ot -8z +16  Jy (v —4)2 |x—4], 3 4 12

1
o 1 9 3
2. L 73323830316 dz = [In(|z* — 8z + 16])]0 =In(9) — In(16) = ln(ﬁ) = 2ln(1)

3. Par linéarité de I'intégrale

fl x q Jllx 2z — 8 A 1 q
—  _ dx = — X
o2 —8xr+ 16 02 a?—8x+16 x? — 8x + 16

1 L or—8 1 1

- = dr + 4 d
R N T XLx2—8x+16 v
1 3 1 3.1

= —x2In(2)+4x — =In(2) + -
2>< n(4)+ ><12 n(4)+3

4. Pour tout x € R, 22 — Tz +10 = (v —2)(z —5), ainsi il existe (A, B) € R? tel que pour tout = € R\{2, 5},

1 B 1 A N B
22—-T7x+10 (z—-2)(z—5) x-2 -5
- T —2 ) . -1
e En multipliant par x — 2, on a =A+B p— en faisant tendre x vers 2, on obtient A = 3
x — x —
1 -5 1
e En multipliant par x — 5, on a 5 = AL > + B, en faisant tendre x vers 5, on obtient B = 3
x — x —
Ainsi,
1 —1 1 1 1
Vx e R\{2,5 —_— = — -
veR25) i3 “a—z 3 75
1 1 1 -5 1
Par conséquent, x — 3 ln(\x—5\)—§ In(|xz—2|) = 3 In < i_ 2’) est une primitive de x — R ——T

sur | -00;2[, sur |2;5[ ou sur |5;+00 .

1 2
5. Pour tout x € R, 22 + 42 + 10 = (z + 2)? + 6, ainsi, # — —= arctan <:c+> est une primitive de
V6 V6
1

TP A 10
6. On pose u: x +— x et v: x — sh(x), (u,v) € €1([0;1n(2)],R)2. Par intégration par parties :

sur R.

In(2) In(2 In(2)
f xzch(z) dzx [xsh(x)]on( ) —f 1 x sh(z) dz
0 0

In(2)sh(In(2)) — [ch(z)]™® = n(2)sh(In(2)) — ch(In(2)) + ch(0)

1 1
In(2) -In2) 2+ 5 5 n@2) _o-ln@2 2—5 3
Dle (p;us, ch(In(2)) = & +2€ - —2 = Zetsh(n() - =———° -2 -2 Ainsi
" 3 5 3 1
h(z)dr = —-In(2) ——+1=—1In(2) — -
Jo xzch(z) dzx 4n() Y 4m() 1
1 x + 3i x . 1 . 1 9 . x
7. Pour tout z € R, o (@ — 30)(z + 3)) =5 9+31x 2 g dnshr o o In(z+9)+iarctan <§>
est une primitive de x — - sur R.
r —3i
e in(t), alors d (t)dt, done — 3% U Or cos?(t) +sin2(t) = 1, ainsi cos?(¢)
. On pose z = sin(t), alors dz = cos onc = . Or cos sin = 1, ainsi cos =
P ’ ’ cos2(t)  cos(t)

s 1
dt d 5 1 2 d
= i 5, bar changement de variable J6 ——dt = fQ &
os(t) 1—= 0

1 —sin?(t) = 1 — 22. Dés lors, .
(t) o cos(t) 1— a2
De plus, il existe A et B deux réels tels que

1 1 A B
R\{1, -1 = =
Vz e R\{1, -1} 1 — 22 (1—2x)(1+2) 1—x+1+:v
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1—=2x
e En multipliant par 1 — z, il vient =A+B 152 en faisant tendre x, vers 1, il vient, A =
x

N N —

1 1
e En multipliant par 1+ z, il vient 1 =A1+x+B, en faisant tendre = vers —1, il vient, B =
—x —x
Ainsi,
1 1 1 1 1 1
Ve R\{1, -1 = - x— 4=
veR\{L, -1} 1—22 (1—-2)(1+x) 2X1—x+2xl+$
Ainsi,
s 1
JG dt 121 1 1 1
= = X + = x dx
o cos(t) 02 1—z 2 1+zx
1
1 1 : 1. 1. 1,3  In(3)
= |—=In(]1— —1In(|1 =—=In(=)+ =In(2) =
|3t =+ g1+ | = ~Fin() + inc) = 2

Exercice : pas besoin d’étre imaginatif avec les complexes !

1 1 o
1. e |1+i|=\/12+12=\/§,ainsi,1+i=\/§<\/§+i\/§> =+/2e'1

1 1 o
o V3 —i|= (\/§)2+12=\/Z=2,ainsi,\/§—i=2<\/§—i2> =275,

LEPRTC 5 B

4
= €
2¢7'6 V2 V2

1 2023 5x2023 x
. ™
22023 — ( ) e 12

7

Or, 5 x 2023 = 10115 = 842 x 12 + 11. Ainsi,

Des lors, z = '12. Ainsi,

. 10115 % . (842x12+11)7w ) 11 11

el 12 = =e! 12 :elg42ﬂelT; :elT;
o 2023  1im _ 2023 117 L2023 . 117
Ainsi, 220?23 =27 "3 el 12 =272 cos <12> +i27 72 sin (12

2. En utilisant les formules d’Euler puis de Newton :

ix 4 ix ix + ix\4
cost(z) = (e 2e > _ e 12 )
B ei4z 4 4ei3ase—ia: 4 6612:56—121’ 4 4eize—i3z 4 e—i4$
B 16
_ 2cos(4z) +8cos(22) +6  cos(dw)  cos(2z) 3
- 16 8 2 8

2km

3. Les solutions de ’équation 2™ = 1 sont les n nombres complexes e! n pour ke [0;n —1].

1 . 2n
4. | — 3+ 3iv/3| = /9 + 27 = 6, ainsi, —3 + 3iv/3 = 6 <—2 + 1\?) — 6ei . Ainsi, les solutions sont les

i 2m 5 2km
n nombres complexes : {/6e'sve! “n pour ke [0;n —1].

5. Soit w = a +ib € C avec (a,b) € R?, alors

W54 19i <o (a+ib)®> = 5+12i a?—b>+2abi = 5+ 12i
a l(a+ib)% = |5+ 12i| la + ib|? = 52+ 122 = /169
a2 - = 5 2¢2 = 18 a +3
— 2ab = 12 — 202 = 8 S b = 42
a2+ = 13 ab = 6 ab 6

La derniére équation indique que a et b sont de méme signe, ainsi, w? = 5 4 12i ssi w = 3 + 2i ou
w=—3— 2i.
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On considere 1'équation 22 — 2 — 1 — 3i = 0 (E) et on note z; et z3 les deux racines complexes de (E)
(éventuellement égales en cas de racine double).

6. D’apres les formules sur la somme et le produit des racines, z12z0 = —1 — 3i et z1 + 29 = 1.
7. Notons A le discriminant de (E), A = (=1)2 — 4(—1 —3i) = 5+ 12i = (3 + 2i)?, ainsi

1—(3+2i 1+ (3+2i
21=(2—i_1)=—1—i et Z2:+(2+1):2+1

On vérifie alors que z1+29 = (—1—1)+(2+1) = let 21 X 23 = (—1—1)(2+i) = —2+1+i(—1-2) = —1-3i.
Ce qui est bien cohérent avec le résultat de la question précédente.

Exercice : une fonction qui fait des smartphones et des tablettes

1. arccos est une bijection de [ —1;1] vers [0;7 ], elle est dérivable sur | —=1;1[ et pour tout z € | =1;1],

V1— 22

Pour z € R, on pose, lorsque cela a un sens, f(x) = arccos(l — 2x).

arccos’(z) = —

2. Soit x € R, comme arccos est définie sur [ —1;1], f(x) est définissi —1 < 1—2z < 1ssi —2< —22 <0
ssi 0 < z < 1. Par conséquent, la fonction f est définie sur 2 = [0;1].

3. Posons g: # — 1 — 2z sur |0;1[, alors 0 < z < 1, donc —2 < =2z < O et —1 < 1 — 2z < 1,
ainsi, g: |0;1[ — ] —1;1[ est dérivable et arccos: | —1;1[ — [0;m] est dérivable. Par composée,
f = arccosog est dérivable sur | 0;1[. De plus, pour tout z € |0;1],

1 2 1

— 21)2 - Vazr — 422 Az — 22

(@) = o' (@) x arecos'(g(o) = =2 %~

4. Comme g: [0;1] — [—1;1] est strictement décroissante sur Z = [0;1 ] et que arccos est strictement
décroissante sur [ —1;1], par composée f est strictement croissante sur Z. De plus, f est continue
sur 7 (par composée). D’apres le théoréme de la bijection strictement monotone, f réalise une bijection
de [0;1] vers

f(L051]) = [f(0); f(1)] = [arccos(1) ;arccos(—1)] = [0; 7]

5. Soit y € [0;7], il existe un unique x € [0;1] tel que y = f(x) = arccos(1 — 2z), alors cos(y) =

1—

cos(arccos(1 — 2x)) = 1 — 2z, ainsi, cos(y) —1 = —2z. Donc f~(y) =z = %. Par conséquent,

[0;7] — [0:1]

~1.
= 1 —cos(y) -
Y 2
[057] — [051]

Remarque 1. Si on préfere, on peut noter f=1: 1 — cos(z)

€T >

2
6. Comme cosinus est dérivable, par combinaison linéaire, f~! est dérivable sur [0;7] et pour tout

re 0], (7 () = 12D
7. Voir figure 1.

Exercice : pour faire fonctionner vos études, étudiez des fonctions'

2x
et —1
On définit sur R une fonction f par, pour tout z € R, f(z) = poTanY
e
e2:p o
1. e Soit z € R. f(x) = 2 ssi = 2ssi e?® —1 = 2e?* 4+ 2 ssi e?® = —3 ce qui est impossible.

2z
eT +1
Ainsi, 2 n’admet pas d’antécédents par la fonction f.

1. Notez le chiasme!
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/

1

Ne

FIGURE 1 — En rouge, la courbe de f et bleu, la courbe de f1.

-1 1 In(3
¢ =§ssi2e2”3—2=e2m+1ssie2a’=3ssi2x=ln(3) ssix = a( )

In(3)

1
Ainsi, 3 admet un seul antécédent par la fonction f qui est —

1
e Soit z € R. f(x) = §ssim

2. Comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas, f est dérivable
sur R et pour tout x € R

() = 2e2%(e2” 4 1) — 2e2%(e?* — 1) _ 4o -0
(e2r +1)2 (e2r 4+ 1)2
ainsi, f est strictement croissante sur R.
2x —2z —2z
1-— 1-—
3.SoitmeR,f(m):e (1—e ): ¢ x.Or,1—e_21’—>16t1+e_2x—>1.Par

e2r(1 4 e—27) 1+e2

quotient de limites, f(z) — L

Tr—+00 T—+00

4. La tangente de f en 0 a pour équation y = f/(0)(z — 0) + f(0) = x.

—2x
e —1
5. Soit x € R, alors f(—z) = =TI en multipliant le numérateur et le dénominateur par e 2%, il vient,
e
1—e2
—x) = ——— = —f(x). Par conséquent, f est impaire.
J-2) = {g = (@) quent, f et imp

6. Voir figure 2

FIGURE 2 — En rouge la courbe de f, en bleu la tangente de f en 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

1 1,.2¢ 1 2x 2z
Jf(x)dx = Jeldx:j © L+ 2e dz

e +1 0 e?r 41

0 € +1

Pour tout z € [—1;1], cos(arccos(x)) = x.

. Posons x = cos(t), alors dz = —sin(¢) d¢, alors
arccos(1) (,2cos(t) _ 1) sin(t cos(arccos(1)) o2z _ 1 lo22 _ 1 2
x e2cos(t) 41 0 e2r 41 ger+1 2
On dit que h: I — J est une bijection si

VyedJ Fzel y=f(x)
La fonction f est continue sur R (car dérivable sur R) et strictement monotone sur R. Par conséquent,
d’apres le théoreme de la bijection strictement monotone, f est une bijection de R vers f(R) =
]xg@wf(a:) ;xgrfoof(x) [ Comme f(x) — > L, par imparit¢ de f, f(x) — > — 1, ainsi, fR) =
]—=1;1[. Ainsi, f: R — ] —1;1][ est une bijection.
Soit z € R,

(e2r —1)2 B (e?® +1)% — (e?* —1)? 2 2e2® o
(€2 +1)2 (€2 + 1)2 RS EREAR

- @) =1-

En conclusion, f' =1 — f2
Si f: I — J est bijective, soit z € J, on pose a = f~1(x) si f est dérivable en a et que f’(a) # 0, alors
f~1 est dérivable en x et (f~1)(x) = =
fia) — f1(f~ (=)
Soit z € | —1;1[, on pose a = f~!(z) € R, alors f est dérivable en a et f'(a) > 0, ainsi d’apres le

théoréme de la dérivation de la bijection réciproque, f~! est dérivable en z et en utilisant la question
précédente

VRN S 1 _ 1 _ 1
R Y () R BV C) L

Il existe (A, B) € R? tel que pour tout = € R\{—1,1}

1 1 A B

17$2_(17m)(1+m)_17x+1+$

1 1— 1
e En multipliant par 1 — z, il vient sz A+ B 1 x’ en faisant tendre z vers 1, il vient, A = X
x x
1 1 1
e En multipliant par 1+ z, il vient T =A T Rkl + B, en faisant tendre x vers —1, il vient, B = 3
—x —x
Ainsi,
1 1 1 1 1 1
V € R ]_, —1 = = — X — _|_ — X
reRML-L e T a0 2 1o 2 S Trs

1 1
Ainsi, z — —5111(1 —z)+ §ln(1 + x) est une primitive de z — sur |—1;1[. Or, comme

— 2

les primitives de x +— sur | —1;1[ différent toutes d’une constante, il existe ainsi ¢ € R tel

2

1 1
que pour tout z € |—1;1[, f~1(z) = iln <1 T + ¢. Or, comme f(0) = 0, f~1(0) = 0, donc
—x
1 1+0 1 1
0= 5111 <1t0> + ¢, dés lors, ¢ = 0. Ainsi, pour tout z € | —1;1[, f~!(z) = iln <1 t i)
e —e™"

h —_— T __ -
Soit x € R, sh(z) = 2 — = ¢ ¢ . En multipliant le numérateur et le dénominateur par e®,

ch(z) e¥*4+e ™ e?+e®

2
h(z) e —1

S
on obtient =

ch(z) e?+1 = f@)
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Exercice : ne faites pas dans la demi-mesure, intégrez entiéerement

1
Pour n € N, on pose I, = J t"y/1 —tdt.
0

1. Soit n € N. Comme la fonction ¢t — t"y/1 —t est positive et continue sur [0;1]. par positivité de
Iintégrale, I, = 0.

! 1 2 ak )
2. = | (L-t)rdt=|-Z(1-0)%] =0+7.
0 3 0 3

njw

2
3. Soit n € N*. Posons u: t — t" et v: ¢t — —g(l—t)% de sorte que (u,v) € €1([0;1],R)?, u': t — nt" 1
et v': t — /1 —t, ainsi par intégration par parties :

2 o 2 ; 2n (!
I, = [—t”3(1—t)g} _J nt" ! x (-3(1—t)3> dt—0+glf t" N1 =)W1 —tdt

o Jo 0
2n (* 2
- ?n T =t — T — tdt = ?”(In_l ~I,)
0
2
Ainsi, 31,, = 2n(I,—1 — I,,) donc (3 + 2n)I,, = 2nl,_1, comme 2n + 3 > 0, [, = %In_l

n
4. Soit n € N*, alors en utilisant ce qui précede a I, puis a I,,_1 puis & I,,_o jusqu’a Iy :
2 2 2(n—1 2 2n — 2 2(n —2

In = z In—l = z X (n ) n—2 = o X n X (n ) In—4 =
2n +3 2n+3  2(n—1)+3 2n+3 2n+1 2(n—2)+3

(2n)(2n —2)(2n —4)...2
2n+3)2n+1)2n—1)...5

Iy

Pour calculer cette fraction, on va multiplier au numérateur et au dénominateur par les termes pairs
entre 2 et 2n + 2 :

7 (2n)(2n —2)2n—4)...2x 2n+2)(2n)(2n — 2)...4 x 2 y 2
" 2n+3)2n+1)2n—1)...5x 2n +2)(2n)(2n —2)...4x2 "~ 3
2'nl x 2" (n 4 1)1 nl227t2(n 4 1)!
(2n + 3)!  (2n+3)!
On peut trouver ce raisonnement avec des ... pas tres rigoureux. On peut rendre tout ca parfait
en procédant par récurrence, tout ce qu’on a fait précédemment reste au brouillon et on annonce
fierement : -
nl2°"*2(n + 1)!
P , eN, # sy, = ».
osons, pour n (n) n Gnt3)
n122"2(n + 1)1 4x1 2

Gne3)l 6 =3= Iy (en utilisant la question 2). Ainsi, &2(0) est vraie.

e Soit n € N. Supposons &(n) vraie, alors en utilisant la question 3,

s _ 2(n+1) I (2n+2) 22"+ 1) (20 +4)(2n + 20222 (0 +1)!
s 2n+1)+3° " 245 (2n + 3)! (2n + 5)(2n + 4)(2n + 3)!
2(n +2)2(n + 1)22" 2 (n + 1)!n!
(2n + 5)!
(n+2)!(n+ 1)1220+4 (0 + 1)122004D+2(( 4 1) + 1)!

(2n +5)! B (2(n + 1) + 3)!

e Pour n =0,

Donc Z(n + 1) est vraie.
n!227F2(n + 1)!

e Par récurrence, pour tout n e N, [, =

(2n + 3)!
5. def Factoriel(n):
p=1
for i in range(l,n+1):#% wva prendre toutes les waleurs entre 1 et n
p=p*i
return p
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Exercice : vous allez bégayer sur celui-la

Soit n € N*. Posons u = f et v: z — lsin(n:c), alors (u,v) € €*([a;b],R)?%, u' = f et v': x > cos(nx),
ainsi, "
b
J f(z)cos(nz)dz = [f( )—sm nx } J (= —sm (nz) dz
f(b)sin(nb)  f(a)sin(na) an’(a:) sin(n) dz

n n

Traitons les trois termes séparément :
b) sin(nb b b b) sin(nb b
. |f(b) sin(nb)] < B )|, donc —‘f( ) < 1(b) sin(nb) < £ )|, ainsi, d’apres le théoreme d’encadre-
n

n n n n
f(b) sin(nb) 0

fn(a) sin(na) 0.

e De méme, =
n n—
e pour tout z € [a;b], |f/(z)sin(nz)| < |f(x)], soit —|f'(z)| < f'(x)sin(nz) < |f'(z)|, par croissance

de l'intégrale,
b b b
f —|f(2)|dx < f f'(z)sin(nz) dz < f |f'(z)| dx
En divisant par n # 0,

I I
J x)| dz < f f'(x)sin(nz) dz < f |f'(z)| dx
n nJ,

1 b
D’apres le théoréeme d’encadrement, J f/(x) sin(nz) dz —0
n n—

ment,

Par somme de trois termes qui tendent vers 0,
J f(x) cos(nz) dz — 0

Remarque 2. Ce résultat s’appelle le lemme de Riemann-Lesbegue.
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