Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.

Correction de I’exercice 3. Soit n € N* et 6 € |0; 27 [. Pour tout x € R, sin(2z) = 2 cos(z) sin(z). Ainsi, si
sin(2z)

sin(x) # 0, alors cos(z) = 2sin(z) Ici, pour k£ > 1, appliquons cette formule & x = o" €]0; [ donc sin(z) > 0,
sin(x
on obtient :
[Teos (55) = 11 () | L s |1 sin(o)
2 0 2" 0 (6
=)l =B @) =@

Correction de I’exercice 4. On développe par le binéme de Newton :

(1+2)" — (1 +nz) = ;no (Z)a:kln_k—(1+nx) - ki (Z)a:k+ <g>x0+ <71’>x1 — (1 +nz) = i <Z)xk >0

Correction de ’exercice 5.
Correction de ’exercice 6.

Correction de ’exercice 7. 1. Posons j =2n+1—k Lorsque k =0, j = 2n+1 et lorsque k =n, j = n+1,
2n+1

ainsi, S, = 4 > (2511{])
Jj=n+1

2. En utilisant successivement la valeur de .5,, trouvée a la question précédente, la symétrie des coefficients
binomiaux puis la formule du binéme de Newton, il en découle que :

o+ 1 il oon 41 o on 41 Al on a1
SIEI W G B (A B of G B M G

k=0 j=n+1 k=0 k=n+1
2n+1
_ nz <2n + 1) 1k12n+1—k _ (1 + 1)2n+1 _ 22n+1
k=0 k
En divisant par 2, on obtient que S,, = 22".
1 i o
Correction de ’exercice 8. 1. Comme |1 +1i = 4/2, 1 +1 =+2—4=+—7] = v2e'7. Ainsi, z =
L= V2 V2 <ﬁ x/§>

us

(1 +1)2n _ (\/Qei%)2n _ 2nein2
2. Développons z par la formule du binéme de Newton

(9 X (2n o (2n o, 2n
z = (141 = <k>12”_kik=2<k>ik: <k>i’f+ > <k>1’f

. k=0
k pair k impair

o "2 e Z": 2n 1) 4 no/oon (—1)/
1 1 = — 1 _
' S\2j+1 = \2) 2\2j+1

= S, +iT,

Il
D=
A~
o D
S 3

Ainsi, par identification des parties réelles et imaginaires, on a :

nm nm
S, = 2" cos (7> et T, = 2" sin (7)
n $n+1 _ 1
Correction de I’exercice 9. 1. Siz # 1, alors ) 2F = ——1 (somme des termes d’une suite géomé-
k=0 T =

n
trique de raison x # 1). Six =1, alors Y. 2% =n + 1.
k=0
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n+l _

xT

n
2. Posons f:x— Y zF
k=0

r—1

. Comme f est polynomiale, f est dérivable sur R. Mais on peut aussi

dériver f comme un quotient de deux fonctions dérivables sur R\{1} dont le dénominateur ne s’annule

pas sur R\{1}. Ainsi, pour = # 1 :

(n+ 1)z

(x—1)—

n+1

(z"+ — na"tt — (n+1)z" + 1

1):

n
>kt
k=1

(z —1)? (z —1)?

Attention, le terme de la somme pour k = 0 est 1 quand on le dérive, sa dérivée est nulle, c’est pour ¢a
qu’on a fait partir la somme a 1 et non a 0. En multipliant par x, on obtient

i kx® =
k=1

nz"? — (n+ 1)z"! + o

(z —1)?

On s’apercoit que le terme pour k = 0 est nul, on peut donc le rajouter. Pour tout x # 1

Pour x =1

n
3. Considérons g: z — Y ek* =
k=0

trique de raison e® % 1, ainsi, g(z) =

o

((n + 1)6 (n+1)x(ez

—(n+ Dzt 42

(z —1)?

n
3 (e®)F Si 2 # 0, on reconnait la somme des termes d'une suite géomé-

n+l)z _ |
. En dérivant g sur R\{0} avec les deux expressions

_ 1) _ ex(e (n+l)z _ 1)

et —

obtenues, on obtient :

3 kel =
-1

pour k£ = 0 est nul, ainsi,

Zn] kek® =

k=0

n n
Pour 2 =0, Y keb* = Y k=
k=0 k=0 2

Correction de 1’exercice 10.

n+1)

Encore une fois, le terme
(er =17 |

ne (nt2)z _ (n + 1)e(n+1)ac +e®
(er 172

Correction de I’exercice 11. En remplacant le cosinus par la partie réelle de ’exponentielle complexe, puis
en utilisant la formule de Moivre, on reconnait un bindéme de Newton. Puis on calcule la partie réelle de ce

complexe avec la technique de I'angle moitié :

(3

S

Correction de ’exercice 12.

Correction de 1’exercice 13. 1. Comme

en déduit que V1 < /3 < v/4. Dés lors,

—+/3€]0;1].
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k=0

f(eit +e';’))n) — Re <ei"” <2cos <g>>n> — 2" cos™ <Z> cos (”29>

< ) )eqn— k) — Re ((1 +e19)">

x — 4/x est strictement croissante sur R, et que 1 < 3 < 4, on
2 —-4/3>0. Et —/3 > —1, ainsi 2 — /3 > 1. Ceci prouve que
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2. On développe par la formule du bindéme de Newton, en séparant les termes d’indices pairs et impairs :

o - $(Jenate Qs 3 (Jona

I
]

k=0 k=0, . .
k pa1r k impair
E% ) < ) V3)2 2 i ) 2P+1 2p—1
= (V3)?2n =2 4 ( ) 37T gn—-
= 2p o 2p+1
E(%) B("3)
= < ) 3pon— 2p + \/7 Z < 1> 3p2n—2p—1
p=0 p=0
Posons :
Y Uy
an = ( )3?2"—21’ €Z et < )3?2"—210—1 Y/
= 2p =0 2p+ 1

de sorte que 2 + /3 = a,, + /3b,.
3. Appliquons & nouveau la formule du binéme de Newton

n

prvay = 3 (D= S (Devaets 5 (1) v

k=0 k=0, k=0
k pair k impair
78 n V3)2 2 Ry 2p+1 2p—1
— —\/3)2Pn 2 3)2p+1gn—2p—
Z‘ <2p) (=3 " Z (229 + 1> (=v3)
p=0
E(%) Y)

p=0
n2
= <2”>(3)P2" V3 Y] ( >3P2” -1 — q, —\/3b,,
P —

p=0

4. Comme 2 —+/3€]0;1[, (2 —+/3)" —— 0. Ainsi,
sin(

n—o0
sin((2 + V/3)"w) = (an + bpV/3)T)) = sin(—(an — by V/3)m + 27ay,) = —sin((2 — v/3)"n) ——0
En effet, la fonction sin est continue en 0.
Correction de I’exercice 14.
Correction de I’exercice 15.
Correction de I’exercice 16. 1. Remarquons que pour x € R, 22 + x4+ 1 # 0 (car c’est un polynéme de

degré 2 dont le discriminant est strictement négatif). Cette remarque, nous permet de poser, pour x € R

1
f(x) = arctan <2++1> — arctan(z + 1) + arctan(x)
>+
1 . - ,
Comme, arctan, v — —————, x — z+1 sont des fonctions dérivables, par composée, z +— arctan | 5—— |,
¢+ +1 e+ +1

x +— arctan(z+1) sont dérivables sur R. Par somme et différence de fonctions dérivables, f est une fonction
dérivable sur R. De plus, pour tout x € R :

() —@r+1) 1 1 L1
x€X — —_
(22 + 2 +1)2 1 2 14 (x+1)?2  1+a2
1+ [
(2 +2x+1
B —(2z + 1) _%—ﬂ+x%+1+(x+n2
(2 +x+1)2+1 1+ (z+1)2)(1 + 2?)
B —(2z+1) N 20 +1
2420+ 322+ 223+t (24 2 + 22)(1 + 22)

= 0
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Ainsi, f’ est nulle sur 'intervalle R, ainsi f est une fonction constante sur R. Ainsi, pour tout z € R,
f(x) = f(0) = arctan(1) — arctan(1) 4+ arctan(0) = 0

1
22+x+1
2. En utilisant la question précédente et en reconnaissant une somme télescopique :

Par conséquent, pour tout = € R, arctan < > = arctan(z + 1) — arctan(z).

n 1 n
n = kz_:()arctan <lc2+k~|—1> = Z arctan(k+1)—arctan(k) = arctan(n+1)—arctan(0) = arctan(n+1) —— g

n—o0
k=0

Correction de I’exercice 17. 1. Y 1= Y =Y n+1)=(n+1)?

0<ij<n  i=0j=0 i=0
L U 1+ (n+1 n+1)(n+2

2 I1=>>1=>G+1)=(n+1) ( =( ) )

o<i<j<n  j=0i=0  j=0 2 2

noj-l n 1+ 1

3 T R SR U PSRRI RV el Gl

I<i<j<n  j=2i=1 =2 2

. . n n . . n . n . n 2 . .

4. =3 M tt =Y ot Y 2l = (Z ac) Siz=1alors > 2 =(n+1)2Six+#1,alors

0<ij<n i=05=0 i=0  j=0 i=0 0<i j<n

1\ 2
ler] B 1— xn+ >
0<i,j<n 11—
)

5} -

osgjsn J+1
6 (i +5)?

0<i,j<n
(DI Y/

o<i<j<sn

8. Posons S, la somme, alors :

9. Notons T}, la somme, alors en séparant les cas j < ¢ et j > i, on obtient :

n

= S - 5 (S $ maen) - $550% $ - HED i
=17 i=1j=1 i=1j=i+1 i=1 ;

3

i=1j=1 =1 J=i+1 i=1
-1, 1\ . 1 1\ v . Ln(n+1)(2n +1) 1\ n(m+1)
= ;171 +(n+2>z——2;Z +<n+2>i_21@——2 6 kg ) x5
11 n(n+1)(2n + 1)
= 1)(2 1
n(n+1)(2n + )[12+4] G

10. Notons V;, la somme, remarquons que pour tout (i, j) € R%, min(i, j) +max(i, j) = i+, ainsi, en effectuant
V. + T}, on obtient par linéarité de la somme :

Vi + Ty, —ZZm&x@j)—i—mm@j =ii(i+j)=,§n
i=1j5=1 i=1j5=1

2n+1 4n — 1

| = b+ 1y 22
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11. Notons W,, la somme, remarquons que pour tout (i,5) € R, |i — j| = max(é,j) — min(¢,7), ainsi, en
effectuant T;, — V,,, on obtient :

n n n "
= " Y max(i, j) — min(i,j) = Y. Y. |i + 4| =
i=1j=1 i=1j=1

n(n + 1)?
—

Correction de ’exercice 18. 1. Comme la suite (27) ey est une suite géométrique de raison 2 :

Des lors, W,, =V, —T,, =

_ 9n— k+1

. . n+
_];);23_1;2 — g(z 2)

On utilise ensuite la linéarité de la somme ainsi qu’a nouveau la valeur de la somme des termes d’une
suite géométrique :

1
S, = 22”“ ZQ’f (n+1)2" - = — (4 1)2nF —ontl 1 — ot 4

k=0

2. Permutons les indices :

n
3. Considérons la somme >} k2F~! et posons j = k — 1, alors :

k=1
n n—1 n
DR = MG+ = Y+ 12— (n+1)2" = S, — (n+ 1)2"
= j=0 j=0

n2"M 112" =2"2n —(n+ 1) +1=2"(n—1)+1

4. En utilisant le résultat de la question précédente
n i+l n n n n
=Y k2P =Y 1 = Y A2 4 Y 1 =4 i =4 x 2" (n—1)+4+n
i=1k=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Correction de ’exercice 19.
Correction de I’exercice 20.
Correction de I’exercice 21.
Correction de ’exercice 22.
Correction de I’exercice 23.
Correction de ’exercice 24.

Correction de 1’exercice 25.

Correction de ’exercice 26. Soit n € N.
2n 2n
92n+1 + 32n+l _ g2n+l (_2)2n+1 _ (3 _ (_2)) Z 3k(_2)2n—k =5 Z 3k(_2)2n—k

eN

Ainsi, 5 divise 227+1 4 327+l
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Correction de I’exercice 27. Soit n € N, alors

35n o 25n _ (35)n o (25)71 _ (35 o )n—1(35) (25)n—1—i =211 7121(35)1'(25)71—1—1'
k=0 k=0 _

"

eN

Ainsi, 211 divise 3°™ — 25" et ce pour tout n € N.

Correction de l’exercice 28. Supposons n non premier alors n = ab avec a = 2 et b > 2, alors 2" — 1 =
(29)0 — 10 = (29 — 1) Z 2k Comme 3 < 2% —1 < 2" — 1, 2" — 1 n’est pas premier. Par contraposée, si 2" — 1
est premier, alors n est premler

Correction de ’exercice 29.

Correction de I’exercice 30. a est un entier naturel tel que a > 4 x 2 — 1 = 7. Ainsi, a s’écrit comme un
produit de nombres premiers : a = s152...5, Comme a est impair, nécessairement 2 n’apparait pas dans sa
décomposition. Ainsi tous les nombres premiers dans la décomposition de a sont impairs. Effectuons la division
euclidienne de p premier impair par 4 : p = 4g +r avec r € [0;3], or si » = 0 ou si r = 2, p est pair ce qui
est exclus. Ainsi, p = 4¢ + 1 ou p = 4q + 3. Supposons que tous les nombres premiers qui apparaissent dans la
décomposition de a soit de la forme s; = 4¢; + 1. Remarquons que

8182 = (4(]1 + 1)(4(]2 + 1) = 4(4(]1(]2 +q1 + QQ) +1

T
est de la forme 4¢ + 1. ainsi, par une récurrence sur r, | [ s; est de la forme 4¢g + 1 avec ¢ € N Donc

=1
N
a=4 1_[ pi—1=4qg+1
i=1
N
Soit 4(] [ pi —¢q) = 2. Donc 4 divise 2 ce qui est absurde. Ainsi, nécessairement 1'un des s; est de la forme 4¢; + 3.
i=1
' N
Autrement dit, il existe ig € [ 1; N ]| tel que s; = p;,. Ainsi, p;, divise a et divise || ps;, par différence,
i=1

N
p20‘4npz —a=1
=1

ce qui est absurde. Par conséquent, il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3.

n—1 n—1
Correction de l’exercice 31. 1. Soit n € N, 10" — 1 = 10" — 1" = (10 — 1) >} 10¥1"~1=%F = 9 ¥ 10*.

k=0 k=0
Comme 3 divise 9, 3 divise 10" — 1.

2. Par linéarité de la somme :

d
n— Zak— Zakl()k Za = Zak(lOk—l)
k=0 k=0
Or 3 divise 10¥ — 1 pour tout k d’apreés la question précédente, donc 3 divise ax(10¥ — 1) et donc divise
d d
3 ap(10F — 1). Ainsi, 3 divise n — > a.
k=0 k=0
d d
3. Supposons que 3 divise n, alors > a =n—(n— >, ay) est divisible par 3 comme différence d’entiers qui
k=0 k=0
d d d
le sont. Supposons que 3 divise >, ag, alors n = (n — Y] ai) + >, aj est divisible par 3 comme somme
k=0 k=0 k=0

d’entiers qui le sont.
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4. 564 487 689 231 est divisible par 3 ssi 63 est divisible par 3 ssi 9 est divisible par 3. Or, 9 étant divisible
par 3, on en conclut que 564 487 689 231 est divisible par 3.

Correction de I’exercice 32. 1. Supposons qu'il existe (u,v) € Z? tel que au + bv = 1. Soit d un diviseur
positif de a et b, alors d divise au et d divise bv, par somme, d divise au + bv = 1 donc d = 1. Ainsi,
PGCD(a,b) = 1.

2. Supposons a > b et PGCD(a, b) = 1. Soit d un diviseur de a—b et b, alors, par somme d divise (a—b)+b = a.
Ainsi, d divise a et b donc d = 1. Ainsi, PGCD(a — b,b) = 1.

3. Pour n = 1,si (a,b) e [1;n]? alorsa=b=1etax1+bx0=1. Ainsi, (1) est vraie. Soit n € N*.
Supposons Z(n) vraie. Soit (a,b) € [1;7n + 1]?. Supposons PGCD(a,b) = 1. Distinguons les cas :
e Sia<netb<mn,alorson peut appliquer #(n) a a et b.
e Sia=b=n+1,alors 1 = PGCD(a,b) =n + 1 ce qui conduit & n = 0 ce qui est impossible.
e Sia =n+1etb<n,alors, d’apres la question précédente, PGCD(a—b,b) = 1. Ora—b<n+1—1=n
et b < n, on applique donc Z(n) a a — b et b, il existe (u,v) € Z? tel que (a — b)u + bv = 1. Ainsi,
au +bv —u) = 1.
e Sib=n+1et a<n,alors on applique ce qui précede en échangeant les roles de a et b.
Ainsi, on a montré que & (n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N*, &?(n) est vraie.
4. Supposons que a divise bc et PGCD(a, b) = 1, d’apreés ce qui précede, il existe (u,v) € Z2 tel que au+bv = 1,
en multipliant par ¢, on a auc + bcv = c¢. Or, a divise bc donc a divise bcv, a divise auc, par somme a
divise c.

Correction de I’exercice 33. 1. Supposons que p divise ab avec p premier. Il y a deux cas :
e Soit p divise a et dans ce cas p divise bien a ou b.
e Soit p ne divise pas a. Soit d un diviseur commun a p et a a, alors, en particulier, d divise p. Cependant p
est premier, donc d = 1 ou d = p. Si d = p, alors d = p divise a ce qui est exclus. Ainsi, nécessairement,
d = 1. Donc PGCD(a, p) = 1, en utilisant la question 4 de I’exercice 32, p divise c.

2. D’apres la formule du maire, k(¥) = p(Zj). On sait que p divise k(}). Ainsi, d’apreés la question précédente,
p divise k ou p divise (§). Or k€ [1;p — 1] donc p ne peut pas diviser k. Ainsi, p divise (}).

3. D’apres la formule du binéme de Newton :

p_ P _ o (D kip—k _ p _p_l P\ kin—k
(a+b)f —a? =0 =3 () a0 —a? —b" = () )"y
k=0 k=1

Or, d’apres la question précédente, pour tout k € [[1;p — 1], p divise (Z) donc p divise (g) afoP—k par
somme, p divise (a + b)P — aP — bP.

Correction de ’exercice 34. 1. Posons I'hypothese de récurrence &(r) : «pour tout (ai,as,...,a,) €
(N*)" si p divise ﬁ a; alors il existe i € [ 1;7 [ tel que p divise a;». Pour r = 1, si p divise ﬁ a; = aq, alors
p divise aq. Ainszifle@(l) est vraie. Soit 7 € N*. Supposons &(r) vraie. Soit (a1, as, ... ,Zlﬂ) e (N*)r+1,
Supposons que p divise rli[ll a; = (]ﬂ[lai> X a;+1. D’apres la premiere question de ’exercice 33, comme p
i= i—
est premier, soit p divise ﬁ a; soit p divise a;11. Dans le premier cas, en utilisant &?(r), il existei € [1;r |
tel que p divise a;. Dansz‘c:olus les cas p divise I'un des a;. Dés lors Z2(r + 1) est vraie.
2. prdivisen =q1 X q1 X ...q1 X @2 X g2 X ...qs X ¢s. D’apres la question 1, p; divise I'un des termes, ainsi
il existe jo € [ 1;s] tel que p; divise gj,. Or, gj, est premier Donc p; = 1 ou p1 = gj,. Or, py > 1 donc
P1 = ¢j,- En simplifiant par p; = ¢;, on obtient :

' S
n -1 ) Bin—1 .
— =pi [ =, []a”
p1 i=2 j=1

J#Jjo
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Ainsi, — admet deux décomposition ce qui contredit le fait que ce soit n qui ait deux décompositions. La
n
décomposition d’un nombre en facteurs de nombres premiers et donc unique.

Correction de ’exercice 35.
Correction de ’exercice 36.

Correction de ’exercice 37.
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