
Calculs en vrac... exercice écolo

1. Comme arcsin est dérivable sur s ´1 ; 1 r, on cherche tous les x tels que ´1 ă e x ă 1. Or, pour tout
x P R, e x ą 0 ą ´1. De plus, Par croissance stricte du logarithme sur R˚

` et de l’exponentielle sur R,

e x ă e 0 ssi x ă 0. Ainsi, g :
#

s ´8 ; 0 r ÝÑ s ´1 ; 1 r

x ÞÝÑ e x
est dérivable, arcsin : s ´1 ; 1 r Ñ

”

´
π

2 ; π

2

ı

est

dérivable. Par composée f “ arcsin ˝g est dérivable sur D “ s ´8 ; 0 r. Pour tout x P D,

f 1pxq “ g1pxq arcsin1pgpxqq “ e x 1
a

1 ´ pe xq2
“

e x

?
1 ´ e 2x

2. Proposons deux méthodes, la seconde est plus courte mais peut-être moins scolaire :
(a) Pour tout x P D, f 1pxq ą 0, ainsi, f est strictement croissante sur D, de plus, f est continue sur

D car dérivable sur D. D’après le théorème de la bijection strictement monotone, f réalise une
bijection de D vers

fpDq “

ı

lim
xÑ´8

fpxq ; lim
xÑ0

fpxq

”

Or, e x ÝÝÝÑ
xÑ0

e 0 “ 1 (par continuité d’exponentielle en 0), comme arcsin est continue en 1,

arcsinpe xq ÝÝÝÑ
xÑ0

arcsinp1q “
π

2
De plus, e x ÝÝÝÝÑ

xÑ´8
0 et arcsin est continue en 0, donc arcsinpe xq ÝÝÝÝÑ

xÑ´8
arcsinp0q “ 0. Ainsi, f

réalise une bijection de D vers
ı

0 ; π

2

”

.

Soit x P D et y “ fpxq “ arcsinpe xq P

ı

0 ; π

2

”

, alors sinpyq “ sinparcsinpe xqq “ e x (car la relation
sinparcsinpxqq “ x est valable pour tout x P r ´1 ; 1 s), donc lnpsinpyqq “ x. Ainsi,

f´1 :

$

&

%

ı

0 ; π

2

”

ÝÑ s ´8 ; 0 r

y ÞÝÑ lnpsinpyqq

(b) ‚ exp: R˚
´ Ñ s 0 ; 1 r est bijective de bijection réciproque ln : s 0 ; 1 r Ñ R˚

´

‚ arcsin : s 0 ; 1 r Ñ

ı

0 ; π

2

”

est bijective de bijection réciproque sin :
ı

0 ; π

2

”

Ñ s 0 ; 1 r

Or la composée de deux fonctions bijectives est bijectives, donc f : R˚
´ Ñ

ı

0 ; π

2

”

est bijective de

bijection réciproque f´1 “ ln ˝ sin sur
ı

0 ; π

2

”

.

3. Posons Z “ 1 ´ i, alors |Z| “
?

2, donc Z “
?

2
´

1?
2 ` i ´1?

2

¯

“
?

2e ´i π
4 . Remarquons aussi que

n
a?

2 “ p2
1
2 q

1
n “ 2

1
2n “

2n
?

2. Ainsi, les racines n-ièmes de 1 ´ i sont les n nombres complexes
2n
?

2e ´i π
4n e i 2kπ

n pour k P rr 0 ; n ´ 1 ss

4. Distinguons les cas :
‚ Si x “ 1,

ÿ

1ďiďjďn

xi`j “

n
ÿ

j“1

˜

j
ÿ

i“1
1
¸

“

n
ÿ

j“1
j “

npn ` 1q

2

En effet, la dernière somme était la somme des termes d’une suite arithmétique de raison 1.
‚ Si x “ ´1,

ÿ

1ďiďjďn

xi`j “

n
ÿ

j“1

˜

j
ÿ

i“1
p´1qi`j

¸

“

n
ÿ

j“1
p´1qj`1 1 ´ p´1qj

1 ´ p´1q

“
1
2

n
ÿ

j“1
p´1qj`1 ´

1
2

n
ÿ

j“1
p´1q2j`1 “

1
2 ˆ p´1q2 1 ´ p´1qn

1 ´ p´1q
`

n

2

“
n

2 `
1 ´ p´1qn

4
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‚ Si x ‰ 1 et x ‰ ´1. En reconnaissant la somme des termes d’une suite géométrique de raison x ‰ 1
puis la somme des termes d’une suite géométrique de raison x2 ‰ 1 :

ÿ

1ďiďjďn

xi`j “

n
ÿ

j“1

˜

j
ÿ

i“1
xi`j

¸

“

n
ÿ

j“1
xj`1 1 ´ xj

1 ´ x

“
1

1 ´ x

n
ÿ

j“1
xj`1 ´

x

1 ´ x

n
ÿ

j“1
px2qj “

1
1 ´ x

ˆ x
1 ´ xn

1 ´ x
´

x

1 ´ x
ˆ x2 1 ´ px2qn

1 ´ x2

5. Remarquons que u4 “ u10 ` p4 ´ 10q ˆ 3 “ 5 ´ 18 “ ´13 et un “ u10 ` pn ´ 10q ˆ 3 “ ´25 ` 3n.
D’après la formule de la somme des termes d’une suite arithmétique :

n
ÿ

k“4
uk “

u4 ` un

2 pn ´ 3q “
´13 ` p3n ´ 25q

2 pn ´ 3q “
p´38 ` 3nqpn ´ 3q

2

6. En reconnaissant la formule du binôme de Newton :
n

ÿ

k“2

ˆ

n

k

˙

2k`1 “ 2
˜

n
ÿ

k“2

ˆ

n

k

˙

2k

¸

“ 2
˜

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

2k1n´k ´

ˆ

n

0

˙

20 ´

ˆ

n

1

˙

21

¸

“ 2 pp2 ` 1qn ´ 1 ´ 2nq “ 2 ˆ 3n ´ 2 ´ 4n

7. Posons, pour k P N, uk “ arctanpk2q, alors uk`1 “ arctanppk ` 1q2q “ arctanpk2 ` 2k ` 1q, ainsi, on
reconnaît une somme télescopique :

Sn “

n
ÿ

k“1
puk ´ uk`1q “ u1 ´ un`1 “ arctanp1q ´ arctanppn ` 1q2q “

π

4 ´ arctanppn ` 1q2q

8. Posons t “
?

x, alors dt “
1

2
?

x
dx, ainsi, dx “ 2

?
x “ 2t dt donc

ż 4

1

dx
?

xpx ` 11
?

x ` 30q
“

ż 2

1

2t dt

tpt2 ` 11t ` 30q
“ 2

ż 2

1

dt

pt ` 5qpt ` 6q

Ainsi, il existe pA, Bq P R2 tel que pour tout t P Rzt´5, ´6u

1
pt ` 5qpt ` 6q

“
A

t ` 5 `
B

t ` 6

En multipliant par t ` 5 et en faisant tendre t vers ´5, on trouve A “ 1, en multipliant par t et en
faisant tendre t vers `8, on trouve que A ` B “ 0 donc B “ ´1, ainsi

ż 4

1

dx
?

xpx ` 11
?

x ` 30q
“ 2

ż 2

1

1
t ` 5 ´

1
t ` 6 dt “ 2 rlnpt ` 5q ´ lnpt ` 6qs

2
1

“ 2 plnp7q ´ lnp8q ´ plnp6q ´ lnp7qqq “ 2 ln
ˆ

49
48

˙

9. Pour échelonner le système, on va d’abord faire apparaître un 1 devant le terme en x à la première
ligne. Pour cela, on peut faire L1 Ð L1 ´ L2, on peut aussi faire disparaître le terme en x dans la
troisième ligne grâce à L3 Ð L3 ´ L2.
$

&

%

5x ´ 2y ` 3z “ 10
4x ` y ` 5z “ 21
4x ` 3y ` 7z “ 31

ðñ
L1ÐL1´L2
L3ÐL3´L2

$

&

%

x ´ 3y ´ 2z “ ´11
4x ` y ` 5z “ 21

2y ` 2z “ 10
ðñ

L2ÐL2´4L1

$

&

%

x ´ 3y ´ 2z “ ´11
13y ` 13z “ 65

2y ` 2z “ 10

ðñ
L2ÐL2´6L3

$

&

%

x ´ 3y ´ 2z “ ´11
y ` z “ 5
2y ` 2z “ 10

ðñ
L1ÐL1`3L2
L3ÐL3´2L2

$

&

%

x ` z “ 4
y ` z “ 5
0 “ 0

ðñ

"

x “ 4 ´ z
y “ 5 ´ z

Ainsi, l’ensemble des solution est tp4 ´ z, 5 ´ z, zq | z P Ru
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10. ‚ 306 “ 234 ˆ 1 ` 72
‚ 234 “ 72 ˆ 3 ` 18
‚ 72 “ 18 ˆ 4 ` 0

Ainsi, PGCDp306, 234q “ 18

11. ‚ L’équation homogène est y1 ´
2
x

y “ 0. Les solutions de l’équation homogène sont exactement les
fonctions

x ÞÑ Ce 2 lnpxq “ Cx2

avec C P R.
‚ Cherchons une solution particulière grâce à la variation de la constante. Posons yP : x ÞÑ Cpxqx2

avec C une fonction dérivable sur R˚
`, ainsi, pour tout x ą 0,

y1
P pxq ´

2
x

yP pxq “ C 1pxqx2 ` 2xCpxq ´
2
x

x2Cpxq “ C 1pxqx2

On cherche donc C tel que C 1pxq “ ´ sinpxq pour tout x ą 0. Posons C : x ÞÑ cospxq. Ainsi,
yP : x ÞÑ cospxqx2 est une solution particulière de l’équation y1 ´

2
x

y “ ´x2 sinpxq

‚ Les solutions sont donc exactement les fonctions x ÞÑ Cx2 ` cospxqx2 où C P R

‚ Cherchons C P R tel que f : x ÞÑ Cx2 ` cospxqx2 vérifie fp
π

2 q “ 3, on a alors C
π2

4 ` 0 “ 3 ssi

C “
12
π2 Ainsi, l’unique solution au problème de Cauchy est x ÞÑ

12
π2 x2 ` x2 cospxq.

12. ‚ Si θ ” 0 r2πs, alors par 2π-périodicité du cosinus,
n
ř

k“0
cospkθ ` φq “

n
ř

k“0
cospφq “ pn ` 1q cospφq.

‚ Si θ ı 0 r2πs, alors en utilisant la somme des termes d’une suite géométrique de raison e i θ ‰ 1 :
n

ÿ

k“0
cospkθ ` φq “

n
ÿ

k“0
Re

´

e i pkθ`φq
¯

“ Re
˜

n
ÿ

k“0
e i φ

´

e i θ
¯k

¸

“ Re
˜

e i φ 1 ´
`

e i θ
˘n`1

1 ´ e i θ

¸

“ Re
˜

e i φ ˆ
e i θ n`1

2

e i θ
2

ˆ
e ´i θ n`1

2 ´ e i θ n`1
2

e ´i θ
2 ´ e i θ

2

¸

“ Re

¨

˚

˚

˝

e i pφ` nθ
2 q

´2i sin
ˆ

θpn ` 1q

2

˙

´2i sinp
θ

2q

˛

‹

‹

‚

“

sin
ˆ

θpn ` 1q

2

˙

sinp
θ

2q

Re
´

e i pφ` nθ
2 q

¯

“

sin
ˆ

θpn ` 1q

2

˙

sinp
θ

2q

cos
ˆ

φ `
nθ

2

˙

13. Comme gp1q “ gp´1q “
π

4 , π

4 a au moins deux antécédents, ainsi, la fonction g n’est pas injective.

14. ‚ Comme x ÞÑ x2 et arctan sont toutes les deux dérivables sur R, par composée, g est dérivable sur R
et pour tout x P R, g1pxq “ 2x ˆ

1
1 ` x4 . Ainsi, pour tout x P R`, g1pxq ě 0 et g1pxq “ 0 ssi x “ 0,

ainsi, g1 ne s’annule qu’une seule fois sur R`, ainsi, g est strictement croissante sur R`. De plus,
g est continue sur R` (car dérivable), d’après le théorème de la bijection strictement monotone, g
réalise une bijection de R` vers

gpR`q “

”

gp0q ; lim
xÑ`8

gpxq

”

“

”

0 ; π

2

”

De même, pour tout x P R´, g1pxq ď 0 et g1pxq “ 0 ssi x “ 0, ainsi, g1 ne s’annule qu’une seule fois
sur R´, ainsi, g est strictement décroissante sur R´. De plus, g est continue sur R´ (car dérivable),
d’après le théorème de la bijection strictement monotone, g réalise une bijection de R´ vers

gpR´q “

”

gp0q ; lim
xÑ´8

gpxq

”

“

”

0 ; π

2

”

Ainsi,
gpRq “ gpR` Y R´q “ gpR`q Y gpR´q “

”

0 ; π

2

”

Y

”

0 ; π

2

”

“

”

0 ; π

2

”
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‚ Soit x P R. Alors,

x P g´1
´”

0 ; π

4

ı¯

ðñ gpxq P

”

0 ; π

4

ı

ðñ 0 ď arctanpx2q ď
π

4

Or, x2 ě 0 par croissance de arctan sur R, arctanpx2q ě arctanp0q “ 0. De plus, par croissance de
arctan sur R et de tan sur

ı

´
π

2 ; π

2

”

, arctanpx2q ď
π

4 ssi x2 ď 1 ssi x P r ´1 ; 1 s. Par conséquent,

g´1
´”

0 ; π

4

ı¯

“ r ´1 ; 1 s

Allons ensembles de la partie... exercice nationale

1. Soient E et F deux ensembles. F P PpEq ðñ F Ă E.
2. (a) Si A “ t2u et B “ t3u, alors A ` B “ t5u

(b) Si A “ t2, 3u et B “ t´1, 3u, alors A ` B “ t1, 2, 5, 6u.
(c) Si A quelconque et B “ H, montrons alors que A ` B “ H. Supposons que A ` B soit non vide,

alors il existe x P A ` B ce qui veut dire qu’il existe a P A et b P B tel que x “ a ` b, alors comme
b P B, B est non vide ce qui est absurde 1 Ainsi, A ` B “ H

(d) Si A ‰ H et B “ R, montrons que A ` B “ R. D’une part, A ` B Ă R. D’autre part, soit x P R.
Comme A ‰ H, il existe a P A. Prenons alors b “ x ´ a P R “ B, ainsi, a ` b “ a ` px ´ aq “ x
avec a P A et b P B donc x P A ` B, on a ainsi montré que R Ă A ` B, par double inclusion
A ` B “ R.

(e) Si A “ R` et B “ R´, montrons que A ` B “ R. D’une part, A ` B Ă R. D’autre part, soit
x P R. Si x ě 0, posons a “ x P A et b “ 0 P B, de sorte que a ` b “ x donc x P A ` B. Si x ď 0,
posons a “ 0 P A et b “ x P B, de sorte que a ` b “ x donc x P A ` B. on a ainsi montré que
R Ă A ` B. Par double inclusion, A ` B “ R.

3. Supposons A Ă A1 et B Ă B1. Soit x P A ` B, alors il existe a P A et b P B tel que x “ a ` b.
Or a P A Ă A1 et b P B Ă B1 donc a P A1, b P B1 et x “ a ` b P A1 ` B1. On a donc montré que
A ` B Ă A1 ` B1.

4. ‚ Soit x P pA Y A1q ` B ainsi il existe a P A Y A1 et b P B tel que x “ a ` b. Il y a deux cas
soit a P A soit a P A1. Si a P A, alors x “ a ` b P A ` B, ainsi x P pA ` Bq Y pA1 ` Bq. Si
a P A1, alors x “ a ` b P A1 ` B, ainsi x P pA ` Bq Y pA1 ` Bq dans tous les cas, on a montré que
x P pA ` Bq Y pA1 ` Bq Ainsi, pA Y A1q ` B Ă pA ` Bq Y pA1 ` Bq.

‚ Soit x P pA ` Bq Y pA1 ` Bq, alors il y a deux cas, soit x P A ` B soit x P A1 ` B. Si x P A ` B,
alors il existe a P A et b P B, alors a P A Y A1 et b P B, donc x P pA Y A1q ` B. Si x P A1 ` B, alors
il existe a P A1 et b P B, alors a P A Y A1 et b P B, donc x P pA Y A1q ` B. Dans tous les cas on a
montré que x P pA Y A1q ` B. Ainsi, pA ` Bq Y pA1 ` Bq Ă pA Y A1q ` B.

Par double inclusion, pA Y A1q ` B “ pA ` Bq Y pA1 ` Bq.
5. ‚ Soit x P A ` B, il existe ainsi, a P A et b P B tel que x “ a ` b. Or, pa, bq P A ˆ B et fppa, bqq “

a ` b “ x, ainsi, x admet au moins un antécédent par la fonction f . Ainsi, la fonction f est donc
nécessairement surjective.

‚ Prenons A “ B “ R, alors p1, 1q P A ˆ B et p2, 0q P A ˆ B, fpp1, 1qq “ 2 “ fpp2, 0qq, ainsi, f n’est
pas injective. Donc, f n’est pas nécessairement injective. Mais elle peut aussi l’être, par exemple
dans le cas A “ t2, 3u, B “ t´1, 3u.

6. Supposons que 0 P B. Soit a P A, alors a “ a ` 0 avec a P A et 0 P B, ainsi, a P A ` B, on a donc
montré que A Ă A ` B.

7. Posons A “ R˚
` et B “ R˚

`. Montrons que A Ă A ` B. Soit x P A “ R˚
`, posons alors a “

x

2 P R˚
` “ A

et b “
x

2 P R˚
` “ B de sorte que x “ a ` b P A ` B. Il en découle que A Ă A ` B. Cependant 0 R B.

ainsi l’implication «A Ă A ` B ùñ 0 P B» est fausse.

1. En fait, on aurait pu rédiger par contraposé et montrer que «A ` B ‰ H ùñ B ‰ H».
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8. Montrons un résultat utile pour la suite : soit x et y deux réels. Définissons l’ensemble

E “ ttx ` p1 ´ tqy | t P r 0 ; 1 su

Alors E est égal au segment r x ; y s si x ď y et au segment 2 r y ; x s si y ď x. Supposons x ď y. Soit
z P E alors il existe t P r 0 ; 1 s tel que z “ tx ` p1 ´ tqy, alors

z ´ x “ pt ´ 1qx ` p1 ´ tqy “ p1 ´ tqpy ´ xq ě 0
y ´ z “ ´tx ` ty “ tpy ´ xq ě 0

Ainsi, x ď z et z ď y, ce qui montre que z P r x ; y s. Donc E Ă r x ; y s Réciproquent, supposons que
z P r x ; y s. si x “ y, alors z “ x “ y et donc posons t “ 0 de sorte que z “ tx ` p1 ´ tqy P E. si x ă y,
alors on pose t “

y ´ z

y ´ x
P r 0 ; 1 s il en découle que

tx ` p1 ´ tqy “
y ´ z

y ´ x
x `

z ´ x

y ´ x
y “ z

donc z P E, il en découle que r x ; y s Ă E. On a ainsi montré que r x ; y s “ E. On montrerait de même
que r y ; x s “ E si jamais y ď x.
Supposons que A et B sont des intervalles de R. si A “ H ou B “ H alors A ` B “ H (d’après
la question 2d). Supposons A ‰ H et B ‰ H. Montrons que A ` B est un intervalle de R. Soit
px, x1q P pA ` Bq2. Supposons x ď x1 et prenons z P r x ; x1 s alors il existe pa, bq P A ˆ B tel que
x “ a ` b, il existe aussi pa1, bq P A ˆ B tel que x1 “ a1 ` b1. D’après le résultat que l’on a montré il
existe t P r 0 ; 1 s tel que z “ tx ` p1 ´ tqx1. Ainsi,

z “ tpa ` bq ` p1 ´ tqpa1 ` b1q “ ta ` p1 ´ tqa1 ` tb ` p1 ´ tqb1

Ainsi, ta ` p1 ´ tqa1 P r a ; a1 s (ou r a1 ; a s) dans tous les cas comme A est un intervalle et que a et
a1 sont dans A, on en déduit que ta ` p1 ´ tqa1 P A. De même, tb ` p1 ´ tqb1 P B, ceci montre que
z P A ` B. On a donc montré que r x ; x1 s Ă A ` B. D’après la caractérisation des intervalles, ceci
montre que A ` B est un intervalle de R.

Des ordres embêtants... problème tyrannique (combattez la tyrannie)

Calculs préliminaires

1. Fixons pa, b, cq P R3, alors

@x P R˚
`

a

x
`

bx ` c

1 ` x2 “
ap1 ` x2q ` pbx ` cqx

xp1 ` x2q
“

x2pa ` bq ` cx ` a

xp1 ` x2q

Posons alors a “ 1, c “ 0 et b “ ´1, de sorte que pour tout x ą 0

a

x
`

bx ` c

1 ` x2 “
x2p1 ` p´1qq ` 0x ` 1

xp1 ` x2q
“

1
xp1 ` x2q

2. Comme pour tout x ą 0, 1
xpx2 ` 1q

“
1
x

´
1
2 ˆ

2x

1 ` x2 , on en déduit que x ÞÑ lnpxq ´
1
2 lnp1 ` x2q est

une primitive de f sur I.

3. On pose u : x ÞÑ
x2

2 et v “ ln, alors pu, vq P C 1pI,Rq2 de sorte que u1 : x ÞÑ x et v1 : x ÞÑ
1
x

. Par
intégration par parties :

ż x

t lnptq dt “

„

t2

2 lnptq

ȷx

´

ż x t2

2
1
t

dt “
x2 lnpxq

2 ´
x2

4

Ainsi, x ÞÑ
1
2x2 lnpxq ´

1
4x2 est une primitive de g sur I.

2. De façon à toujours mettre la borne supérieure du segment à droite et la plus petite à gauche.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, DS3cor 5

devilliers.loic@gmail.com


4. On pose u : x ÞÑ x ´
x3

3 et v “ ln, alors pu, vq P C 1pI,Rq2 de sorte que u1 : x ÞÑ 1 ´ x2 et v1 : x ÞÑ
1
x

.
Par intégration par parties :

ż x

p1 ´ t2q lnptq dt “

„ˆ

t ´
t3

3

˙

lnptq

ȷx

´

ż x ˆ

t ´
t3

3

˙

1
t

dt “

ˆ

x ´
x3

3

˙

lnpxq ´ x `
x3

9

Ainsi, x ÞÑ

ˆ

x ´
x3

3

˙

lnpxq ´ x `
x3

9 est une primitive de h sur I.

Résolution de l’équation homogène

5. y1 : x ÞÑ 1 et y2 : x ÞÑ 0, ainsi pour tout x P I,

y2pxq ´
2x

1 ` x2 y1pxq `
2

1 ` x2 ypxq “ 0 ´
2x

1 ` x2 `
2x

1 ` x2 “ 0

Ainsi, y : x ÞÑ 1 est bien solution de pHq.
6. Par quotient, z est deux fois dérivable et pour tout x P I :

‚ ypxq “ xzpxq

‚ y1pxq “ zpxq ` xz1pxq

‚ y2pxq “ 2z1pxq ` xz2pxq

Ainsi

y2pxq ´
2x

1 ` x2 y1pxq `
2

1 ` x2 ypxq “ 2z1pxq ` xz2pxq ´
2x

1 ` x2 pzpxq ` xz1pxqq `
2

1 ` x2 pxzpxqq

“ xz2pxq ` z1pxq

ˆ

2 ´
2x2

1 ` x2

˙

` z ˆ 0

“ xpz1q1pxq ` z1pxq
2

1 ` x2

Ainsi, y est solution de pHq ssi z1 solution de xu1 `
2

1 ` x2 u “ 0.

Remarque 1. On est donc passé d’une équation du second ordre qu’on ne savait pas résoudre à une
équation du premier ordre que l’on sait résoudre.

7. pE1q est équivalente à u1 `
2

xp1 ` x2q
u “ 0 sur I. En utilisant le résultat de la question 2, les solutions

de pE1q sont exactement les fonctions

x ÞÑ Ce ´2plnpxq´ 1
2 lnp1`x2qq “

C

x2 ˆ p1 ` x2q “ Cp1 ` x´2q

avec C P R.
8. D’après les deux questions précédentes, y est solution de pHq ssi z1 : x ÞÑ Cp1 ` x´2q avec C P R ssi

z : x ÞÑ Cpx´
1
x

q`D avec pC, Dq P R2 ssi y : x ÞÑ Cpx2 ´1q`Dx avec pC, Dq P R2. Ainsi, les solutions
de pHq sont exactement les fonctions x ÞÑ Cpx2 ´ 1q ` Dx avec pC, Dq P R2.

Résolution de l’équation pEq

9. ‚ y1
P : x ÞÑ xλ1pxq ` λpxq ` µ1pxqpx2 ´ 1q ` 2xµpxq “ λpxq ` 2xµpxq

‚ y2
P : x ÞÑ λ1pxq ` 2µpxq ` 2xµ1pxq

10. Soit x P I

y2
P pxq ´

2x

1 ` x2 y1
P pxq `

2
1 ` x2 yP pxq

“ pλ1pxq ` 2µpxq ` 2xµ1pxqq ´
2x

1 ` x2 pλpxq ` 2xµpxqq `
2

1 ` x2 pxλpxq ` px2 ´ 1qµpxq

“ λ1pxq ` 2xµ1pxq ` µpxq

ˆ

2 ´
4x2

1 ` x2 `
2px2 ´ 1q

1 ` x2

˙

` λpxq

ˆ

´
2x

1 ` x2 `
2x

1 ` x2

˙

“ λ1pxq ` 2xµ1pxq

Ainsi, yP est solution de pEq ssi pour tout x P I, λ1pxq ` 2xµ1pxq “ px2 ` 1q lnpxq.
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11. Ainsi, on cherche λ et µ tel que pour tout x P I

"

λ1pxq ` 2xµ1pxq “ px2 ` 1q lnpxq

xλ1pxq ` px2 ´ 1qµ1pxq “ 0 ðñ
L2ÐL2´xL1

"

λ1pxq ` 2xµ1pxq “ px2 ` 1q lnpxq

p´x2 ´ 1qµ1pxq “ ´xpx2 ` 1q lnpxq

ðñ

"

λ1pxq ` 2xµ1pxq “ px2 ` 1q lnpxq

µ1pxq “ x lnpxq

ðñ
L1ÐL1´2xL2

"

λ1pxq “ p1 ´ x2q lnpxq

µ1pxq “ x lnpxq

12. Ainsi, en utilisant les questions 3 et 4, on pose λ : x ÞÑ

ˆ

x ´
x3

3

˙

lnpxq´x`
x3

9 et µ : x ÞÑ
x2 lnpxq

2 ´
x2

4 ,

on obtient que

yP : x ÞÑ x

„ˆ

x ´
x3

3

˙

lnpxq ´ x `
x3

9

ȷ

` px2 ´ 1q

„

x2 lnpxq

2 ´
x2

4

ȷ

est une solution particulière de pEq. Après regroupement des termes :

yP : x ÞÑ

ˆ

x4

6 ´
x2

2

˙

lnpxq ´
3
4x2 ´

5
36x4

Remarque 2. On remarque que l’on a trouvé une solution particulière grâce à une méthode de la
variation des constantes 3 : les solutions de l’équation homogène sont de la forme x ÞÑ Cpx2 ´ 1q ` Dx
et on a cherché une solution particulière en remplaçant C et D par deux fonctions :

yP : x ÞÑ µpxqpx2 ´ 1q ` λpxqx

13. L’ensemble des solutions de pEq est donc :
"

x ÞÑ

ˆ

x4

6 ´
x2

2

˙

lnpxq ´
3
4x2 ´

5
36x4 ` Cpx2 ´ 1q ` Dx | pC, Dq P R2

*

3. Car il y a deux constantes à l’ordre 2 et non une contrairement à l’ordre 1
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