Calculs en vrac... exercice écolo

1. Comme arcsin est dérivable sur | —1;1[, on cherche tous les z tels que —1 < e® < 1. Or, pour tout
rx e R, e” > 0> —1. De plus, Par croissance stricte du logarithme sur R et de I’exponentielle sur R,

0 . . |-0;0[ — ] =151 » _ o

e” < eV ssix < 0. Ainsi, g: est dérivable, arcsin: |—1;1[ — [—5 'y

T — e?

] est

dérivable. Par composée f = arcsin og est dérivable sur D = | -00;0[. Pour tout z € D,
! / s/ x 1 ez
f(x) = g'(z)arcsin’(g(z)) = e =

I~ ()P Vi

2. Proposons deux méthodes, la seconde est plus courte mais peut-étre moins scolaire :

(a) Pour tout z € D, f'(x) > 0, ainsi, f est strictement croissante sur D, de plus, f est continue sur
D car dérivable sur D. D’apres le théoreme de la bijection strictement monotone, f réalise une
bijection de D vers

F(D) = | Jim_f(x); lim f(z) |

O =1 (par continuité d’exponentielle en 0), comme arcsin est continue en 1,

Or,e* ——e

Tr—>

arcsin(e”) —— arcsin(1) =

xr—>

|y

De plus, e® ——— 0 et arcsin est continue en 0, donc arcsin(e”) —— arcsin(0) = 0. Ainsi, f
r——00 0

T——

réalise une bijection de D vers ] 0; g [

Soit x € D et y = f(x) = arcsin(e®) € ] 0; g [, alors sin(y) = sin(arcsin(e®)) = e® (car la relation
el

sin(arcsin(z)) = z est valable pour tout —1;1]), donc In(sin(y)) = . Ainsi,

x
77
0; = [ — |-00;0
o, [Josg[ =100
y > In(sin(y))
(b) e exp: R* —]0;1[ est bijective de bijection réciproque In: ]0;1[ — R*
e arcsin: |0;1[ — ] 0; g [ est bijective de bijection réciproque sin: ] 0; g [ —10;1[
Or la composée de deux fonctions bijectives est bijectives, donc f: R* — ] 0; g [ est bijective de

T
bijection réciproque f~! = Inosin sur ] 0; 5 [

3. Posons Z = 1 —i, alors |Z| = /2, donc Z = ﬂ(% +i\7—%) = +/2e7'7. Remarquons aussi que
/W2 = (22 )rlt — 2% = %/2. Ainsi, les racines n-iemes de 1 — i sont les n nombres complexes

2k

R/2e inel T pour ke [0;n—1]
4. Distinguons les cas :

o Sixz=1,

zjl
i=1

En effet, la derniere somme était la somme des termes d’une suite arithmétique de raison 1.
e Six=—1,

1<i<j<n j=1

1>_i]‘_

i+j SR )it +1 1)/
P ;(; a) Z 1)+ <(_1))
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e Sixz # 1etx # —1. En reconnaissant la somme des termes d’une suite géométrique de raison x # 1
puis la somme des termes d’une suite géométrique de raison z? # 1 :

5 Z(Zw - B

1<i<j<n j=1
_ - Z x]—&-l _

5. Remarquons que ug = ujg + (4 —10) x 3 =5 —18 = =13 et u, = uio + (n — 10) x 3 = —25 + 3n.
D’apres la formule de la somme des termes d’une suite arithmétique :

X T — X T
—x 1—=2 1—=x 1—x2

1

j=1

(—38 4+ 3n)(n —3)
2

Z U4+un(n_3)_—13+(23n—25)(n_3)_

6. En reconnaissant la formule du binome de Newton :
(e (20 (060
Z 2 = 2 Z 2k =2 Z okqn—k _ 20 2
= 2(2+1)"—1-2n)=2x3"—-2—4n

7. Posons, pour k € N, uy, = arctan(k?), alors ugy; = arctan((k + 1)?) = arctan(k? + 2k + 1), ainsi, on
reconnalt une somme télescopique :

n
Z (g — Upg1) = U1 — Upy1 = arctan(1) — arctan((n + 1)?) = % — arctan((n + 1)?)

8. Posons t = y/x, alors dt = dz, ainsi, dz = 24/z = 2t dt donc

1
2\/x

x B f 2t dt _y f dt
VT + 11z +30) )y t(#2 + 116 +30) ")y (t+5)(t+6)
Ainsi, il existe (A, B) € R? tel que pour tout t € R\{—5, —6}

1 _ A B
(t+5)(t+6) t+5 t+6

En multipliant par t + 5 et en faisant tendre ¢ vers —5, on trouve A = 1, en multipliant par ¢ et en

faisant tendre t vers +o0, on trouve que A + B = 0 donc B = —1, ainsi
dz f dt — 2[In(t + 5) — In(t + 6]
= —— — ——dt=2[ln n
1 Va(z + 114/x + 30) t+5 t+6 !

= 2(In(7) — In(8) — (In(6) — n(7))) = 21n Cﬁ)

9. Pour échelonner le systéme, on va d’abord faire apparaitre un 1 devant le terme en z a la premiére

ligne. Pour cela, on peut faire L1 < L1 — Lo, on peut aussi faire disparaitre le terme en x dans la
troisiéme ligne grace a Lg < L3 — Lo.

5 —2y+3z = 10 r—3y—2z = -—11 r—3y—2z = -—11
dr+y+5z = 21 L5 dxr+y+5z = 21 LS 13y + 13z = 65
dr+3y+72 = 31 [C0TD +2: = 10 T 20+22z = 10
r—3y—2z = -—11 r+z = 4
LocLa_6L y+ 2 =5 Li<Li13L ytz =95
2T 2+2: = 10 TR0 =0
— x = 44—z
y = 9—%

Ainsi, I’ensemble des solution est {(4 — 2,5 — 2, 2) | z € R}
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10. e
[ ]

306 =234 x 1+ 72
234 =72 x 3418
72=18x4+0

Ainsi, PGCD(306,234) = 18

11. o

12. o

2
L’équation homogene est ' — —y = 0. Les solutions de I’équation homogene sont exactement les
T
fonctions
x> Ce?@) = g2
avec C' € R.

Cherchons une solution particuliére grice a la variation de la constante. Posons yp: x +> C(x)z?
avec C une fonction dérivable sur R*, ainsi, pour tout x > 0,
2 2
yp(r) — Eyp(:z:) = C'(z)2? + 22C(z) — ;:L’QC(I') = C'(z)2?

On cherche donc C' tel que C’(z) = —sin(x) pour tout = > 0. Posons C': z — cos(x). Ainsi,

2

2
yp: x — cos(z)z? est une solution particuliere de I'équation y' — ~y = —2? sin(x)
x

Les solutions sont donc exactement les fonctions x — Cz? + cos(z)z? ou C € R
2
T T
Cherchons C € R tel que f: x — Cz? + cos(z)z? vérifie f(§) = 3, on a alors CZ +0 = 3 ssi

2
C = —; Ainsi, I'unique solution au probléeme de Cauchy est z — —2x2 + 22 cos(x).
T T

n n
Si 6 = 0 [27], alors par 27-périodicité du cosinus, Y, cos(kf + ) = > cos(p) = (n + 1) cos(y).
k=0 k=0
Si 6 £ 0 [27], alors en utilisant la somme des termes d’une suite géométrique de raison ell +1:

ncos = N e (ei®k0+9)) _ Re nei eiek
3ot +9) = e (10749 R(Z o ))

k=0 k=0

; +1 jgntl _jpntl jgntl
R icpl_(elg)n ) " < o eif™3 1075 _ o105 )
= ecele " ————— =nejle X X

1 —elf e
= Re (e
sin(

. —2isin <9("2+1)>
f(n+1) _[(O(n+1)
- (g;l> Re (ei(wr%e)) _ o <2+1> cos <90 N 719)

MRS

—2i sin(g)
2

sin 2 sin(i)

T T

13. Comme g(1) = g(—1) = —, — a au moins deux antécédents, ainsi, la fonction g n’est pas injective.

14. o

4’ 4
Comme z — 22 et arctan sont toutes les deux dérivables sur R, par composée, g est dérivable sur R

1
T2t Ainsi, pour tout z € R, ¢'(x) = 0 et ¢'(z) =0 ssi x =0,
x
ainsi, ¢’ ne s’annule qu'une seule fois sur R, ainsi, g est strictement croissante sur R,. De plus,
g est continue sur R, (car dérivable), d’apres le théoreme de la bijection strictement monotone, g
réalise une bijection de R, vers

IRy = [9(0); lim g(x) [ = [Q;E[

T—+00 2
De méme, pour tout z € R_, ¢’(z) < 0 et ¢'(z) = 0 ssi x = 0, ainsi, ¢’ ne s’annule qu’une seule fois
sur R_, ainsi, g est strictement décroissante sur R_. De plus, g est continue sur R_ (car dérivable),
d’apres le théoreme de la bijection strictement monotone, g réalise une bijection de R_ vers

gR-) = [9(0); lim g(x) [ - [O;E[

T——00 2

et pour tout z € R, ¢'(z) = 2z x

Ainsi,
8- o2 -kt - [0:5 [ [o: - [0
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e Soit x € R. Alors,

reg ([O’ZD = g(x)e[o;%] — Oéarctan(ﬁ)gg

Or, 22 > 0 par croissance de arctan sur R, arctan(x?) > arctan(0) = 0. De plus, par croissance de

3

T
arctan sur R et de tan sur ] 555 [, arctan(z?) < 1 ssi 22 < 1ssixe[—1;1]. Par conséquent,

(03] -t

Allons ensembles de la partie... exercice nationale

1. Soient E et F' deux ensembles. Fe#F) <= FcE.
2. (a) Si A={2}et B={3}, alors A+ B = {5}
(b) Si A=1{2,3} et B={-1,3}, alors A+ B = {1,2,5,6}.

(¢) Si A quelconque et B = f, montrons alors que A + B = ¢J. Supposons que A + B soit non vide,
alors il existe x € A+ B ce qui veut dire qu’il existe a € A et b € B tel que x = a + b, alors comme
be B, B est non vide ce qui est absurde ! Ainsi, A+ B = (¥

(d) Si A+# et B=R, montrons que A+ B = R. D’une part, A+ B < R. D’autre part, soit x € R.
Comme A # ¥, il existe a € A. Prenons alors b= —a€R = B, ainsi,a+b=a+ (r —a) =x

avec a € A et be B donc z € A+ B, on a ainsi montré que R € A + B, par double inclusion
A+ B=R.

(e) Si A =R, et B =R_, montrons que A+ B = R. D’une part, A + B < R. D’autre part, soit
reR. Sizx>0,posonsa=xceAetb=0€ B,desortequea+b=xdoncxe A+ B.Sixz <0,
posons a = 0€ A et b =2x€ B, de sorte que a + b = x donc x € A + B. on a ainsi montré que
R < A + B. Par double inclusion, A + B = R.

3. Supposons A ¢ A" et B ¢ B’. Soit x € A + B, alors il existe a € A et b € B tel que x = a + b.
Orac Ac Aetbe Bc Bdmncae A,be Betx=a+be A + B'. On a donc montré que
A+Bc A + B

4. e Soit x € (AU A’) + B ainsi il existe a € Au A’ et b € B tel que x = a+ b. Il y a deux cas
soit a € A soit a € A'. Siae A, alorsx =a+be A+ B, ainsi x € (A+ B) u (A" + B). Si
ae A alorsx =a+be A + B, ainsi x € (A+ B) u (A’ + B) dans tous les cas, on a montré que
xe(A+B)u (A" + B) Ainsi, (Av A+ Bc (A+ B)u (A + B).

e Soit z € (A+ B)u (A" + B), alors il y a deux cas, soit x € A+ B soit x € A’ + B. Six € A+ B,
alors il existe a € Aet be B,alorsae Au A" et be B, doncxe (Au A’)+ B.Size A+ B, alors
il existe a € A’ et be B, alorsae Au A’ et be B, donc x € (A u A’) + B. Dans tous les cas on a
montré que z € (Au A’) + B. Ainsi, (A+ B)u (A’ +B)c (Au A’')+ B.

Par double inclusion, (Au A") + B = (A+ B) u (4’ + B).

5. e Soit x € A+ B, il existe ainsi, a € A et b€ B tel que x = a + b. Or, (a,b) € A x B et f((a,b)) =
a + b = z, ainsi, z admet au moins un antécédent par la fonction f. Ainsi, la fonction f est donc
nécessairement surjective.

e Prenons A = B =R, alors (1,1) e Ax Bet (2,00 e Ax B, f((1,1)) =2 = f((2,0)), ainsi, f n’est
pas injective. Donc, f n’est pas nécessairement injective. Mais elle peut aussi I’étre, par exemple
dans le cas A = {2,3}, B = {-1,3}.

6. Supposons que 0 € B. Soit a € A, alorsa = a+ 0 aveca € A et 0 € B, ainsi, a € A + B, on a donc

montré que A c A+ B.

7. Posons A = R¥ et B = R*. Montrons que A < A+ B. Soit x € A = R¥, posons alors a = g eR¥=A

et bzgeRj = B de sorte que z = a+be A+ B. Il en découle que A = A+ B. Cependant 0 ¢ B.
ainsi implication «Ac A+ B = 0€ B» est fausse.

1. En fait, on aurait pu rédiger par contraposé et montrer que «A + B # (J => B # J».
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8. Montrons un résultat utile pour la suite : soit x et y deux réels. Définissons 1’ensemble

E={te+(1—-t)y|te[0;1]}

Alors E est égal au segment [z;y] si # < y et au segment? [y;x] si y < 2. Supposons x < y. Soit
z € E alors il existe t € [0;1] tel que z = tx + (1 — t)y, alors

z—zx = (t—1lz+(1Q1—-t)y=1—-t)(y—z) =0
y—z = —ter+ty=tly—z)=0

Ainsi, x < z et z < y, ce qui montre que z € [z;y]. Donc E < [z;y] Réciproquent, supposons que
€lx 7y]. si x =y, alors z = x = y et donc posons t = 0 de sorte que z =tz + (1 —t)ye E. six < y,

alors on pose ¢ = Y= 2 ¢ [0;1] il en découle que

y—x

ta:—i—(l—t)y:y_szrZ_xy:z
y—x y—x

donc z € E, il en découle que [z;y]| < E. On a ainsi montré que [z;y ] = E. On montrerait de méme
que [y;x] = E si jamais y < x

Supposons que A et B sont des intervalles de R. si A = ¢J ou B = ¢ alors A+ B = & (d’apres
la question 2d). Supposons A # J et B # . Montrons que A + B est un intervalle de R. Soit
(z,2') € (A + B)% Supposons x < z’ et prenons z € [z;2’] alors il existe (a,b) € A x B tel que
x = a+b, il existe aussi (a’,b) € A x B tel que 2’ = a’ + V. D’apres le résultat que ’'on a montré il
existe t € [0;1] tel que z = tx + (1 — t)2’. Ainsi,

z=tla+b)+(1—t)(d +b)=ta+ (1 —t)d +tb+ (1 —-t)¥

Ainsi, ta + (1 — t)a’ € [a;d'] (ou [@';a]) dans tous les cas comme A est un intervalle et que a et
a’ sont dans A, on en déduit que ta + (1 —t)a’ € A. De méme, tb + (1 — t)b/ € B, ceci montre que
z € A+ B. On a donc montré que [z;2'] ¢ A+ B. D’apres la caractérisation des intervalles, ceci

montre que A + B est un intervalle de R.

Des ordres embétants... probléme tyrannique (combattez la tyrannie)
Calculs préliminaires
1. Fixons (a,b,c) € R?, alors

Vo € R* g+bx+c:a(1+x2)+(bm+c)x:$2(a+b)+cx+a
x

1+ 22 z(1 + x2) z(1 4+ 22)
Posons alors a =1, ¢ = 0 et b = —1, de sorte que pour tout x > 0
a+bx+ci$2(1+(—1))+0$+17 1
r o 1+a2 z(1 + 2?) ~x(l+22)
1 1 1 2 1
2. Comme pour tout x > 0, 2@ D) =_"3% Txx? on en déduit que x — In(z) — 3 In(1 + 2?) est

une primitive de f sur I.
2

T 1
3. On pose u: z — 5 et v = In, alors (u,v) € €1(I,R)? de sorte que u': z — x et v': x — —. Par
x
intégration par parties :

Jztln(t) dt = [ln ] fﬂ at =2 1;( 7) —"’f
1

Ainsi, z — §ac2 In(z) — ZxQ est une primitive de g sur 1.

2. De fagon a toujours mettre la borne supérieure du segment a droite et la plus petite & gauche.
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3

x
4. On pose u: ¢ +— = — — et v = In, alors (u,v) € €1 (I,R)? de sorte que v': x +— 1 — 2% et v': 7 — —.
x
Par intégration par parties :

f(l—#)ln(t)dtz [(t—t;) 1n(t)r_r <t_1§’> %dt: (x_a;?’) 1n(g;)_g;+9f;

3 3
x x
Ainsi, z — (x - 3) In(z) —z + 9 est une primitive de h sur I.

Résolution de I’équation homogene

5.y :x—1lety”: x— 0, ainsi pour tout x € I,

2 2 2 2
V@) - —0-

/
+
1+ 227 (=) 1+x
Ainsi, y:  — 1 est bien solution de (H).

6. Par quotient, z est deux fois dérivable et pour tout z € I :
o y(z) = z2(z)
e Y(2) = 2(x) + 27/ (x)
o ' (x) =22/ (x) + 22" (x)

Ainsi
2 2 2 2
V(@) T (@) b () = 22) + a2 () T (a(a) + a2 (2) + 1 (2(a)

= x"'(x) + 2 (x) (2 22° +2x0
B 1+ 22
= o) @)+ )
= z(z)(x)+ 2z (T 1+ 22

Ainsi, y est solution de (H) ssi 2’ solution de zu' + u = 0.

1+ a2
Remarque 1. On est donc passé d’une équation du second ordre qu’on ne savait pas résoudre a une
équation du premier ordre que I'on sait résoudre.

7. (E') est équivalente a u’ + u = 0 sur /. En utilisant le résultat de la question 2, les solutions

z(1 + x2)
de (E’) sont exactement les fonctions

R Ce—2(ln(1‘)—%ln(1+x2)) _ % % (1 + 1'2) _ C(l + (L'_Z)

avec C € R.

8. D’apres les deux questions précédentes, y est solution de (H) ssi z': 2 +— C(1 + 272) avec C € R ssi
z:x— C(r— é) + D avec (C, D) e R? ssiy: x — C(22—1) + Dx avec (C, D) € R?. Ainsi, les solutions
de (H) sont exactement les fonctions x — C(2? — 1) + Dz avec (C, D) € R2.

Résolution de I’équation (E)
9. e yhrzaN(z)+ ANax) + i (2) (2% = 1) + 2zp(z) = Mz) + 22p(7)
o yp: @ = N(x) + 2u(z) + 22/ (z)
10. Soit z e I
2z 2
yp(z) — myﬁﬁ(@ + T+ 2P

= (N(z) +2u(@) + 224/ (2))

()

(@) + 201(2)) + —— (A () + (2 — D)

14 a2 1+ a2
4 2(x? — 1) 2x 2z
= X 2z 2— A —
() + az,u(x)—k,u(az)( 1+x2+ 1+ 22 >+ (x)< 1+x2+1+x2)

= N(z)+ 2z4/(z)

Ainsi, yp est solution de (E) ssi pour tout z € I, N (x) + 2zp/(z) = (22 + 1) In(x).
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11. Ainsi, on cherche A et p tel que pour tout = € 1

N(z) + 2zp/ () = (22 +1)In(2) — N(z) 42z () = (22 +1)In(x)
N (z)+ (22 - Dp'(z) = 0 Ly—Ly—zL; (=22 -/ (z) = —x(2®+1)In(z)
— N(z)+ 2z () = (22 +1)In(x)
() zln(x)
N() = (1—2?)In(x)
Lleﬁ%:Lg { w(z) = xzln(x)
3 3 2 2
12. Ainsi, en utilisant les questions 3 et 4, on pose A: x — (:z — % ln(x)—x+% et p: x — * 1121(30) —%,

on obtient que
3 3 21 2
yp: :z»—»:c[(x—xg) ln(a:)—x—i-xg} + (22— 1) [1:121(@_3;}

est une solution particuliere de (F). Apres regroupement des termes :

zt 2P 35 5 4
yp.x'—><6—2>ln(a:)—4x ~ 3%

Remarque 2. On remarque que I'on a trouvé une solution particuliere grace a une méthode de la
variation des constantes® : les solutions de 1’équation homogene sont de la forme z + C(22 — 1) + Dx
et on a cherché une solution particuliere en remplacant C' et D par deux fonctions :

yp: &= p()(z® — 1) + A(x)z

13. L’ensemble des solutions de (E) est donc :

4 2
fom (5 -5 @) - 202 - 2ot 06— 1)+ Dol €. D) e 2

3. Car il y a deux constantes & ’ordre 2 et non une contrairement & ’ordre 1
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