
DS3

25 Novembre 2023

La calculatrice est interdite. L’usage de tout document est interdit. La rigueur, le soin, la présentation seront
fortement pris en compte dans la notation. Les résultats de chaque question seront encadrés. Vous pouvez
faire les exercices dans l’ordre qui vous plaît, mais veuillez bien indiquer le numéro de l’exercice.
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Calculs en vrac... exercice écolo

1. Déterminer l’ensemble D sur lequel f : x ÞÑ arcsinpe xq est dérivable et dériver-la.
2. Montrer que f réalise une bijection de D vers un intervalle à préciser. Déterminer l’expression explicite

de f´1.
3. Soit n P N˚. Déterminer les racines n-ièmes de 1 ´ i.
4. Soit n P N˚ et x P C. Calculer

ř

1ďiďjďn
xi`j .

5. Soit punqn une suite arithmétique de raison 3 telle que u10 “ 5. Calculer
n
ř

k“4
uk pour un entier n ě 4.

6. Soit un entier n ě 2, calculer
n
ř

k“2

`

n
k

˘

2k`1.

7. Soit n P N. Calculer Sn “
n
ř

k“1

`

arctanpk2q ´ arctanpk2 ` 2k ` 1q
˘

.

8. À l’aide d’un changement de variable, calculer
ż 4

1

dx
?

xpx ` 11
?

x ` 30q
.

9. Résoudre le système

$

&

%

5x ´ 2y ` 3z “ 10
4x ` y ` 5z “ 21
4x ` 3y ` 7z “ 31

.

10. À l’aide de l’algorithme d’Euclide, calculer le PGCD de 306 et 234.

11. Résoudre le problème de Cauchy sur R˚
` :

$

&

%

y1 ´
2
x

y “ ´x2 sinpxq

yp
π

2 q “ 3
.

12. Soit pθ, φq P R2 et n P N. Calculer
n
ř

k“0
cospkθ ` φq

13. Soit g : x ÞÑ arctanpx2q définie sur R. La fonction g est-elle injective ?

14. Calculer gpRq et g´1
´”

0 ; π

4

ı¯

où g est la fonction définie à la question précédente.

Allons ensembles de la partie... exercice nationale

1. Soient E et F deux ensembles. Recopiez et complétez l’équivalence : F P PpEq ðñ .

Soient A P PpRq et B P PpRq. On définit un nouvel ensemble A ` B par compréhension :

A ` B “ tx P R tel que Da P A Db P B x “ a ` bu

2. Déterminer l’ensemble A ` B dans les cas suivants :
(a) A “ t2u et B “ t3u.
(b) A “ t2, 3u et B “ t´1, 3u.
(c) A quelconque et B “ H.
(d) A ‰ H et B “ R
(e) A “ R` et B “ R´.

On justifiera tous les cas sauf les cas (a) et (b).
3. Soient pA, A1, B, B1q P PpRq4 montrer que

pA Ă A1 et B Ă B1q ùñ A ` B Ă A1 ` B1

4. Soient pA, A1, Bq P PpRq3, montrer que

pA Y A1q ` B “ pA ` Bq Y pA1 ` Bq
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5. Soit pA, Bq P PpRq2 avec A ‰ H et B ‰ H. On pose f :
#

A ˆ B ÝÑ A ` B

pa, bq ÞÝÑ a ` b
. La fonction f est-elle

nécessairement surjective ? injective ? On justifiera ses réponses.
6. Soit pA, Bq P PpRq2 avec A ‰ H. Montrer que 0 P B ùñ A Ă A ` B

7. La réciproque de la question précédente est-elle vraie ?
8. Question bonus : si A et B sont des intervalles de R, est-ce que A ` B est un intervalle de R ?

Des ordres embêtants... problème tyrannique (combattez la tyrannie)

On s’intéresse à la résolution sur I “ s 0 ; `8 r de l’équation différentielle d’ordre 2.

y2 ´
2x

1 ` x2 y1 `
2

1 ` x2 y “ p1 ` x2q lnpxq pEq

On note pHq l’équation homogène associée. On remarque que cette équation différentielle n’est pas à coeffi-
cients constants, on ne peut donc pas résoudre l’équation homogène avec les résultats du cours.

Calculs préliminaires

1. Montrer qu’il existe pa, b, cq P R3 tel que

@x P R˚
`

1
xpx2 ` 1q

“
a

x
`

bx ` c

1 ` x2

2. En déduire une primitive de f : x ÞÑ
1

xpx2 ` 1q
sur I.

3. Déterminer une primitive de g : x ÞÑ x lnpxq sur I.
4. Déterminer une primitive de h : x ÞÑ p1 ´ x2q lnpxq sur I.

Résolution de l’équation homogène

5. Montrer que y : x ÞÑ x est solution de pHq.

6. Soit y : I Ñ R deux fois dérivable, on pose z : x ÞÑ
ypxq

x
sur I. Montrer que y est solution de pHq si et

seulement si z1 est solution de l’équation différentielle xu1 `
2

1 ` x2 u “ 0. pE1q.

7. Résoudre pE1q

8. Déterminer l’ensemble des solutions de pHq.

Résolution de l’équation pEq

On cherche une solution particulière de pEq sous la forme yP : x ÞÑ xλpxq ` µpxqpx2 ´ 1q où λ et µ sont deux
fonctions deux fois dérivables sur I vérifiant

@x P I xλ1pxq ` px2 ´ 1qµ1pxq “ 0

9. Exprimer y1
P et y2

P en fonction de λ et µ.
10. Montrer que yP est solution de pEq si et seulement si

@x P I λ1pxq ` 2xµ1pxq “ px2 ` 1q lnpxq

11. Déterminer λ1 et µ1.
12. En déduire une solution particulière de pEq.
13. Déterminer l’ensemble des solutions de pEq.
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