Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.

Correction de I’exercice 3. 1. Soit (6,60") € R?. Alors,

rore = (G ety) * (Snto) oty
_ (I)ns((H)) cos(#') — sin(0) sin(0 i — cos( )) sin(#") — sin () cos(9’)>
(
(

28

/

Q

cos(0') + cos(8) sin(0') —sin(f)sin(f’) + cos(6) cos(0")

_ [cos(@+6") —sin(d+0) _ R
~ \sin(@+6) cos(6+6) o+

2. D’apres ce qui précede, Rg? = RyRp = Ry 9 = Roy, Ry = Ry?>Ry = RypRy = Rog. 9 = R3p. On pose alors
Ihypothese de récurrence &(n) : «Rp" = Ryp».
e Pour n =0, Ryp = Ry = I = Rg". Ainsi, 22(0) est vérifiée.
e Soit n € N. Supposons &(n) vraie, alors

Ry"™" = Ry x Ry™ = RgRng = Ry1np = Rns1)o
Donc & (n + 1) est vraie.

e En conclusion, par récurrence, pour tout n € N, Ry" = R,y.

3. On constate que Rg x R_g = Rg_9g = Ry = s et que R g Xx Rig = R 9,9 = Ry = I». Ainsi, Ry est
inversible et Ry~ = R_g.

4. Soit (z,2') € R%. Alors,

~ (ch(z) sh(z) y ch(z") sh(a’)
HeHyr = (sh(x) Ch(a;)> (sh(x’) ch(a:’))
_ (ch(a;)ch(m’) + sh(x)sh(z’) ch(z)sh(a’) + sh(a:)ch(x’))
sh(z)ch(a’) + ch(z)sh(z’) sh(x)sh(z’) + ch(z)ch(z’)

ch(z)ch(z’) + sh(z)sh(z') =

4
etz | 9o —z—'
- T A
T —z A r -z 2 !
ch(w)sh(a’) + sh(p)eh(e) — (HNET o) Hlefmer et tert)
2T+ _ 9o —z—7
- = ° = sh(z + 2)

4
o _ (ch(z+2') sh(z+2))
A1n817 H.THw’ - (Sh(.’lf + x/) Ch(CC + Jfl) - x4’
On pose 'hypothese de récurrence & (n) : « H," = Hpy».
e Pour n =0, H,, = Hy = I, = H,". Ainsi, 2(0) est vérifiée.
e Soit n € N. Supposons & (n) vraie, alors

HwnJrl = Hx X Hxn = Hanz = Hm-‘rnx = H(nJrl):t
Donc #(n + 1) est vraie.

e Par récurrence, pour tout n e N, H," = H,,;.
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De plus, H,H_, = et(-z) = Ho = Ir et H ;Hy = H_y4, = Ho = I, ainsi H, est inversible et
H, '=H_,.

Correction de ’exercice 4. 1. A" € .#),,(R), ainsi, par produit, B € .#,,(R). Soit i € [ 1;n],

P P
B;; = Z A A = Z A2 =0
k=1 k=1
2. BT = (AAT)T = (AT)TAT = AAT = B, ainsi B est symétrique.

3. Supposons B antisymétrique. Alors BT = B (B symétrique d’aprés la question 2), B = —B (B est
antisymétrique par hypothese), ainsi B = —B donc 2B = 0,,, en multipliant par 1/2, on obtient B = 0,,.

, p
Donc !, pour tout i € [1;n], Bi; = >, AMQ = 0, mais si une somme de réels positifs est nul, alors
k=1
tous les termes sont nuls. Ainsi, pour tout k € [[1;p], Ai,k2 = 0. Par conséquent, pour tout, (i,7) €
[1;n] x[[1;p], Ai; = 0. Des lors, la matrice A est nulle.
4. Prenons A = ( 1 i), alors B = AAT = 05 est bien antisymétrique. Néanmoins, A n’est pas la matrice

nulle.
Correction de ’exercice 5.

Correction de ’exercice 6. 1. On pose Z(p) : «APB = BAPy». Pour p =0, APB =1, x B=B x I, =
B x A, Ainsi, Z(0) est vraie. Soit p € N, supposons, Z(p) vraie. Alors,

APTIB — (A x AP)B = A x (APB) = A x (BAP) = (AB)AP = BA x AP = BAP*!

Ceci montre, que & (p + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout p € N, APB = BPA.
2. On pose Z(p) : «(AB)P = APBPy». Pour p = 0, (AB)? = I, = I, x I, = A’BY. Ainsi, 2(0) est vraie. Soit
p € N, supposons, & (p) vraie. Alors,
(AB)P*! = (AB)P(AB) = APBP(AB) = AP(BPA)B = AP(ABP)B = APT1prt!

(o on a utilisé le résultat de la question précédente, pour affirmer que BPA = ABP) Ceci montre, que
P(p+ 1) est vraie. Par récurrence, pour tout p € N, (AB)P = APBP.

Correction de ’exercice 7. Comme A est nilpotente, il existe p € N tel que AP = 0,, de méme, il existe g € N
tel que BP = 0,

1. D’apres l'exercice précédent, (AB)P = APBP = 0, x BP = 0,. Par conséquence, AB est une matrice
nilpotente *

2. Comme A et B commutent, on peut utiliser la formule du binéme de Newton :

pt+q—1 p—1 pt+qg—1
A+B p+q—1 _ <p +q— 1)AkBp+q—1—k _ (p +q - 1) AkBp+q—1—k+ <p +q - 1)AkBp+q—1—k
(A+B) kz_jo . ;O ! kz_;) :
Remarquons que, dans la seconde somme, comme k > p, ainsi, A¥ = 0,,, ainsi la seconde somme est nulle.
Quant & la premiére somme, remarquons que, comme p+q—1—k > p+q—1—(p—1) = ¢, BPT971=F =0,

ainsi la premiére somme est nulle. Dés lors, On obtient que (A 4+ B)P*9~! = (,,. Ceci prouve que A + B

est nilpotente.

Correction de ’exercice 8.

Correction de ’exercice 9.

1. Attention, si AAT = 0,, on ne peut pas en déduire directement que A = 0, ou AT = 0.
2. Ici, il n’était pas nécessaire que B soit nilpotente.
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Correction de I’exercice 10. 1. Posons I'hypotheése de récurrence & (p) : «il existe a et 5 tel que AP =
aA+BI,». Comme A° = I, = 0A+11,,, 2(0) est vraie. Soit p € N, supposons Z(p) vraie : AP = a A+ I,
avec (a, B) € R%. Alors,

AP = A(AP) = A(aA + BI,) = aA? + BA = a(aA +bI,) + BA = (aa + B)A + bal,

Ainsi, Z(p + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout p € N, AP est bien une combinaison linéaire de A
et I,.

2. Supposons b # 0, alors A2 — aA = bl,,. Donc

1 a 1 a

1 a
Ceci montre que A est inversible et que A™! = —A — Eln' Ainsi, A~! est bien une combinaison linéaire

b
de A et de I,,.
Correction de ’exercice 11. 1. X' € # ,(K) et AX € #,,1(K), par produit X "AX € .41 1(K).

2. Comme X "AX est une matrice de taille (1, 1), c’est une matrice symétrique, ainsi :
XTAX = (XTAX)T = XTAT(XT)T = XT(-4)X = —(XTAX)
Ainsi, 2XTAX =0 donc XTAX = 0.
Correction de ’exercice 12.

Correction de ’exercice 13. Supposons que A soit inversible, alors, comme AB = 0,,, on multiplie par A~
& gauche et on obtient A™'(AB) = A~'0,. Par associativité du produit matriciel, on obtient (A~'A)B = 0,
finalement I,,B = 0, dés lors, B = 0,, ce qui est absurde. On a donc démontré que A n’est pas inversible.

Correction de ’exercice 14. 1. Comme A et I,, commutent :
p—1 p—1
I, — AP = I,P — AP = (I,, — A) Z AP, p=1=F — (1, — A) 2 AF
k=0 k=0

2. Si N est nilpotente d’ordre p, alors en utilisant ce qui précede :
p—1

(In—=N) Y N* = I, = NP = I, - 0, = I,
k=0

p—1
Ceci montre que I,, — N est inversible et que (I, — N)~! = 3 NF.
k=0

0 -2 -3 0 0 8
3.0Onpose N=10 0 —4 | ,alors N2= [0 0 0]et N? = 03. Ainsi, N est nilpotente d’indice 3,
0 0 O 0 00
1 -2 5
d’apres la question précédente, I, — N = P est inversibleet P"1 = I3+ N+ N2= [0 1 —4
0 0 1

Correction de 1’exercice 15.

b) . Calculons

Correction de ’exercice 16. La matrice X est nécessairement dans .#>(C). On pose X = <Z d

X2 _ox — a’?+bc ad+ bd o (@ b\ _ a?—2a+bc (a+d—2)b
ac+cd be+ d? c d (a+d—2)c bc+d*—2d

X2 _-2X:
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Or deux matrices sont égales si et seulement si elles ont les mémes coefficients, ainsi :

a?—2a+bc = -1
2 oy (-1 0 (a+d—2b = 0
X 2X_<6 3] 7 Ya+d—2c = 6
be + d? — 2d 3

Remarquons a + d — 2 = 0 est impossible & cause de L3, ainsi :

a?—2a+1 =
5 oy (-1 0 b
X 2X_<6 3] T Ya+d—2)c =
d>—-2d—-3 =

Il
oo oo
—
IS
_l’_
L
|
)
SN—
3
]|
S OO

d = —1lou3l

>
|
O =

(d—1)c = 6
d = —loul

. 1 0 10
On a donc deux solutions : X = <_3 _1> et X = <3 3)

Correction de ’exercice 17. 1. Supposons X? = A, alors AX = X?X = X3 tandis que XA = XX? =
X3, ainsi AX = XA.

a b c
2. Ecrivons X = [ d e f |, alors :
g h 1
a+g b+ h c+1 a 4b a+2b+ 16¢
AX = XA — 4d+2g 4e+2h 4f+2i|=|d 4e d+2e+16f
16g 16h 167 g 4h g+ 2h+ 168
— a+ 16¢ = c+1
2e + 16f = 4f +2i

En particulier, si AX = XA, alors g=h =d=>5b=0, il y a donc au moins quatre coefficients de X qui
sont nuls et donc au plus cing qui sont non nuls.

a 0 c a? 0 cla+1)
3. On va donc directement chercher X sous la forme X = [0 e f | Ainsi, X2 = [0 €2 f(e+1i) ]
00 i 0 o0 i
Ainsi,
a? = 1
e? =
X?=4 = ¢ = 16
cla+i) = 1
fle+i) —

Par conséquent, a chaque fois a, e et i ont deux valeurs possibles, de plus, une fois les valeurs de a, e et i
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fixés, on trouve des valeurs uniques pour c et f. Ainsi, les solutions sont :

1 1
- 1 1
1 O 5 —1 O — 0 - 1 0 _
i t 5 3
0 2 3 0 2 3 0 -2 1 0 2 -1
00 4 0 0 4 0 0 4 0 0 —4
1 1 1
_z 1
L0 :1,) -1 0 —¢ -1 0 -1 0 —§
0 -2 —= 0 2 -1 0 -2 1 0 -2 —=
3 0 0 4 3
0 0 —4 0 0 -4 0o 0 -4
Correction de ’exercice 18. 1. Le produit AX,, est possible que si le nombre de colonnes de A est égale

au nombre de ligne de X,,. Ainsi, il est nécessaire que A est deux colonnes. Dans ce cas, la matrice AX,,
aura autant de lignes que A et autant de colonnes que X,,. Or, on cherche a ce que AX,, ait 2 lignes, si on
veut que AX,, = X,,+1. Dés lors, il est nécessaire que A ait deux lignes et deux colonnes. Bref cherchons

A= <CCL b> € #>(R). Alors, on obtient :

d
a b Up\ [ aup + by,
AXn = (c d) (vn> N (cun +dvn>

2 N 1
— -
x _ <un+1> (33T
U S+ Sv
37" 3"
. 1 1
Ainsi, on cherche a, b, ¢ et d tel que au, + bv, = §u" + gvn et cu, + dv, = §u” + gvn. On constate

1
alors que a = -, b = 3’ c = 3 et d = 3 conviennent. Ainsi, si A = , alors pour tout n € N,

Wl Do
Wl Wl

WD W[ =

AXn = Xn+1-

2. Posons comme hypothese de récurrence & (n) : «X, = A"Xop». Pour n = 0, A" Xy = I3Xy = Xp. Ainsi,
Z(0) est vraie. Soit n € N. Supposons #(n) vraie. Alors,

Xp41 = AX, = A(A"X() = (A x A") x Xy = A" X,

Ce qui prouve que & (n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N, X,, = A" X,.
3. ¢« JV=1

11
'J:<1 1>
2 2
2 _
oJ—<2 2>—2J.

o B=J xJ=(2])xJ=2J2=4J.

o Jh=J3xJ=(4J)x J=8J.

On conjecture, pour n € N* que Z(n) : «J® = 2"~ L]y, Alors, #(1) est vraie. Soit n € N*. Supposons
A (n) vraie, alors

JTL+1 — Jn % J — (27),71{]) % J — 2n71J2 _ 2%712{] — 2(n+1)71<]

Des lors, 2 (n + 1) est vraie. Ceci démontre que pour tout n € N*, J? = 2"~1 ], En outre, J* = I5.
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1
4. Remarquons que A = §I 2+ §J . Comme §I 2 est une matrice scalaire elle commute avec toutes les matrices,

en particulier, avec §J . On peut alors appliquer la formule du binéme de Newton :

1 TN &/ /1. \"" /1N &/ 1
A" = (ZL+-J) = ~I ~J| = — —J’“
( 2 " ) =0 <k> (3 2) * (3 ) kz_:() (k> 3n_k 3k

3 3 h

~/n\ 1 1 1 & 1 1 ~/n
= —Jk= 1 DL G— ok n=k | g
(k>3" 3n 2+x3”2(k> 32T g3 (Z:l(k>

k=0 k=1 k=
1 N 1 1 1
1 1 1 1 1 2 2x3" 2 2x3"
= —I 2+1)"=1)J = —1 J =
bt (24 1) - 1)) 3n2+(2 2X3n> T
2 2x3" 2 2x3"
5. Soit n € N. D’apres les questions précédentes on obtient :
1 N 1 3 1
Up\ _anv. |2 2x3n 2 2x3n
<vn)X"AX0 1 1 ) 3, 1
2 2x3" 2 2 x 3"
O insi tré tout n e N t 3 1
n a ainsi montré que pour tout n Up = = — et v, = =
auep U Ty T g T T o
Correction de I’exercice 19.
Correction de I’exercice 20. 1. Soit M une matrice qui commute avec D. Pour tout (i,j) € [1;n]?,

(DM)Z‘J' = (MD)Z‘J', soit

n n
Z D; i My,; = 2 M; Dy
k=1

Comme D est diagonale, D; , = 0 si k # i, ainsi, D;;M; j = M; ;D; ;, par conséquent, M; ;(d; — d;) = 0.
Ainsi, si on prend i # j, di—d; # 0 (par hypothese sur les coefficients diagonaux de D), donc M; ; = 0 pour
1 # j. Ceci montre que M est une matrice diagonale. Réciproquement, si M est une matrice diagonale,
alors M et D commutent. Ainsi, I’ensemble des matrices de .#;,(K) qui commutent avec D est I'ensemble
des matrices diagonales.

2. Si tous les d; sont égaux, alors D = A, avec A € K| ainsi pour tout M € .#,(K),
DM = (M, )M =AM = M(\I,,) = MD
Dans ce cas la, I’ensemble des matrices qui commutent avec D est égale a .#,(K).

Correction de ’exercice 21. 1. Supposons que pour tout B € .#,(K), on ait AB = BA. Considérons
B =E.q0u (c,d)e[[1;n]? On a alors AE, 4 = E. 4A. Fixons (i,7) € [ 1;n]? et calculons le coefficient
a la i-ieme ligne et la j-iéme colonne de ce produit matriciel, on a donc

Z Ai g (Op,c0a,5) = Z (04,c0d.1) Ak j
et =1

Comme 03 . = 0si k # c et que 04 = 0 dés que k # d, on en déduit
Ai,c(sqcéd,j = 6i,c5d,dAd,j

Prenons alors i = c et j = d, on obtient A.. = A4 et ce pour tout (c,d) € [ 1;n [|. Prenons maintenant
Jj =deti+#c,onobtient, A; . = 0. Ainsi, A est une matrice dont tous les éléments diagonaux sont égaux
et tous les termes hors de la diagonale sont nuls. En notant A\ = A; 1, on a ainsi prouvé que A = AI,.
Réciproquement, supposons A = AI,,, alors pour tout B € ., (K),

AB = A,B=AB et BA=B(\,)=AB
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2. Supposons que A commutent seulement avec les matrices inversibles, alors pour (c,d) € [1;n]?, consi-
dérons B = I, + E. 4 (qui est une matrice inversible car triangulaire avec des coefficients diagonaux non
nuls), et on obtient AB = BA, soit :

A(In + Ec,d) =A+ AEc,d = (In + Ec7d)A =A+ Equ

En retirant A des deux cotés de 1’équation, on retrouve que AFE.q = E.4A et ceux pour tout (c,d) €
[1;n]?, ainsi en utilisant ce qui est fait précédemment, on montre qu’il existe A € K tel que A = \I,,.
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