Comme Neo, affrontez la matrice!

0 01 0 0
. @) N2=NxN=1[0 0 0|#03et N3=N2xN=1[0 0
000 0 0

matrice N est nilpotente d’indice trois.

(b) Soit t € R.

1 010
0lx |0 0O 1] =03, ainsi, la
0 0 0O

2

2 100 01 0) , /001 1t 5
E(t)=13+tN+5N2: 0 1 0f+¢|0 0 Lj+-000)=f0 1 ¢
0 01 0 00 0 00 0 0 1
1 10 50
(¢c) E(10) = |10 1 10 | est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont
0 0 1
non nuls, ainsi £(10) est une matrice inversible.
1 10 50 1 00
0 1 10 010
0 0 1 0 01
Ly« L—10L3
Ly«—L1—50L3
1 10 0 1 0 -50
0 1 0 0 1 -10
0 0 1 00 1

Ly — L1 —10Ly

100 1 —10 50
010 0 1 -10
001 0 0 1
1 —10 50
Ainsi, E(10)"'= [0 1 —10|= E(-10)
0 0 1

2. E(0) = I, + ON + £N? = I,
3. Soit (t,s) € R?

t2 2
E()E(s) (Ip LN + 2N2> <Ip +sN + 821\72)

52 52 12 12 t2 52
= Ip+sN+§N+tN+tNst+tN><5N+5N+5N2><SN+§N2><5N2
= Ip+(s+t)N+<$22th;+ts>N2+(85+t‘;2>]\73+52t2N‘l
(s +1t)?
2
(en effet, N3 =0, et N* = N3 x N =0, x N = 03)

4. Soit t € R, en utilisant la question précédente,

= I,+(s+t)N+ N2 40,40, =E(+s)

EME(—t) = E(t+ (—t)) = E(0) =1, et E

—
L
S~—
=
—~
o~
SN—
I
&
—
N
+
o~
SN—
I
&
—~
(=)
~—
I
e

Ceci prouve que FE(t) est une matrice inversible et E(t)~1 = E(—t)

5. Soit t € R. Pour tout n € N, on pose I'hypothese de récurrence, Z(n) : «E(t)" = E(tn)».
e Pour n =0, E(t)" = E(t)°? = I, et E(tn) = E(0) = I, ainsi, Z(0) est vraie.
e Soit n € N, supposons Z(n) vraie.

Et)"" = Et)"E(t) S E(nt)E(t) quest:ion , E(nt+t) = E((n+1)t)

Ainsi, Z(n + 1) est vraie.
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e Par récurrence, pour tout n € N, E(t)" = E(nt).
6. Soit (a,b,c) € R3. Supposons al, + bN + cN? = 0,,.
e En multipliant cette égalité par N2, il vient (aIp—i—bN—i—cN2)N2 = OpN2 soit aN2+bN3+cN* = 0,,,
1
comme N3 = N* = 0,,, on obtient aN? = 0,,, si @ # 0, alors en multipliant par —, il s’ensuit
a
que N2 = 0,, ce qui est absurde donc a = 0.
e Comme a = 0, bN + c¢N? = 0,, en multipliant par N, on obtient bN? + ¢N? = 0,, donc bN? = 0,,,
encore une fois, il en découle que b = 0.
e Comme a =b=0, cN? =0, et donc (bis repetita) c = 0.
Ainsi, on a montré que

Y(a,b,c) e R3 aly, +bN +cN?* =0, =a=b=c=0

2
7. Soit (t,s) € R?, supposons E(t) = E(s) donc I, + tN + %Nz =1, +sN + %Ng donc

t?2 — 52
(1—1)Ip+(t—s)N+< 5 >N2=0p

2 2

en appliquant la question précédenteaa=1—1,b=t—set c= , on obtient que b =t—s =0,
ainsi t = s. Par conséquent, F est injective.

Pour tout t € R, E(t) est inversible et 0, € .#,(K) n’est pas inversible. Ainsi, pour tout t € R,
E(t) # 0,. Par conséquent, 0, est une matrice de .#,(R) qui n’a pas d’antécédent par la fonction E.
La fonction E n’est pas surjective.

8. Comme N et N commutent par la formule du binéme de Newton :

M® = (N+ Ny
_ (5 5 4% 5 3 N2 5 A2 w3 5 4 g5 _
= <0> N +<1> N N+<2> N° N —|—<3>N N° + 4 N N° 4+ N’ =0,

—0p =0, =0, =0p —0p =0,

9. e Comme N et N commutent par la formule du binéme de Newton
0, = (N + N)* = N* + 3N?N + 3NN? + N3 = 3(N?N + NN?)

On en déduit que N2N + NN? = 0p.
e De méme,
0, = (N + N)* = N* + 4N®N + 6N*N? + ANN? + N* = 6N?N?

On en déduit que N2N2 = 0,,.

Soit t e R
= t? 2 Y t2~2
E(t)E(t) = Ip+tN+§N Ip+tN+§N
\7 t2 2 \7 \72 t3 2 A7 \72 t4 2 n72
= Ip+t(N+N)+§(N +2NN+N)+§(N N+NN)+Z(NN)
- 2 -
- Ip+t(N+N)+§(N+N)2+On+0n=F(t)

10. Comme A € E(R), il existe t € R tel que A = E(t). Posons R = E(t/2), en utilisant la question 5,

R2=E<;>2:E<2x;>:E(t)=A

On a ainsi trouvé une matrice R € .#,(K) telle que R? = A.
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Polynomes de pierres en Suisse
Soit n € N. Pour k € [0;n]], on pose By, = (})X*(1 — X) .

n n—1
1. «Sik=0,By,=(1-X)"= > ()(=X)F1"F = (-1)"X" + > (})(—X)* est un polynéme de
k=0

degré n de coefficient dominant (—1)" et 1 est la seule racine et sa multiplicité vaut n.

e Sik=mn, B, = X" est un polynéme de degré n de coefficient dominant 1, 0 est sa seule racine et
sa multiplicité vaut n.

e Sike[[1l;n—1], alors

d°Bpj =d°X "1 - X)"F =X +ad° 1 - X)" P =k+(n—k)=n
De plus,
Bn,k _ <Z) Xk(_l)nfk(X _ 1)nfk _ (Z) (_1)nfk(X . O)k(X . 1)nfk

Ainsi, By, ), est scindé dans R[X]. Le coefficient dominant vaut (})(—1)""%, B, a deux racines 0
de multiplicité k et 1 de multiplicité n — k.

2. Soit n € N, d’apres la formule du binéme de Newton

Zn: Bux = i (Z)X’“(l — X hF (X (1-X)"=1"=1
k=0

k=0

3. Soit n € N, k € [0;n] et & € [0;1], ainsi, 1 —2 > 0, dés lors, By (z) = (})a"(1 — )" est
le produit de trois nombres positifs, donc By, () = 0. De plus, comme pour tout j, By j(x) = 0,

n
By ip(x) < Y By j(x) = 1. Ainsi, on a montré que 0 < By, () < 1.
j=0

4. Soit on reconnait directement la formule du maire, soit on recalcule :

k(Z) - "ﬁa(nni ol = 1)!((7(?—_1;)i k—1)) ”(Z i} D

5. En retirant le terme pour k£ = 0 (qui est nul), en utilisant la question précédente, puis un changement
d’indice, on reconnait une formule du binéme de Newton :

é{) Wi = i k<:> X -0 né <Z: DXk(l - X))t

_ o (=1 it oy \n—1—i _ o (n-1 i1 yyn—1—i
= nZ( . >X (1—X) _nX;O S )xa-x)

= aXX+(1-X)"!l=nXx

6. Soit ke [2;n]), alors

n> n! n! (n —2)!

k(k_1)<k = M T Gk " Y G i 2 - = 2)!

_ n(n—l)(Z:§>

Ainsi, en procédant de méme qu’a la question 5 :

n

k(k—1)B,, = k- (™M) xR0 x = S - (" ) xb - x)
DB = S ()X = S (7))

k=0 k=2

n(n—1) 722 <n N 2)X"”(l _ X2

7

N (" N 2) Xi(1 - x)n2i

i—o \ !
= an-DX’X+(1-X)"?=n(n-1)X?

I
=
S
|
=
>

no
]

1. Cette formule sera appelée formule du maire et de son adjoint.
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De plus, par linéarité de la somme :

n

ikQ Zn] k—1)Bug +kBny) = Z k—1) nk+Zank—n(n—1)X2+nX
= k=0 k=0 k=0

7. Soit ne N* et ke [1;n—1], By = (})X"(1 — X)"* par dérivation d'un produit et en utilisant la
formule du maire,

k= (Z) EXFL(1— x)nF — <n ﬁ k> (n— k) X*(1 — X))k
KT IR

= nBy_1 k-1 —nBy_1k

8. On raisonne par l’absurde : on suppose qu’il existe k € [0;n ] tel que oy, # 0. Ainsi, en définissant un
ensemble par E = {ke [[0;n ] | o # 0}, E est un ensemble fini non vide. Par conséquent, E admet
un minimum.

n

9. Comme ko = min(E), pour tout k € [0;ko — 1], oy = 0, ainsi comme > B, = 0, on en déduit

k=0

n
que », oBp i =0, en isolant le premier terme et en divisant par ag, # 0, on obtient

k=ko

—1 - -1 <& n _
Bn,ko = 2 aank—— Z k<k>Xk(1—X)nk

ko pfo+1 ko o1
Xko+l n

= — ) %(Z)X’“’“Ol(l—)()"k

Qo il

On en déduit que (X — O)kOJrl divise By, j, ainsi la multiplicité de 0 dans B,, i, est supérieure ou égale
a ko + 1. Or, elle vaut ky d’aprés la question 1. On obtient donc une contradiction. Par conséquent,
pour tout k€ [0;n], ax = 0.

10. Soit (P, Q) € R, [X]Z, supposons ®(P) = &(Q), alors par linéarité de la somme,

- k k
3 (r(a) -0 (5)) e
= n n
d’apreés la question précédente, pour tout k € [0;n], P(k/n) = Q(k/n), ainsi P et @ sont deux

polynémes de R, [X] qui coincident au moins en n + 1 réels, donc P = Q. Par conséquent, ® est
injective.

Suites a Babylone

On pose pg = qo = 1 et pour tout n € N, ppy1 = Pn + 2¢n €t Gni1 = Pn + qn-

1. Pour n € N, on pose Z(n) : «(pn,qn) € N2 et 1 < q,, < ppr.
e Comme py = go = 1, Z(0) est vraie.
e Soit n € N, supposons & (n) vraie, alors p,+1 = pn + 2¢, est la somme de deux entiers naturels
donc pp11 € N, de méme gn+1 €N, gni1 = pn + qn = ¢ = 1, de plus, pri1 — gny1 = gn = 0, donce
Pntl = Gn+1, des lors & (n + 1) est vraie.
e Par récurrence, pour tout n € N, (p,, q,) € N> et 1 < g, < pn
2. Soit n e N,
Pn+1 Dnt+ 2qn _ UpQn + 2qn _ up + 2

u 1= = = =
nr dn+1 Pn + dn UnQdn + dn qn#0 Un + 1

3. Soit n e N,
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Un+1 — \/§| =

un+2—\/§(un+1)): un(1 —v/2) +2 — /2|

un—|—2_\/§’_

up + 1 up +1 |1+ up|
_ |(1—\/§)(un—\/§)’ _ 11— V2| X |up — V2| _ (V2 —1) x |u, — V2|
11+ wy| |1+ up |1+ wp|
2—-1
De plus, u, = Pn > Pn _ 1, donc |1 + up| = 1+ uy, = 2, ainsi |ups1 — V2| < V2 [ty — /2.

qn Pn 2
2-1\"
Posons, pour n € N, Z(n) : «|u, — /2| < <\[ ) luo — /2.

2
2-1\"
Q) lug — /2| = Jug — V2| = |ug — V2|, ainsi Z(0) est vraie.

e Soit n € N, supposons &(n) vraie, alors

n n+1
s = V2] < 2, - va < 221 (“il) g — V3] = <ﬁ1) NG

e Pour n =0,

2

Des lors, Z(n + 1) est vraie.
e Par récurrence, pour tout n € N, & (n) est vraie.
4. Pour tout n € N, d’apres les propriétés sur la valeur absolue :

V2 - <\/§2_ 1>”|u0 — V2| Sup <V2+ <\/§2_ 1>nlu0—\/§|

V2 -1
2

2—1
De plus, V2

n
) 0, par théoréme
n—o0

< 1, donc par limite des suites géométriques, (

d’encadrement, on en déduit que u, —— /2
n—0oo

5. Soit n € N,
DPn+2 = Pnt1 + 2qn+1 = Pn + 2q, + 2(pn + Qn) = 4qn + 3pp = 2(2(]n +pn) + Pn = 2Ppy1 + P

ainsi ppi2 = 2pp+41 + Pn-

6. Ainsi, (p,)n est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants, dont 1’équation ca-
ractéristique est 72 — 2r — 1 = 0, le discriminant vaut 8 > 0 ainsi les solutions de I’équation ca-

ractéristique sont

244/8
2

A(1++/2)" + B(1 —+/2)", de plus, pp = 1 et p; = 3, dés lors, on résout le systéme suivant :

{A+B = 1 — {A+B 1
A1+V2)+B(1=vV2) = 3 e (-va | 2V2A = 3-(1-v2)=2+42
A+B =1
S
4 _ V241
2
4 - \/§2+1
<
B - 1-a-¥2-1

((1 +\/§)n+1 + (1 _ ﬁ)n—&-l)'

N

Deés lors, pour tout n € N, p,, =

1 2
On définit une suite récurrente par : vg = 2 et pour tout n € N, v,11 = 3 <vn + >

7. def Suitev(n):
if n==0:
return 2
a=Suitev(n-1)
return (at+2/a)/2

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, DS4cor

= 1+ /2. Ainsi, il existe (4, B) € R? tel que pour tout n € N, p, =


devilliers.loic@gmail.com

1 2
8. On pose f: z— = <m+>, f est dérivable sur [\/5;2] et pour tout x € [\/5;2],
T

2
, 1 2 1 [(z2-2
f(:c)=2<1—$2>:2( 2 )>O

ainsi, f est strictement croissante et continue sur [\/5 ; 2], donc

r([va2]) - 1o @] - | vaid | < [vase]

Des lors, [\/5 ; 2] est un intervalle stable par la fonction f, comme vg € [\/§ ; 2], d’apres le théoreme
de lintervalle stable, pour tout n € N, v, € [\@;2]. De plus, comme f est croissante (vy), est

monotone. Plus précisément, comme v, = f(1) = 5 < vp, on en déduit que (vy,), est décroissante. En

outre, (vy), est une suite minorée (par 1/2), d’aprés le théoréme de la limite monotone on en déduit

que (v,)n converge vers un £ € R. Comme pour tout n € N, v/2 < v, < 2 et que les inégalités larges

sont conservées par passage a la limite, /2 < £ < 2. Ceci assure que f est continue en ¢, d’apres le
1 2

théoréme du point fixe, on a alors f(¢) = ¢ soit £ = 5 <€ + €>, ainsi, £2 = 2 donc ¢ = ++/2. Comme

—v/2 < 4/2 < ¥, on en déduit que ¢ # —/2 d’olt £ = /2. Par conséquent, v, — V2

9. Soit n € N,

vn2 + 2 — 24/20, (vp — V/2)?

" 1:Un+1_\/§: 2u, _ 2up, :1+unvn_\/§t
T a1 — V2 1—\@( /3 1—\/5( V) 1—-v2 2v, "
Uy — Uy —
14+u, 1+u,
10. Ainsi, tp11 = wnty, avec wy, — 0, ainsi il existe ng € N tel que pour tout entier n > ny, \wn| < 3
n—
t
Par une récurrence, pour tout entier n = ng, |t,| < 2|n71‘;1|0, d’apres le théoréme des gendarmes, on en
déduit que t, — 0, ainsi v, — V2 = 0(un, — v/2), ainsi (v,), converge vers y/2 plus rapidement

que (Up)p-
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