
Comme Neo, affrontez la matrice !

1. (a) N2 “ N ˆ N “

¨

˝

0 0 1
0 0 0
0 0 0

˛

‚ ‰ 03 et N3 “ N2 ˆ N “

¨

˝

0 0 1
0 0 0
0 0 0

˛

‚ˆ

¨

˝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

˛

‚ “ 03, ainsi, la

matrice N est nilpotente d’indice trois.
(b) Soit t P R.

Eptq “ I3 ` tN `
t2

2 N2 “

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚` t

¨

˝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

˛

‚`
t2

2

¨

˝

0 0 1
0 0 0
0 0 0

˛

‚“

¨

˝

1 t t2

2
0 1 t
0 0 1

˛

‚

(c) Ep10q “

¨

˝

1 10 50
0 1 10
0 0 1

˛

‚ est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont

non nuls, ainsi Ep10q est une matrice inversible.
¨

˝

1 10 50
0 1 10
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

L2ÐL2´10L3
L1ÐL1´50L3

¨

˝

1 10 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 0 ´50
0 1 ´10
0 0 1

˛

‚

L1 Ð L1 ´ 10L2
¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 ´10 50
0 1 ´10
0 0 1

˛

‚

Ainsi, Ep10q´1 “

¨

˝

1 ´10 50
0 1 ´10
0 0 1

˛

‚“ Ep´10q

2. Ep0q “ Ip ` 0N ` 02

2 N2 “ Ip

3. Soit pt, sq P R2

EptqEpsq “

ˆ

Ip ` tN `
t2

2 N2
˙ ˆ

Ip ` sN `
s2

2 N2
˙

“ Ip ` sN `
s2

2 N ` tN ` tN ˆ sN ` tN ˆ
s2

2 N `
t2

2 N `
t2

2 N2 ˆ sN `
t2

2 N2 ˆ
s2

2 N2

“ Ip ` ps ` tqN `

ˆ

s2

2 `
t2

2 ` ts

˙

N2 `

ˆ

st2

2 `
ts2

2

˙

N3 `
s2t2

4 N4

“ Ip ` ps ` tqN `
ps ` tq2

2 N2 ` 0n ` 0n “ Ept ` sq

(en effet, N3 “ 0n et N4 “ N3 ˆ N “ 0n ˆ N “ 03)
4. Soit t P R, en utilisant la question précédente,

EptqEp´tq “ Ept ` p´tqq “ Ep0q “ Ip et Ep´tqEptq “ Ep´t ` tq “ Ep0q “ Ip

Ceci prouve que Eptq est une matrice inversible et Eptq´1 “ Ep´tq.
5. Soit t P R. Pour tout n P N, on pose l’hypothèse de récurrence, Ppnq : «Eptqn “ Eptnq».

‚ Pour n “ 0, Eptqn “ Eptq0 “ Ip et Eptnq “ Ep0q “ Ip, ainsi, Pp0q est vraie.
‚ Soit n P N, supposons Ppnq vraie.

Eptqn`1 “ EptqnEptq “
Ppnq

EpntqEptq “
question 3

Epnt ` tq “ Eppn ` 1qtq

Ainsi, Ppn ` 1q est vraie.
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‚ Par récurrence, pour tout n P N, Eptqn “ Epntq.
6. Soit pa, b, cq P R3. Supposons aIp ` bN ` cN2 “ 0n.

‚ En multipliant cette égalité par N2, il vient paIp`bN `cN2qN2 “ 0pN2 soit aN2`bN3`cN4 “ 0n,
comme N3 “ N4 “ 0n, on obtient aN2 “ 0n, si a ‰ 0, alors en multipliant par 1

a
, il s’ensuit

que N2 “ 0n ce qui est absurde donc a “ 0.
‚ Comme a “ 0, bN ` cN2 “ 0n en multipliant par N , on obtient bN2 ` cN3 “ 0n donc bN2 “ 0n,

encore une fois, il en découle que b “ 0.
‚ Comme a “ b “ 0, cN2 “ 0n et donc (bis repetita) c “ 0.

Ainsi, on a montré que

@pa, b, cq P R3 aIp ` bN ` cN2 “ 0n ùñ a “ b “ c “ 0

7. Soit pt, sq P R2, supposons Eptq “ Epsq donc Ip ` tN ` t2

2 N2 “ Ip ` sN `
s2

2 N2 donc

p1 ´ 1qIp ` pt ´ sqN `

ˆ

t2 ´ s2

2

˙

N2 “ 0p

en appliquant la question précédente à a “ 1 ´ 1, b “ t ´ s et c “
t2 ´ s2

2 , on obtient que b “ t ´ s “ 0,
ainsi t “ s. Par conséquent, E est injective.
Pour tout t P R, Eptq est inversible et 0p P MppKq n’est pas inversible. Ainsi, pour tout t P R,
Eptq ‰ 0p. Par conséquent, 0p est une matrice de MppRq qui n’a pas d’antécédent par la fonction E.
La fonction E n’est pas surjective.

8. Comme N et Ñ commutent par la formule du binôme de Newton :

M5 “ pN ` Ñq5

“

ˆ

5
0

˙

N5
loomoon

“0p

`

ˆ

5
1

˙

N4
loomoon

“0p

Ñ `

ˆ

5
2

˙

N3
loomoon

“0p

Ñ2 `

ˆ

5
3

˙

N2 Ñ3
loomoon

“0p

`

ˆ

5
4

˙

N Ñ4
loomoon

“0p

` Ñ5
loomoon

“0p

“ 0p

9. ‚ Comme N et Ñ commutent par la formule du binôme de Newton

0n “ pN ` Ñq3 “ N3 ` 3N2Ñ ` 3NÑ2 ` Ñ3 “ 3pN2Ñ ` NÑ2q

On en déduit que N2Ñ ` NÑ2 “ 0p.
‚ De même,

0n “ pN ` Ñq4 “ N4 ` 4N3Ñ ` 6N2Ñ2 ` 4NÑ3 ` Ñ4 “ 6N2Ñ2

On en déduit que N2Ñ2 “ 0n.
Soit t P R

EptqẼptq “

ˆ

Ip ` tN `
t2

2 N2
˙ ˆ

Ip ` tÑ `
t2

2 Ñ2
˙

“ Ip ` tpN ` Ñq `
t2

2
`

N2 ` 2NÑ ` Ñ2˘

`
t3

2 pN2Ñ ` NÑ2q `
t4

4 pN2Ñ2q

“ Ip ` tpN ` Ñq `
t2

2
`

N ` Ñ
˘2

` 0n ` 0n “ F ptq

10. Comme A P EpRq, il existe t P R tel que A “ Eptq. Posons R “ Ept{2q, en utilisant la question 5,

R2 “ E

ˆ

t

2

˙2
“ E

ˆ

2 ˆ
t

2

˙

“ Eptq “ A

On a ainsi trouvé une matrice R P MppKq telle que R2 “ A.
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Polynômes de pierres en Suisse

Soit n P N. Pour k P rr 0 ; n ss, on pose Bn,k “
`

n
k

˘

Xkp1 ´ Xqn´k.

1. ‚ Si k “ 0, Bn,k “ p1 ´ Xqn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

p´Xqk1n´k “ p´1qnXn `
n´1
ř

k“0

`

n
k

˘

p´Xqk est un polynôme de

degré n de coefficient dominant p´1qn et 1 est la seule racine et sa multiplicité vaut n.
‚ Si k “ n, Bn,k “ Xn est un polynôme de degré n de coefficient dominant 1, 0 est sa seule racine et

sa multiplicité vaut n.
‚ Si k P rr 1 ; n ´ 1 ss, alors

d˝Bn,k “ d˝Xkp1 ´ Xqn´k “ d˝Xk ` d˝p1 ´ Xqn´k “ k ` pn ´ kq “ n

De plus,

Bn,k “

ˆ

n

k

˙

Xkp´1qn´kpX ´ 1qn´k “

ˆ

n

k

˙

p´1qn´kpX ´ 0qkpX ´ 1qn´k

Ainsi, Bn,k est scindé dans RrXs. Le coefficient dominant vaut
`

n
k

˘

p´1qn´k, Bn,k a deux racines 0
de multiplicité k et 1 de multiplicité n ´ k.

2. Soit n P N, d’après la formule du binôme de Newton
n

ÿ

k“0
Bn,k “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k “ pX ` p1 ´ Xqqn “ 1n “ 1

3. Soit n P N, k P rr 0 ; n ss et x P r 0 ; 1 s, ainsi, 1 ´ x ě 0, dès lors, Bn,kpxq “
`

n
k

˘

xkp1 ´ xqn´k est
le produit de trois nombres positifs, donc Bn,kpxq ě 0. De plus, comme pour tout j, Bn,jpxq ě 0,

Bn,kpxq ď
n
ř

j“0
Bn,jpxq “ 1. Ainsi, on a montré que 0 ď Bn,kpxq ď 1.

4. Soit on reconnaît directement la formule du maire, soit on recalcule :

k

ˆ

n

k

˙

“ k
n!

k!pn ´ kq! “ n
pn ´ 1q!

pk ´ 1q!ppn ´ 1q ´ pk ´ 1qq! “ n

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

5. En retirant le terme pour k “ 0 (qui est nul), en utilisant la question précédente, puis un changement
d’indice, on reconnaît une formule du binôme de Newton :

n
ÿ

k“0
kBn,k “

n
ÿ

k“1
k

ˆ

n

k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k “ n
n

ÿ

k“1

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

Xkp1 ´ Xqn´k

“
i“k´1

n
n´1
ÿ

i“0

ˆ

n ´ 1
i

˙

Xi`1p1 ´ Xqn´1´i “ nX
n´1
ÿ

i“0

ˆ

n ´ 1
i

˙

Xip1 ´ Xqn´1´i

“ nXpX ` p1 ´ Xqqn´1 “ nX

6. Soit k P rr 2 ; n ss, alors 1

kpk ´ 1q

ˆ

n

k

˙

“ kpk ´ 1q
n!

k!pn ´ kq! “
n!

pk ´ 2q!pn ´ kq
“ npn ´ 1q

pn ´ 2q!
pk ´ 2q!pn ´ 2 ´ pk ´ 2qq!

“ npn ´ 1q

ˆ

n ´ 2
k ´ 2

˙

Ainsi, en procédant de même qu’à la question 5 :
n

ÿ

k“0
kpk ´ 1qBn,k “

n
ÿ

k“2
kpk ´ 1q

ˆ

n

k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k “

n
ÿ

k“2
npn ´ 1q

ˆ

n ´ 2
k ´ 2

˙

Xkp1 ´ Xqn´k

“
i“k´2

npn ´ 1q

n´2
ÿ

i“0

ˆ

n ´ 2
i

˙

Xi`2p1 ´ Xqn´2´i

“ npn ´ 1qX2
n´2
ÿ

i“0

ˆ

n ´ 2
i

˙

Xip1 ´ Xqn´2´i

“ npn ´ 1qX2pX ` p1 ´ Xqqn´2 “ npn ´ 1qX2

1. Cette formule sera appelée formule du maire et de son adjoint.
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De plus, par linéarité de la somme :
n

ÿ

k“0
k2Bn,k “

n
ÿ

k“0
pkpk ´ 1qBn,k ` kBn,kq “

n
ÿ

k“0
kpk ´ 1qBn,k `

n
ÿ

k“0
kBn,k “ npn ´ 1qX2 ` nX

7. Soit n P N˚ et k P rr 1 ; n ´ 1 ss, Bn,k “
`

n
k

˘

Xkp1 ´ Xqn´k par dérivation d’un produit et en utilisant la
formule du maire,

B1
n,k “

ˆ

n

k

˙

kXk´1p1 ´ Xqn´k ´

ˆ

n

n ´ k

˙

pn ´ kqXkp1 ´ Xqn´k´1

“ n

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

Xk´1p1 ´ Xqn´k ´ n

ˆ

n ´ 1
n ´ 1 ´ k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k´1

“ nBn´1,k´1 ´ nBn´1,k

8. On raisonne par l’absurde : on suppose qu’il existe k P rr 0 ; n ss tel que αk ‰ 0. Ainsi, en définissant un
ensemble par E “ tk P rr 0 ; n ss | αk ‰ 0u, E est un ensemble fini non vide. Par conséquent, E admet
un minimum.

9. Comme k0 “ minpEq, pour tout k P rr 0 ; k0 ´ 1 ss, αk “ 0, ainsi comme
n
ř

k“0
αkBn,k “ 0, on en déduit

que
n
ř

k“k0

αkBn,k “ 0, en isolant le premier terme et en divisant par αk0 ‰ 0, on obtient

Bn,k0 “
´1
αk0

n
ÿ

k“k0`1
αkBn,k “

´1
αk0

n
ÿ

k“k0`1
αk

ˆ

n

k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k

“
´Xk0`1

αk0

n
ÿ

k“k0`1
αk

ˆ

n

k

˙

Xk´k0´1p1 ´ Xqn´k

On en déduit que pX ´ 0qk0`1 divise Bn,k0 ainsi la multiplicité de 0 dans Bn,k0 est supérieure ou égale
à k0 ` 1. Or, elle vaut k0 d’après la question 1. On obtient donc une contradiction. Par conséquent,
pour tout k P rr 0 ; n ss, αk “ 0.

10. Soit pP, Qq P RnrXs
2, supposons ΦpP q “ ΦpQq, alors par linéarité de la somme,

n
ÿ

k“0

ˆ

P

ˆ

k

n

˙

´ Q

ˆ

k

n

˙˙

Bn,k “ 0

d’après la question précédente, pour tout k P rr 0 ; n ss, P pk{nq “ Qpk{nq, ainsi P et Q sont deux
polynômes de RnrXs qui coïncident au moins en n ` 1 réels, donc P “ Q. Par conséquent, Φ est
injective.

Suites à Babylone
On pose p0 “ q0 “ 1 et pour tout n P N, pn`1 “ pn ` 2qn et qn`1 “ pn ` qn.

1. Pour n P N, on pose Ppnq : «ppn, qnq P N2 et 1 ď qn ď pn».
‚ Comme p0 “ q0 “ 1, Pp0q est vraie.
‚ Soit n P N, supposons Ppnq vraie, alors pn`1 “ pn ` 2qn est la somme de deux entiers naturels

donc pn`1 P N, de même qn`1 P N, qn`1 “ pn ` qn ě qn ě 1, de plus, pn`1 ´ qn`1 “ qn ě 0, donc
pn`1 ě qn`1, dès lors Ppn ` 1q est vraie.

‚ Par récurrence, pour tout n P N, ppn, qnq P N2 et 1 ď qn ď pn

2. Soit n P N,
un`1 “

pn`1
qn`1

“
pn ` 2qn

pn ` qn
“

unqn ` 2qn

unqn ` qn
“

qn‰0

un ` 2
un ` 1

3. Soit n P N,

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, DS4cor 4

devilliers.loic@gmail.com


|un`1 ´
?

2| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un ` 2
un ` 1 ´

?
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un ` 2 ´
?

2pun ` 1q

un ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇunp1 ´
?

2q ` 2 ´
?

2
ˇ

ˇ

|1 ` un|

“

ˇ

ˇp1 ´
?

2qpun ´
?

2q
ˇ

ˇ

|1 ` un|
“

|1 ´
?

2| ˆ |un ´
?

2|

|1 ` un|
“

p
?

2 ´ 1q ˆ |un ´
?

2|

|1 ` un|

De plus, un “
pn

qn
ě

pn

pn
“ 1, donc |1 ` un| “ 1 ` un ě 2, ainsi |un`1 ´

?
2| ď

?
2 ´ 1
2 |un ´

?
2|.

Posons, pour n P N, Ppnq : «|un ´
?

2| ď

ˆ

?
2 ´ 1
2

˙n

|u0 ´
?

2|».

‚ Pour n “ 0,
ˆ

?
2 ´ 1
2

˙n

|u0 ´
?

2| “ |u0 ´
?

2| ě |u0 ´
?

2|, ainsi Pp0q est vraie.

‚ Soit n P N, supposons Ppnq vraie, alors

|un`1 ´
?

2| ď

?
2 ´ 1
2 |un ´

?
2| ď

?
2 ´ 1
2 ˆ

ˆ

?
2 ´ 1
2

˙n

|u0 ´
?

2| “

ˆ

?
2 ´ 1
2

˙n`1

|u0 ´
?

2|

Dès lors, Ppn ` 1q est vraie.
‚ Par récurrence, pour tout n P N, Ppnq est vraie.

4. Pour tout n P N, d’après les propriétés sur la valeur absolue :

?
2 ´

ˆ

?
2 ´ 1
2

˙n

|u0 ´
?

2| ď un ď
?

2 `

ˆ

?
2 ´ 1
2

˙n

|u0 ´
?

2|

De plus,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

?
2 ´ 1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1, donc par limite des suites géométriques,
ˆ

?
2 ´ 1
2

˙n

ÝÝÝÑ
nÑ8

0, par théorème

d’encadrement, on en déduit que un ÝÝÝÑ
nÑ8

?
2

5. Soit n P N,

pn`2 “ pn`1 ` 2qn`1 “ pn ` 2qn ` 2ppn ` qnq “ 4qn ` 3pn “ 2p2qn ` pnq ` pn “ 2pn`1 ` pn

ainsi pn`2 “ 2pn`1 ` pn.
6. Ainsi, ppnqn est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficients constants, dont l’équation ca-

ractéristique est r2 ´ 2r ´ 1 “ 0, le discriminant vaut 8 ą 0 ainsi les solutions de l’équation ca-

ractéristique sont 2 ˘
?

8
2 “ 1 ˘

?
2. Ainsi, il existe pA, Bq P R2 tel que pour tout n P N, pn “

Ap1 `
?

2qn ` Bp1 ´
?

2qn, de plus, p0 “ 1 et p1 “ 3, dès lors, on résout le système suivant :
"

A ` B “ 1
Ap1 `

?
2q ` Bp1 ´

?
2q “ 3 ðñ

L2ÐL2´p1´
?

2qL1

"

A ` B “ 1
2
?

2A “ 3 ´ p1 ´
?

2q “ 2 `
?

2

ðñ

$

&

%

A ` B “ 1

A “

?
2 ` 1
2

ðñ

$

’

&

’

%

A “

?
2 ` 1
2

B “ 1 ´ A “

?
2 ´ 1
2

Dès lors, pour tout n P N, pn “
1
2

`

p1 `
?

2qn`1 ` p1 ´
?

2qn`1˘

.

On définit une suite récurrente par : v0 “ 2 et pour tout n P N, vn`1 “
1
2

ˆ

vn `
2
vn

˙

.

7. def Suitev(n):
if n==0:

return 2
a=Suitev(n-1)
return (a+2/a)/2
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8. On pose f : x ÞÑ
1
2

ˆ

x `
2
x

˙

, f est dérivable sur
“ ?

2 ; 2
‰

et pour tout x P
“ ?

2 ; 2
‰

,

f 1pxq “
1
2

ˆ

1 ´
2
x2

˙

“
1
2

ˆ

x2 ´ 2
x2

˙

ą 0

ainsi, f est strictement croissante et continue sur
“ ?

2 ; 2
‰

, donc

f
´” ?

2 ; 2
ı¯

“

”

fp
?

2q ; fp2q

ı

“

„

?
2 ; 3

2

ȷ

Ă

” ?
2 ; 2

ı

Dès lors,
“ ?

2 ; 2
‰

est un intervalle stable par la fonction f , comme v0 P
“ ?

2 ; 2
‰

, d’après le théorème
de l’intervalle stable, pour tout n P N, vn P

“ ?
2 ; 2

‰

. De plus, comme f est croissante pvnqn est

monotone. Plus précisément, comme v1 “ fp1q “
3
2 ă v0, on en déduit que pvnqn est décroissante. En

outre, pvnqn est une suite minorée (par
?

2), d’après le théorème de la limite monotone on en déduit
que pvnqn converge vers un ℓ P R. Comme pour tout n P N,

?
2 ď vn ď 2 et que les inégalités larges

sont conservées par passage à la limite,
?

2 ď ℓ ď 2. Ceci assure que f est continue en ℓ, d’après le

théorème du point fixe, on a alors fpℓq “ ℓ soit ℓ “
1
2

ˆ

ℓ `
2
ℓ

˙

, ainsi, ℓ2 “ 2 donc ℓ “ ˘
?

2. Comme

´
?

2 ă
?

2 ď ℓ, on en déduit que ℓ ‰ ´
?

2 d’où ℓ “
?

2. Par conséquent, vn ÝÝÝÑ
nÑ8

?
2

9. Soit n P N,

tn`1 “
vn`1 ´

?
2

un`1 ´
?

2
“

vn
2 ` 2 ´ 2

?
2vn

2vn

1 ´
?

2
1 ` un

pun ´
?

2q

“

pvn ´
?

2q2

2vn

1 ´
?

2
1 ` un

pun ´
?

2q

“
1 ` un

1 ´
?

2
vn ´

?
2

2vn
tn

10. Ainsi, tn`1 “ wntn avec wn ÝÝÝÑ
nÑ8

0, ainsi il existe n0 P N tel que pour tout entier n ě n0, |wn| ď
1
2 .

Par une récurrence, pour tout entier n ě n0, |tn| ď
|tn0 |

2n´n0
, d’après le théorème des gendarmes, on en

déduit que tn ÝÝÝÑ
nÑ8

0, ainsi vn ´
?

2 “ Opun ´
?

2q, ainsi pvnqn converge vers
?

2 plus rapidement
que punqn.
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