Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.

Correction de ’exercice 3.

1 1 1
Correction de I’exercice 4. 1. Soit x > 0, alors' E () > — — 1. Donc 0 < g(z) < T De plus,
x x
|
x
1

T 0, par le théoréme d’encadrement lim g(xz) = 0 = g(0). La fonction est donc continue en 0.
S z—0

T
1 1

E+1k

<x <

1
2. Soit k € N* et —
oit k € exe] 1 ?

1 1
E(—=) = k. Donc g(z) = —. Ainsi sur U'intervalle ] — ], g est constante et cette constante vaut 1/k.

1
], on a alors 2 . En passant a l'inverse, K < — < k + 1. Donc,
x

—_

1
x k+1"k

ol

|

FIGURE 1 — Représentation de la fonction g, les discontinuités proches de 0 sont tellement petites qu’on pourrait
penser que la fonction devient continue sur [0;0 ]. Mais ce n’est pas le cas.

Correction de I’exercice 5. Soit f: R — R une fonction continue en 0 telle que :
VeeR f(2z) = f(x).

x
1. Posons, pour n € N, Z(n) :««Vx e R, f(z) = f (271)»'
e Initialisation : Soit z € R. f(x) = f (%) Ainsi, Z(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Montrons #(n) = #(n + 1). Supposons que Z(n) soit vraie. Soit x € R.

xr
()1 (3) 2y ()16 D) -

x
Ot l'on a appliqué ’hypothese de récurrence a 5 Comme z est un réel quelconque, on a donc Z(n+1).

e Conclusion : Par principe de récurrence, on a donc montré que pour tout n € N, &(n) est vraie.
x
2. Soit x € R. La suite ( f (2—”>) est constante égale a f(x) par la question précédente. De plus,
neN

x x
lim — = 0 et la fonction f est continue en 0. Donc, lim f (—) = f(0). Par unicité de la limite,
n—-+oo 27 n— -+ AL

f(z) = f(0). Ceci est vrai pour tous les réels x donc la fonction f est constante sur R.

Correction de ’exercice 6.

1. Par propriété de la partie entiere : a connaitre absolument
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Correction de ’exercice 7.

Correction de I’exercice 8. Considérons f: x — x — e ™*. La fonction f est dérivable, et pour tout z € R,

f'(x) — 1+ e® > 0. Ainsi, f est strictement croissante et continue donc réalise une bijection de R vers

] limoof(x) ; 1111100 f(z) [ =]-00;+0[ = R. Comme 0 € R, par définition de la bijectivité, il existe un unique
T—— T—

x € R tel que f(x) = 0. Ainsi, il existe un unique x € R tel que x = e™*

De plus, f(1) =1 —e~! > 0. Comme e < 4 et que la racine carrée est strictement croissante e /2 < 2, par
passage & I'inverse e “1/2 > 1/2 donc —e ~/2 < —1/2, ainsi, f(1/2) < 0. Comme f est continue sur [1/2;1], et
f(1/2) < 0 < f(1) d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [1/2;1] tel que f(c) = 0. Par
unicité ¢ = x.

1/2

FIGURE 2 — La fonction z — x — e ~* de l'exercice 8.

T n’est pas

Remarque 1. Attention, démontrer directement qu’il existe un unique z € [1/2;1] tel que z = e~
suffisant. En effet, rien n’assurerait alors qu’il n’en existe pas un ailleurs.

De maniere générale, si E/ et F' sont deux ensembles avec F' — E montrer qu’il existe un unique x dans E
vérifiant une propriété P(z) puis montrer que = est dans F est plus fort que de montrer qu’il existe un unique

x dans F' vérifiant la propriété P(x).
Correction de I’exercice 9.
Correction de ’exercice 10. Montrons que f est constante. Raisonnons par ’absurde : supposons qu’il existe
(a,b) € R? tel que f(a) # f(b). Quitte & échanger a et b de r6les, on peut supposer f(a) < f(b). Ainsi, f(a) et
f(b) sont deux entiers et f(b) = f(a) + 1. En particulier, f(a) < f(a) + 1/2 < f(b). Comme f est continue sur
[a;b] (ou[bsa]sib<a), ilexistex €[a;b] (ou[b;a]) tel que f(x) = f(a)+1/2. Comme f(a) € Z, f(x) ¢ Z,
ce qui est absurde. Ainsi, f est constante.
Correction de ’exercice 11. Soit = € R, alors on sait qu'il existe (a,), € QY telle que a,, —— > &, comme f
n—
est continue en z par caractérisation séquentielle de la limite, f(a,) — f(x). En outre, comme g est continue
en x, on a de méme, g(a,) — g(x). Or, pour tout n, f(a,) = g(ay), par unicité de la limite, f(x) = g(x) et
n—
ce pour tout x € R. Ainsi, f = g.
Correction de I’exercice 12. 1. Notons ¢ la limite de f en +00 et T la période de f. Soit « € R. Posons
un = x + nT pour n € N, alors la suite (u,), converge vers +oo0. D’apres le cours, f(uy) =, ¢. De plus,
n—

pour tout n € N, f(uy,) = f(x +nT) = f(x), par périodicité de 7. Donc la suite (f(uy))n est une suite
constante égale a f(x) et donc cette suite tend également vers f(z). Par unicité de la limite, on a que
f(x) =£. On a donc montré que pour tout z € R, f(z) = ¢, donc f est une fonction constante sur R.

2. Notons T la période de f. Comme f est continue sur le segment [0;7'], d’apres le théoréeme des bornes
atteintes, f est bornée sur ce segment, donc

IMeR VYre[0;T] |f(x) <M (1)
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Soit z € R, montrons que |f(z)| < M. Notons n = E(x/T) € Z. On a donc n < z/T < n + 1. Et donc
nT <z <(n+1T. Ainsi, 0 <z —nT < (n+1)T —nt =T. Ainsi x —nt € [0;T]. En appliquant (1), on
a donc |f(x — nt)] < M, de plus, comme f est périodique, donc f(z —nt) = f(z), on a ainsi |f(x)| < M.
On a donc trouvé M € R tel que pour tout z € R, |f(z)| < M. On a donc bien montré que f est bornée.

Correction de I’exercice 13. 1. Comme g est bornée sur R, il existe M € R tel que pour tout =z € R,
lg(z)| < M. Ainsi, pour tout z € R, |g(f(z)| < M, ainsi g o f est bornée.

2. Comme g est bornée sur R, il existe M € R tel que pour tout = € R, |g(x)| < M. Ainsi, pour tout z € R,
—M < g(x) < M. Comme f est continue sur le segment [ —M ; M |, f est bornée et atteint ses bornes.
Ainsi, il existe (c,d) € [—M ; M ]2 tel que pour tout y € [—M ; M ], f(c) < f(y) < f(d). Ainsi, pour tout
rzeR, glx)e[—-M;M], donc f(c) < f(g(x)) < f(d). Ceci prouve que f o g est bornée sur R.

Correction de I’exercice 14. 1. Posons g = f —Id[4,p], comme différence de fonctions continues, g est
continue. De plus, pour tout z € [a;b], a < f(z) < b. Dés lors g(a) = f(a) —a = 0et g(b) = f(b) —b <0,
ainsi 0 € [g(b) ;g(a) ], par application du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a;b] tel que
0=g(c) = f(c) —c, ainsi f(c) = c.

2. Posons g: z — f(z) — .
e comme différence de fonctions continues, g est continue sur R.
e Pour tout z = 0, on a f(x) < f(0), donc g(z) < f(0) — z. Ainsi, posons A = max(f(0),0), alors A = 0
et g(A) < f(0) — A<0.
e Pour tout z < 0, on a f(x) = f(0), donc g(x) = f(0) — . Ainsi, posons B = min(f(0),0), alors B < 0
et g(B) = f(0)—B =0
Ainsi, g(A) < 0 < g(B) et g et continue, en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
e[A;B] (ouce[B;A]si B<A) tel que g(c) =0, soit f(c) =

d d—1

Correction de ’exercice 15. 1. Notons d = d°P > 1. Ainsi, P = ). ap Xk = agX?® + >, apXF* avec
k=0 k=0

(ag,aq,...,aq) € Rd+1 et ag # 0. Pour x # 0, en factorisant par le terme de plus haut degré on a a

a
P(x) = agx <1 + Z =k k= d>. Or, pour k < d, 2% ——— 0 et 2¥~% ——— 0. Ainsi, par somme
—0 ad Tr—+00 r——00

d—1 d—1
a a
T R N L
aq xr—+00 aq r——00
k=0

De plus, z¢ — *© et si d est pair z¢ — >+ 0 et si d est impair z¢ — © Ainsi, par produit
de limites :

e Siag >0 etd pair P(x) — > +oet P(x) ——

e Siag> 0 et dimpair P(z) —o roet P(x) — ®

e Siag <0 etdpair P(x) " -0 et P(x) — @

e Siag <0 etdimpair P(x) — > ©et P(x) —— +®©

2. Notons toujours d = d°P. Ici d est impair, quitte & poser P = —P, on peut supposer que? ag > 0.

Ainsi, d’apres la question précédente, P(zx) - +o0 et P(x) — ® Comme P(z) — %

en posant M = 0, il existe A € R tel que pour tout = € [A;+0[, P(z) > M = 0. De méme, comme

P(z) — -0, en posant m = 0, il existe B € R tel que pour tout z € |-0;B], P(x) < m = 0.
T——

En particulier P(B) < 0 < P(A). Or, la fonction polynomiale x — P(x) est continue sur [ B;A] (ou

[A;B] si A < B), d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe c € [B; A] (ou [A4;B]) tel

que P(c) = 0. Ainsi, le polynéme P admet bien une racine réelle.

2. Si ag < 0, alors le coefficient dominant de P sera lui strictement positif, et on appliquera ce qui va suivre & P, ainsi, P
admettra une racine réelle. Par conséquent, il existe = € R tel que P(z) = —P(z) = 0 ce qui montre que P admet une racine réelle
également.
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3. Le polynéme X2 + 1 n’a pas de racines réelles.

Correction de I’exercice 16. Posons ¢ = 1/2 > 0. Comme limOO f(x) = —1, alors il existe A € R tel que
T——

pour tout z < A, —e < f(x) + 1 < e. En particulier, pour tout z < A, f(z) < —1 + & = 1/2. En particulier,
f(A) < —1/2<0.

De méme, il existe B € R tel que pour tout z > B, f(x) = 1 — ¢, en particulier f(B) > 1/2 > 0.

Ainsi 0 € [ f(A); f(B)], et f est continue sur [ A; B ], donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe ce [ A; B] tel que f(c) = 0.

1.5

0.5 —_—

\

e

+1.5

FIGURE 3 — La fonction f est continue sur [A;B], f(4) < 0 < f(B). Donc d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, f s’annule sur [ A; B].

Correction de ’exercice 17. Tout d’abord on a :

VMeR 3JAeR VreR r=2A = fx)=M
VMeR 3dBeR VzxeR r<B = f(x)=M
Posons M = f(0) + 1 € R, alors il existe A € R tel que
VreR r>2A = fx)=M (2)
Il existe B € R tel que
VzeR r<B = f(x)=M (3)

Montrons que B < 0 < A. Pour cela, supposons que 0 > A, alors, f(0) > M = f(0) 4+ 1, ce qui est absurde,
donc 0 < A. On montre de méme B < 0. De plus, f est continue sur le segment [ B; A]. Donc d’apres le
théoréme des bornes atteintes, il existe (c,d) € [ B; A]? tel que f([B;A]) = [ f(c); f(d)]. En particulier, pour
tout z € [B; A], f(z) = f(c). Montrons que pour tout z € R, f(z) = f(c). Soit x € R fixé, il y a trois cas :

e Size[B;A], alors f(z) = f(c), comme 0 € [ B; A], on a, en particulier f(0) > f(c).

e Siz > A, alors, d’apres (2), on a f(z) > M = f(0) +1= f(0) = f(c).

e Siz < B, alors, d’apres (3),ona f(x) =M = f(0)+1= f(0) = f(c).
Dans tous les cas, on a trouvé c € R, tel que pour tout =z € R, f(z) = f(c).

Correction de ’exercice 18. Notons ¢ la limite de f en +00. Pour € = 1, il existe A € R, tel que pour tout
xe[A;+o[, |f(z) — ¢ < 1. Ainsi, pour x > A, par inégalité triangulaire :

[f(@)| = 1f(2) =+ L4 < |f(z) =)+ (] < T+
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De plus, f est continue sur [0; A], d’aprés le théoréme des bornes atteintes, il existe («, 3) € [0; A]? tel que
pour tout x € [0; A], f(a) < f(z) < f(B), ainsi :

—[f(a)] < fla) < f(z) < f(B) < [f(B)]

Posons M = max(|f(8)],|f(«)|,1+£), alors pour tout z € R,, —M < f(x) < M. Ceci montre que f est bornée
sur R,.

Correction de ’exercice 19.
Correction de ’exercice 20.
Correction de ’exercice 21.
Correction de ’exercice 22.

Correction de I’exercice 23. 1. Soit a € I. Montrons la continuité de f en a : Soit € > 0. Notons § =
e/k > 0. On a alors

Veel lzt—al|<d = |f(x)— fla)|<Eklx—a|<kdi=c¢

Ce qui montre que lim f(z) = f(a) donc que f est continue en a, et ce pour tout a € I, donc f est
r—a

continue sur I.

2. (a) Existence : Appliquons le théoréme des valeurs intermédiaires. Soit g: z — f(z) — x.
e Comme f: [0;+00[ — [0;+00][, la fonction f est positive donc ¢g(0) = f(0) —0 = f(0) = 0.
e Appliquons la définition de lipschiztienne avec y = 0, on obtient

VeeRy |f(x) = f(O)] < klz| = ka

Donc pour tout x € Ry, f(z) — f(0) < |f(x) — f(0)| < kz, autrement dit, f(z) < kx + f(0). On

a donc pour tout z € R, g(x) < f(0) + (k — 1)z. Posons® A = 1f(—03<; (possible car k < 1), alors
0
AeRy, et g(A) < f(0)+ (k— 1)1f(_§€ =0, donc g(A4) < 0.

e Donc 0 € [g(A4);¢(0)], par application du théoréme des valeurs intermédiaires (g est continue,
car f* et Idg, le sont), on en déduit qu’il existe ce [0; A], tel que g(c) = 0. Donc f(c) —c =0,
ainsi f(c) = c.
(b) Unicité : Supposons qu’il existe deux points fixes ¢; et cp différents. Appliquons la définition de
lipschiztienne a ¢ et co, on obtient

<
|01—02| < k‘|01—02| (4)

Comme on a supposé ¢; # ca, on a |c; — co| > 0, en divisant par |¢; — ca| dans (4), on obtient 1 < k,
absurde car on a supposé k < 1. Donc ¢; = c2 et on un unique point fixe.

3. En appliquant le fait que f soit lipschitzienne aux points u,, et ¢, on obtient
VneN |upi1 —cf = [f(un) = f(c)] < klun — ¢l

Ainsi par une récurrence facile (mais a faire absolument), on a que pour tout n € N, |u,, — c| < k"|ug — ¢|.

Or, ke [0;1[ donc lim k™ = 0. Finalement, lim |u, — ¢/ =0 donc lim w, =c.
n—+0o0 n—+00 n—+00

3. Au brouillon, on a cherché ce A de fagon & avoir g(4) < 0.
4. D’apres la question 1
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Correction de I’exercice 24. 1. Soit y € R. Comme f est surjective, il existe z € Ry tel que f(x) = y.
Supposons que y admette un nombre fini d’antécédents :

I(xy,x2,...,2n) ER® Vie[1l;n] flzi) =y et Ve ¢ {x1,21,...,2n} flz) #y

Notons M = max({z1,...,2z,}). En particulier, pour tout z > M, f(z) # y. Il y a donc trois cas, soit
la courbe de f sera toujours au dessus strictement de y a droite M, soit la courbe de f sera toujours
en dessous strictement de y a droite de M, soit la courbe prendra a la fois des valeurs strictement plus
grande que M et strictement plus petite que y a droite de M.

e Supposons que, pour tout = > M, f(x) > y. Notons que f est continue sur [0; M |, ainsi d’apres
le théoréme des bornes atteintes, il existe (o, 3) € [0;M ]2, tel que pour tout x € [0; M ], f(a) <
f(z) < f(B). Ainsi, pour tout x € Ry, f(z) = min(y, f(«)). En particulier, min(y, f(«)) — 1 n’a pas
d’antécédent.

e Supposons que, pour tout z > M, f(x) < y. Notons que f est continue sur [0; M |, ainsi d’aprés
le théoréme des bornes atteintes, il existe (a,3) € [0;M ]2, tel que pour tout x € [0; M ], f(a) <
f(x) < f(B). Ainsi, pour tout z € R, f(x) < max(y, f(5)). En particulier, max(y, f(5)) + 1 n’a pas
d’antécédent.

e Supposons qu’il existe z > M tel que f(x) < y et qu’il existe 2’ > M tel que f(z') > y, alors comme f
est continue sur [z ;2" ] (ousur [2';2] sl 2/ < ) et que f(z) <y < f(2'), par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe ¢ € [z;2'] (ou ¢ € [2';x]) tel que f(¢) = y, avec ¢ = min(z,2’) > M c’est

absurde.
Dans les trois cas, on obtient donc une absurdité. Ainsi, pour tout y € R, y admet une infinité d’antécé-
dents.
R — R+
2. Posons f: . Par produit de fonctions continues sur R,, f est continue sur R,. Soit
x — x cos(mx)

y € R. Pour tout n € N, f(2n) = 2n, ainsi f(2n) — >+, il existe n € N tel que f(2n) = y. De méme,
pour tout n € N, f(2n+1) = —(2n+ 1) — -, il existe m € N tel que f(2m + 1) < y, en appliquant
n—

le théoréme des valeurs intermédiaires & f continue sur le segment [n;m] (ou [m;n]si m < n), il existe
x € [n;m] tel que f(z) =y, la fonction f est donc surjective.

Correction de I’exercice 25. 1. Par somme télescopique,

n—1
(7)1 (3) = rw-so=0

Or, si une somme de réels est nulle, c’est que nécessairement 'un des termes de la somme est négatif ou
nul (par 'absurde si tous les termes étaient strictement positifs, la somme serait strictement positive). De
méme, un des termes est positif ou nul. Ainsi,

Fke0;n—1] f(T)—f(k)go et Jje[0;n—1] f(j—i_nl>_f(j)>0

n n

Posons, g: z — f(z + 1/n) — f(x), alors g est continue sur [k/n;j/n] (ousur [j/n;k/n] sij < k) par
différence de fonctions continues, en outre, g(k/n) < 0 < g(j/n), par application du théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe z € [k/n;j/n] (ou x € [j/n;k/n]) tel que g(x) =0, ainsi f(z + 1/n) = f(x).
2. Soit a€]0;1] tel que 1/a ¢ N. Posons f: x + sin?(rz/a) — xsin?(r/a), alors f est continue sur [0;1],
f(0) =0 = f(1). De plus,
Vee[0;1— ] f(z+a) — f(z) = —asin®(7/a) #0

Correction de 1’exercice 26.
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FIGURE 4 — La fonction f de ’exercice 24 oscille de plus en plus vers +00 et —c0 en étant continue et surjective.
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