Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.

Correction de ’exercice 3.

R— R
Correction de ’exercice 4. 1. f: 22 sin <1> sioz#£0
T — x

0 si =0
(a) = — 1/z est continue sur R*, de plus sin est continue sur R. Donc, par composition d’applications
continues, o — sin (1/z) est continue sur R*. Comme z ~ 22 est continue sur R*, on en déduit par
produit que f est continue sur R*.

(b) Montrons la continuité en 0 i.e. f(x) - f(0) = 0. Or, pour tout = € R*, |2?sin (1/z)| < 2?, on'
xTr—>

peut donc en déduire que pour tout x € R*, —z% < 2%sin (1/x) < 22, par le théoréme d’encadrement,
on en déduit que lir% f(z)=0.
xr—

1
2. x — — est dérivable sur R*, de plus sin est dérivable sur R. Donc, par composition d’applications déri-

x
vables, x — sin (1/z) est dérivable sur R*. Comme x ~— 22 est dérivable sur R*, on en déduit, par produit,
que f est dérivable sur R*. De plus, pour tout x €€ R*, f/(x) = 2z sin (1/x) — cos (1/z).

3. Pour étudier la dérivabilité de f en 0, calculons le taux d’accroissement. Soit x € R*, on a

=10 _ o (i) e [—fal:Jo]]

f(z) — £(0)

0 = 0, ainsi f est dérivable en 0 et
T —

Pour le théoréme d’encadrement, on en déduit que lin})
xTr—>

1(0) = 0.
4. Si f était de classe €' sur R, alors f’ serait continue sur R donc en 0. Ainsi, d’apreés le cours, pour toute
suite (uy,), € R™ tendant vers 0, on aurait (f’(uy))n qui tendrait vers f/(0) = 0. Choisissons, pour n € N*,

Un = 5 — alors f'(u,) = —1 et donc (f'(uy)), ne tend pas vers 0 quand n tend vers +0o0. On en déduit
nm

que f’ n’est pas continue en 0 donc que f n’est pas €' sur R. Alors que f est dérivable sur R.
Correction de I’exercice 5.

Correction de ’exercice 6. 1. ¢ est continue sur le segment [ a ;b ] comme somme de fonctions continues,
donc d’apres le théoréme des bornes atteintes, elle atteint une valeur minimum sur [a;b].

2. Supposons que ¢ atteigne son minimum en a. Alors pour tout z € [a;b], p(z) = ¢(a). Remarquons que
¢ est dérivable sur [a;b] (somme de fonctions dérivables), on a ¢'(a) = f/(a) —y < 0. Comme pour tout

p(x) — p(a)
x

—a
qui est absurde. Donc ¢ n’atteint pas son minimum en a. On montre de méme que ¢ n’atteint pas son

minimum en b.

xz€]a;b], o(x) = ¢(a), on a > 0, par passage a la limite quand x — a, on a ¢'(a) = 0. Ce

3. Ainsi ¢ atteint son minimum en ¢ € Ja;b[ donc? ¢'(c) = 0. Donc f’(c) —y = 0. Donc y = f'(c).

4. On a donc montré que quelque soit le point situé entre deux points de f’(I) ce point appartenait encore
f/(I). Ceci montre que f'(I) est un intervalle de R.

Correction de ’exercice 7.

1. A partir de ce moment-13, vous aurez le droit de dire que comme 22 tend vers 0, alors z sin(1/x) aussi. Seulement attention
a ne pas dire |g(z)| < h(z), or lim h(z) = 1, donc lim g(z) = 1, cela ne marche que pour 0.
Tr—a r—a

2. Rappelons que si f est dérivable sur I admet un minimum en = € I et que ce minimum n’est pas sur les bords de I,
alors on peut dire que f’'(z) = 0.
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Correction de ’exercice 8.
Correction de ’exercice 9.

Correction de 1’exercice 10.

Correction de I’exercice 11. e Soit x > 0, on remarque que exp est continue sur [0;z |, dérivable sur
]0;2[; donc d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe c € | 0;z [ tel que exp(x) — eXp(O) =
exp’(¢)(z —0), on a donc e® = 1+ e, comme ¢ > 0 par croissance de I'exponentielle, on a e® > 1. Puis,

comme x > 0, on a donc ez > x, ainsi e” > 1 + x.

e Si xz =0, alors on a bien 'inégalité demandée.

e Siz < 0, on remarque que exp est continue sur [z ;0 ], dérivable sur |z ;0[; donc d’apres le théoréme des
accroissements finis, il existe c € |z ;0 tel que exp(z ) - exp(O) =exp/(c¢)(z—0), on a donc e” = 1+e“z,

comme ¢ < 0 par croissance de l’exponentlelle on a e® < 1. Puis, comme z < 0, on a donc e“x > x, ainsi
=1+
Correction de I’exercice 12. 1. Supposons que a soit une racine de multiplicité m de P (alors m > 1,

sinon a n’est pas racine de P). Alors il existe @ € R[X] tel que P = (X — a)"Q avec Q(a) # 0. En
dérivant un produit,

Pl = m(X —a)" 1@+ (X — a)"Q = (X — )" (m@ + (X — )@
Posons alors Q = mQ + (X — a)Q’, alors Q(a) = mQ(a) # 0 avec P’ = (X —a)™1Q. Ceci veut dire que
la multiplicité de a dans P’ est® m — 1.

2. Soient a et b deux racines de P avec a # b (quitte & échanger les noms, on suppose a < b). Alors
P(a) = P(b) = 0. Or, z — P(z) est continue sur [a;b], dérivable sur |a;b[. D’apres le théoréme de
Rolle, il existe c € Ja;b[ tel que P'(¢) = 0. Ainsi, P’ admet une racine entre deux racines de P.

3. Supposons que P soit scindé a racines simples. Notons (z1,z2,...,2,) ses n racines distinctes classées
par ordre croissante : 21 < 3 < ... < T,. D’aprés ce qui précéde, pour tout i € [[1;n — 1], il existe*
yi € | x; ;2541 [ tel que P'(y;) = 0. On a alors :

<Y1 <2< Y2 <...<Tp—1 < Yn-1<2oTp
En particulier, y; < y2 < ... <yn_1. Or, d°P' = n — 1 et qu'on a trouvé n — 1 racines distinctes de P’, il
en découle que P’ est scindé a racines simples.
4. Supposons P scindé. Notons (x1,xa, ..., 2,) ces racines distinctes classés par ordre strictement croissant :

'
x1 < o2 < ... < zy. Notons m; la multiplicité de z; dans P. Comme P est scindé, P = X\ [[(X — z;)™
i=1
T
avec A € R*. En passant au degré, n = > m;. D’aprés la premiére question, x; est racine de P’ avec
i=1
multiplicité m; — 1. De plus, comme & la question précédente, on trouve des racines de P’ entre les racines
de P, il existe y1, yo, ..., yr_1 des racines de P’ tel que

T <Y1 <2 <Y <...<Zp1 <Ypr—1<Zp
r r—1
Ainsi, P’ est divisible par [](X — x;)™ 1 J[T(X — u;). Par conséquent, il existe Q@ € R[X] tel que
L 1
T r—1 ' '
= 1_[( —2;)™ 71 TT (X — y;). En passant au degré, on obtient :

i=1

—1=d°P = dOQ—i-Z i—1 +T—1—dOQ+ZmZ Zl+r—1—doQ+n—r+r—1—n 14d°Q
=1 =1

3. Sim = 1, cela veut dire que a est une racine de multiplicité 0 dans P’ donc que a n’est pas racine de P’

4. C’est dans ce genre d’exercices que ’on réalise & quel point il est important dans Rolle, d’avoir I’existence d’un réel qui annule
la dérivée dans l'intervalle ouvert et non dans 'intervalle fermé. En effet, si on avait l'existence de y1 dans [z ;x2 ] et Pexistence
de y2 dans [x2 ;3 ], alors rien n’empécherait d’avoir y1 = y2 et donc de trouver moins de racines que ce dont on a besoin.
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Ainsi, d°Q = 0 et @ est constant. Notons \ cette constante’. En conclusion,

T r—1
Pr=A][(X —a)™ ' (X —w)
=1 =1

est scindé.
LU s 2km
5. Prenonsn > 3. Notons P = X" —1 =[] (X —¢' 27) est scindé a racines simples, tandis que P’ = nX" !
=1
n’est pas a racines simples, car 0 est racine de multiplicité n — 1 > 2.

Correction de ’exercice 13. e Si n = 1, on dispose alors de f de classe €' tel que f(zg) = f(z1),
comme f est continue sur [ xg;z |, dérivable sur | zq;z [, ainsi d’apres le théoréeme de Rolle, il existe
c€lxg;x [ tel que f'(¢) = 0.

e Sin =2, on dispose alors de f de classe € tel que f(zo) = f(z1) = f(22). En appliquant le théoréme
de Rolle sur le segment [xg;x1] et sur le segment [xz1;22], on obtient qu’il existe yo € |z ;x1 [ tel
que f'(yo) = 0 et quil existe g1 € Ja1;25 [ tel que f/(y1) = 0. Comme yo < y1 et que f/(y0) = f/(y1),
appliquons le théoreme de Rolle a la fonction f’ et au segment [yo;y1 |, ainsi il existe ¢ € Jyo;y1 [ tel
aue (f)(c) = 0.

e La figure suivante illustre le cas général (mais c’est une figure et non une preuve).

—e e 9o o o o o o o
To 1 T2 T3 T4 T5 Ipn—2 Tp—1 ITn

—e o o o o e o

Yo Y1 Y2 Y3 Ya Yn—2  Yn—1
B S — "
20 21 22 Z3 Zn—2 f
. . (n—1)
bo b !/
. f(n)

FIGURE 1 — La premiere ligne représente les réels qui annule f, la deuxiéme ligne représente les réels qui annule
f’ par application du théoréme de Rolle & f. A chaque dérivée, on obtient un réel en moins qui annule la dérivée
en question jusqu’a la dérivée n-iéme.

e Généralisons et posons, pour n € N* I’hypotheése de récurrence &(n) : « pour toute f € €"(R,R)
s'annulant en 29 < 21 < ... < 2, il existe ¢ € R tel que f(™(c) = 0». D’apreés ce qui précede, 2 (1)
et Z(2) sont vraies. Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. Considérons f € ¥" (R, R) s’annulant en
xo < 1 < ... < Tpt1. Alors, soit i € [0;n]], f est continue sur [ z;;z;11 | dérivable sur |z;;z;i41 | et
f(z;) = f(x;41) d’apres le théoréme de Rolle, il existe y; € | x; ;2541 [ tel que f'(y;) = 0. On a alors

<YW <1 <Y1 <12<...<Yp < Tp+1

En particulier, y1 < y2 < ... < y,. posons g = ' € €"(R,R) avec g qui s’annule en y1, ya,... €t yy.
En appliquant 22 (n) a g, il existe ¢ € R tel que ¢ (c) = 0. Ainsi, f™*1(¢) = 0. Ceci démontre que
P(n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N, &(n) est vraie.

5. On aurait pu aller plus vite en disant qu’on avait des racines telles que la somme des multiplicité était supérieur ou égale a
T

>(mi—1)+r—1>=n—1et que comme d°P’ = n — 1, on les a toutes et donc P’ est scindé. «Supérieur ou égale» et non pas
i=1
«égalen, car on ne connait pas la multiplicité des y;.
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Correction de 1’exercice 14.

f(bz)):cj;(a)(w —a)+ f(a)>' Remarquons que g(a) =

g(b) = 0. La fonction g est dérivable comme somme de fonctions dérivables, et

Correction de ’exercice 15. Posons g: x — f(z) — (

b) —
wrelan] o=@ - 10D pey o aw po <o
b—a cela;b]
Ainsi, g est décroissante sur [a;b]. Pour tout z € [a;b], a < x < b, donc 0 = ¢g(b) < g(x) < g(a) = 0. Ainsi, g
b) —
est nulle. Deés lors, f: z — f(l))_i:(a)(m —a) + f(a) est une fonction affine.

Correction de ’exercice 16. Présentons deux méthodes. Notons ¢ cette limite finie commune.

1. Premiére méthode : distinguons plusieurs cas :
e Soit pour tout z € R, f(z) = ¢, alors bon ben...
e Soit il existe zp € R tel que f(xp) < /.
e Soit il existe g € R tel que f(zg) > ¢ (traitons que ce cas, en observant que le cas 2 est similaire).

Notons ¢ = flwo) = ¢ > 0, alors comme lim f(x)=1/¢:
2 T—+00
JAeR Vo> A E—s<f(x)<€+5=f(x()2)+£<f(:vo)

On remarque donc que zp < A (par Pabsurde, car sinon, on aurait f(zg) > f(z9)). De méme
limoof(x) =/{:
T——

IBeR Ve < B €—€<f($)<€+6=f($02)+€<f(xo)

On remarque de méme que z¢p > B. On a donc B < z9p < A avec f(B) < f(xo) et f(A) < f(zo).
Supposons que f(B) < f(A). Alorson a f(B) < f(A) < f(xg). Comme f est continue (car dérivable),
par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe c € [ B;xq | tel que f(c) = f(A), avec ¢ < zg < A.
On applique donc le théoréme de Rolle & f sur le segment [ ¢; A]. On procede de méme si f(A) < f(B).

2. Une autre méthode consiste a étudier
T T
|53l —®

x> f(tan(z))

. : . . . T T
Par composition de fonctions continues, cette fonction est continue sur ] 35 [ De plus, on observe
que par composition de limites, on a que
lim g(z) =¢= lim g(x)
T3 =3
T
Donc g est prolongeable par continuité sur [—5 ; 5] Notons encore g ce prolongement. On a alors
™ T mom
g <—§> =g <§> = (. Avec g continue sur [—5 ; 5] De plus par composition de fonctions dérivables,
T T
g est dérivable sur ] 33 [ On peut donc appliquer le théoréeme de Rolle. Il existe ¢ € ] 35 [, tel

que ¢’(c) = 0. Or en dérivant g, on a donc que (1 + tan?(c))f/(tanc) = 0. En notant é = tanc € R et en
remarquant que 1 + tan?(c) # 0, on obtient que f/(¢) = 0.
R+ — R

Correction de I’exercice 17. 1. Soit n € N. La fonction f: est continue sur [n;n+ 1],
x > \Jx

dérivable sur |n;n + 1[. D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ € |n;n + 1[ tel que

f/(c):f(n+1)_f(n) —Vntl-+n

(n+1)—n
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De plus, pour tout z € |0;+00[, f'(z) = Ainsi, f’ est décroissante sur [n;n + 1] donc

1
2V
L L o<t
Wn+1  2yc = 2un

Donc,

eSS CERRCE T

2. Soit un entier n > 2. En faisant un décalage d’indice dans la question 1, on obtient :

%ﬁ\“f -l iﬁff

De plus, on a d’apres la question précédente on a pour tout n = 2

L <Vn+1—4n<

ENTES 7

En réunissant les inéquations (1) et (2), on obtient I’égalité voulue pour n > 2. Pour n = 1, il suffit de
remplacer par n = 1 pour voir que la série d’inégalités démandées tient.

(2)

3. Soit n € N*. Sommons les inégalités précédentes pour ke [[1;n ].

VE+1-vVEk < <Vk-Vk-1
Zn](\/ﬁ—x/E) < zgi(x/é—\/m)
k=1 k=1

2Wn+1—-2 < N

Ot on a reconnu des sommes télescopiques °.

EMs;

N
N o

n

4. On repart de I'encadrement précédent et on divise par 24/n.

2/m+1—2 - Sh <1
24/n So2yn

7 . 2v/n+1-2 _ PR — daat_a-di ~
Or’, nkgloo NG 1. Par le théoreme des gendarmes, griaoo 5 \/, = 1 c’est-a-dire que S, s 2y/n.

Enfin, puisque des suites équivalentes ont la méme limite, on obtient que hm Sy = +00.

’rL—)

Correction de ’exercice 18. Procédons par analyse-syntheése :

e Analyse : supposons que g existe, alors pour tout y € Ry, g(y) = g((\/g)Q) = f(\Y)-
R+ — R
e Syntheése : posons g: et on va montrer que ce g la convient :
. v — f(/3)
— Pour tout z € Ry, g(2?) = f(vV22) = f(|z|) = f(=).
— /Ry = R, est continue et f: Ry — R est continue, donc par composition, g est continue.
—  :R* 5 R, est € sur R et f: R, — R est 4! sur R* donc par composition, g est €' sur R*.

De plus,
L
NG (V)

6. Si vous avez oublié le calcul des sommes télescopiques, c’est le moment d’aller le réviser.
7. Au fait pourquoi la limite annoncée est-elle vraie 7 Si vous ne vous étes pas posé la question, c’est le signe donc que je pouvais

Vo >0 g(x) =

vous escroquer sans probléme. Ne vous laissez jamais avoir...
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/ — (0 /
— Comme, f’ est dérivable en 0, on a ?}%W = f"(0) soit 5im fz(/ y)

f'(Wx)
NG

1 1
en 07 et que lim, g (z) = if”(O). Ainsi, g est continue sur R,, ¢! sur R*, lim, J(z) = §f”(0).
z—0 z—0

= f”(0). Donc par

composition de limites avec y = 4/, on a lin% = f”(0). Ceci montre que ¢’ admet une limite
€Tr—>

1
Ainsi, le théoréme de la limite de la dérivée s’applique : g est dérivable en 0 et ¢'(0) = B 1”(0). Donc

g’ est continue sur R, .
Ainsi, le g que I'on a posé est bien ¢! sur R, et pour tout = = 0, g(2?) = f(x).

Correction de ’exercice 19.
]0;a] — R

z— f(x)g(t) — f(t)g()

o Alors h(0) = f(0)g(t) — f(1)9(0) = 0 et h(t) = f(t)g(t) — f(t)g(t) = 0. Donc h(t) = h(0)

e h est continue sur [0;¢] (comme différence de fonctions qui le sont)

e h est dérivable sur |0;¢[ (idem)
On peut donc appliquer le théoréme de Rolle, il existe c(t) € ]0;t[, tel que®? W (c(t)) = 0. En dérivant
h, on obtient donc f(c(t))g(t) — f(t)g(c(t)) =

c(t
2. Soit t € |0;a[, comme t > 0, on a g(t) # 0. De méme c¢(t) € 10;¢[, donc g(c(t)) # 0. On a donc, par
f@) _ fe®)

g(t) — g'(c(t)’

Correction de I’exercice 20. 1. Fixons t € |0;a]. Posons h:

division par des quantités non nulles, Or comme 0 < ¢(t) < t, par encadrement, on en

!
déduit que lim ¢(t) = f'(z) = £. On peut en déduire, par composition de
=0 0g'(x)
"(e(t t
limite, que %Hn f’((cét))g £. Nous avons donc démontré que %Hn fét)) = /. Autrement dit, nous avons levé
—0g —0g

I'indéterminée dans la limite de i en 0.
g

Correction de ’exercice 21.
Correction de ’exercice 22.
Correction de ’exercice 23.

Correction de ’exercice 24. 1. d°Q,, = 2n, donc en dérivant n fois, d°L,, = 2n — n = n.

2. Qn=(1—X)"(1+ X)™. Ainsi, 1 et —1 sont racines de @), avec multiplicité n. Par caractérisation de la
multiplicité, pour tout k€ [0;n — 1], @, (1) = 0 et Q,* (—1) = 0.
3. Posons hypotheése de récurrence, 2 (k) : «Q,* admet au moins k racines réelles distinctes dans | —1;1[.»
e Pour k£ =0, il n’y a rien a montrer, «avoir au moins 0 racines»...
e Pour k£ = 1. Comme Q,(—1) = Qn(1) = 0. Et que x — Q(z) est continue sur [ —1;1] et dérivable sur
] —1;1[. D’apres le théoréme de Rolle, il existe x1 € | —1;1[ tel que Q'(z1) = 0. Dés lors, &(1) est
vraie.
e Soit k€ [[0;n — 1]. Supposons (k) vraie. Alors, il existe (x1,z2,...,z) € R¥ tel que

—“l<m<zoe<...<zap<1

et pour tout i € [ 1; k), z; est racine de Qn(k). De plus, comme k < n—1, —1 et 1 sont racines de Qn(k)
d’apres la question 2. Posons g = —1 et 2511 = 1. Ainsi, 29 < 21 < Z2... < T < Tk avec pour
tout i € [O;k+ 1], Q(z;) = 0. Soit i € [0;k ], comme Qn(k)(:vi) = Qn(k)(xiﬂ) =0, x — Q(z) est

8. On le note ¢(t) et non c car il dépend du ¢ fixé.

9. A priori, c(t) n’est pas unique, il faut donc en choisir un parmi tous les choix possibles. Et comme, on a besoin de faire ce choix
pour une infinité de ¢ différents, on a en fait, trés subtilement utilisé un axiome controversé pour ¢a : I’axiome du choix. Controversé
car cet axiome mene a des résultats surprenants. Mais rassurez-vous, rien ne tout ¢a n’est a connaitre.
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continue sur | z;;x;y1 | dérivable sur | x;; z;4+1 [, d’apres le théoreme de Rolle, il existe y; € | x; ;2541 |
tel que Q%+ (y;) = 0. Ainsi,

O=$0<y0<x1<y1<x2<...<xk<yk<xk+1=1

Ainsi, yo, y1, .., yr sont k + 1 racines distinctes de Q,**1 dans 10;1[. Ceci montre que Z(k + 1)
vraie.

e Par récurrence finie ', pour tout k € [0;n], £(n) vraie. En particulier pour k = n, L, = Q™
admet n racines distinctes dans | —1;1][.

Correction de ’exercice 25.
Correction de ’exercice 26.

Correction de I’exercice 27. Soit (a,b) € R? et t € [0;1]. Montrons que '*
(go f)lta+ (1 —=1)b) <t(gof)la)+ (1—t)(gof)(b)
Tout d’abord comme f est convexe, on a :
flta+ (1 —=t)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)

De plus, comme g est croissante, on a :

g(f(ta+ (L=1)b)) < g(tf(a) + (1 —1)f(b))
Si on pose o = f(b) et = f(b), on peut alors utiliser la convexité de g et obtenir :

(go flta+ (1 —=1)b)) < g(ta+ (1 —1)B) < tg(a)+ (1 —1t)g(B) = t(go f)(a) + (1 —=1t)(go f)(b)

On a ainsi montré que g o f est une fonction convexe.
Correction de ’exercice 28.

Correction de D’exercice 29. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Montrons que f(a) = f(b). Supposons par
l'absurde que f(a) # f(b).
e Supposons que f(a) < f(b). Considérons g, la fonction affine qui coupe f en a et en b, alors g: x —
f(b) — f(a)
b—a
En particulier, pour x = b, f(z) = g(x) .
Ceci contredit le fait que f soit bornée. Dés lors, f(a) < f(b) n’est pas possible.
e De méme, supposons alors f(a) > f(b). Considérons toujours g, la fonction affine qui coupe f en a et en
f(b) = f(a)
b—a
de g en dehors de [a;b]. En particulier, pour = < a, f(z) = g(z) -

déduit que f(x) — Ceci contredit le fait que f soit bornée. Deés lors, f(a) > f(b) n’est pas
x

——

(x—a)+ f(a). Comme f est convexe (voir figure 2), f est au-dessus de g en dehors de [a;b].

+00. Par minoration, on en déduit que f(x) —— +o0.
o0 r—+00

b, alors g: z — (x —a) + f(a) Comme f est convexe (voir toujours figure 2), f est au-dessus

+00. Par minoration, on en
possible.
Ainsi, f(a) = f(b). Et ce pour tout (a,b) € R tel que a < b. Ceci démontre que f est une fonction constante.

Correction de I’exercice 30. 1. Raisonnons par récurrence avec ’hypothese de récurrence & (n) : «pour

tout (z1,x2,...,2,) € I, pour tout (A, Ao,..., A\py) €[0;1]™,si D \pg=1, f (Z Az‘%‘) < D0 Aif(x)»
k=1 k=1 k=1

10. II faut bien comprendre ici que ’on doit faire une récurrence fini, car il faut que £ < n — 1 pour pouvoir affirmer que 1 et —1
sont racines de Q,*) car aprés n — 1 ce n’est plus le cas.

11. Attention & bien lire ’énoncé, on ne dit pas que f et g sont dérivables (que ce soit une ou deux fois), ainsi il est hors de
questions de dériver g o f.
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(a) Cas ou f(a) < f(b) (b) Cas ou f(a) > f(b)

FIGURE 2 — En rouge la fonction f et en bleu la fonction affine g.

e Pour n = 2. Soit (z1,72) € I? et (A1, A2) € [0;1] tels que A\; + Ao = 1, alors par convexité de f

fazr + Aowa) = f(Mrr + (1= A)ze) < Aif(21) + (1= A1) f(22) = A f(21) + Aaf(22)
Ainsi, Z(2) est vrale.

e Soit un entier n > 2. Supposons Z(n) vraie. Soit (x1,x2,..., 1) € I soit (A1, Ao, ..., Apy1) €
n+1
[0;1]™"!. Supposons ) A\, = 1.
k=1

n
— Si Apy1 = 1, alors > A\ = 0 or, tous les Ay sont positifs, donc, pour tout k € [1;n], \x = 0.
k=1
Alinsi,

n+1 n+1
f (Z )\kﬂ7k> = f(@n1) = D M (wn)
k=1 k=1

Ainsi, I'inégalité demandée est bien vérifiée.
— Si Apy1 < 1. Alors :

n+1 n n
f <Z Ak%) =f (An+1xn+1 + Z Ak$k> =f <)\n+1xn+1 + (1 = Ang1) X (Z 1_)\k$k>>
k=1 —

k=1

Comme f est convexe, on obtient :

n+1 "
f (Z Am) < At f(@ne1) + (1= Ang1) f (Z 1_Akxk>
k=1

=1 An+1

Posons, pour tout k€ [1;n]), ux = = € [0;1]. Remarquons que

k=1 k=1 k=1 k=1 n+1
Des lors,
n+1 n n+1
f (Z Akﬂ:) <A1 f@nir) + D Mef (k) = D Aef ()
k=1 k=1 k=1
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Ceci prouve que Z(n + 1) est vraie dans tous les cas.
e Par récurrence, la propriété est vraie pour tout entier n = 2.

2. Soit (x1,22,...,2,) € R*¥"™. La fonction —In est convexe sur R¥ (sa dérivée seconde est positive). Pour
n
tout ke [1;n], A\x = 1/n, de sorte que >, A\x = 1. Alors, on peut appliquer la question précédente :
k=1
1 & 1 &
—In| — T | < — —In(x
- k21 Bl s kZl( (1))

Multiplions par —1 cette inégalité :

Comme exponentielle est croissante, on en déduit que :

oo (3 ([T ) ) <2 2o

k=1

3\'—‘
||M:
e

3. La moyenne géométrique est plus faible que la moyenne arithmétique cela va faire baisser votre note. En
plus cette inégalité devient particulierement intéressante pour moi si jamais vous avez obtenu un 0 a 'une
de vos interrogations.

Correction de ’exercice 31. 1. Soient a > 0 et b > 0. La fonction In est concave sur R*, en effet sa
dérivée est x — 1/x est décroissante sur R¥. Ainsi,

V(z,') e R*? Vte[0;1]  In(tz+ (1—t)2') = tn(z) + (1 — ) In(2’) = In(z'a’" ")
Par croissance de la fonction exponentielle, on obtient :
t 11—t

o T <tx + (1 —t)a

Posons alors z = a? > 0,2/ =b?>0et t =1/pe]0;1[. Ainsi, 1 —¢ =1 —1/p = 1/q par conséquent :
1

1
ab < —aP + bl
b q
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2. Commengons par remarquer que l'inégalité démontrée a la premiére question est encore vraie si a = 0 ou

n n

b= 0. Soient © = (x1,22,...,Zn), et ¥y = (Y1,Y2, ..., Yn) tels que > |z;|P = > |yi|? = 1, alors, d’apres la
i=1 i=1

question précédente

_ P |g
Vie[[1;n] ]xiyi]—|xi]x|yi|<|l|+|y;|
Par somme, on a donc
n n n y
PREZTIRS + Y =t = =1 = [alplylg
im1 i=1 i-1 94

On a donc démontré ce qu'il fallait dans le cas ou ||z[, = 1 et |y||; = 1. Dans le cas général, remarquons
déja |Axll, = |A| x |z|p. Soit z = (z1,22,...,2,) € R" et y = (y1,y2,...,yn) € R" si z = (0,0,...,0)
ouy = (0,0,...,0) il n’y rien a faire. Supposons = # 0 et y # 0. Dans ce cas on pose T = z/|z|, et
7 =1y/|ylq, alors |Z[, = 1 et |7, = 1. On peut donc appliquer ce qui précede a Z et 3.

Z <Z |$z| « |yz| <1
Hpr

Hpr Szl Myl
En multipliant par |z, x [ly|, on obtient le résultat.

3. Soit x = (z1,%2,...,2n) €t y = (Y1,%2,..,Yn) € R", en appliquant 'inégalité précédente, il vient

n n n
Mzt uilt < D lwilles + wlP ™+ D willwi + wilP !
i=1 i=1 i=1
1 1 1
n P P n q
< (2 |x¢|p> (Z |z + yi| P~ 1)q> (Z |yz|p> (2 |zi + yi|(p_1)q>
i=1 i=1 i=1
1 1 1
n P n p n q
< (Z fﬂ?i\p) + (2 |yi|p> x (Z !wz‘+yz‘\p)
i—1 i=1 i=1
n 1_%
<Z |z +yi!p> < lzlp + lylp
i=1
lz+ylly, < |zllp + ylp
Correction de ’exercice 32.
Correction de ’exercice 33.
Correction de 1’exercice 34. 1. Notons f: x — ™.

e En connaissant les dérivées k-ieme des fonctions de la forme x — zP on peut dire que pour k < 2n,
2n)!
(k) . T ( p2n—k
! ~ 2n— k)
e De plus, en notant g: z — z", on a f = g x g, appliquons la formule de Leibniz. Pour £ < n

@ = 3 (F)s@ < g

=0
n—i n—(k—1)
()n—z k=)

() n—z(g)—kﬂ) o
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On a donc montré que pour tout k < netxeR:

(2n)! e bk n!)? n—
@) = (2n —)k)!$2 =2 (z) (n —i)!((n— 2 +¢)!"”2 '

2. Prenons k = n et prenons x =1 :

©

Sl

2

= 3 . —
|

Lp=

=y
Il
=

o =
I
1=

-
Il
o

~
Il
=}

5 .
(e

S/ N 7 N 7 N -/ N
-~

e N ~—

R
s %
~
Il
7=

On a donc le résultat voulu 2
Correction de 1’exercice 35.

Correction de ’exercice 36. Pour cela, raisonnons par récurrence, on va poser dans I’hypotheése de récurrence
que f e €"(R,R) et on va aussi supputer la forme de la dérivée n-ieme pouvoir la dériver. Pour, n € N, posons
donc I’hypotheése de récurrence suivante :

R— R

P(n): «f € €"(R,R),3(Ppn, Q) € R[X]? tel que Vo >0 Qu(z) #0 et JARK

e Initialisation : Il faut montrer que f est continue sur R et trouver Py et Qg tel que

R—R

f(O) = f=: PO(x)e_%

= si >0
€Tr —> Qo(x)
0

si <0
Tout d’abord f est continue sur R* en tant que fonction nulle, elle est continue sur R* par composition de
fonctions continues. Il reste a étudier le probleme en 0. Pour cela, par croissance comparée, lim+ f(z) =0,
z—0
de plus, li%l f(z) =0, or f(0) = 0. Ainsi, f(0) = lim, f(z) = lim f(x), ainsi f est continue en 0.
z—0— z—0 z—0~
Donc f € €°(R,R). Enfin, posons Qo = Py = 1 € R[X] et ces polynémes conviennent au vu de f.
e Hérédité : soit n € N, montrons & (n) = Z(n + 1). Supposons donc #(n) vraie. Ainsi

fe € (R,R), (P, Qn) € R[X]? tel que V& >0 Qn(z) #0 et

— () est clairement de classe €1 sur R* et de dérivée nulle
— () est de classe €' sur R* par composition et produit de fonctions de classe €.

12. On peut donner une interprétation de ce résultat : imaginons un groupe de 2n personnes composé de n hommes et n femmes.

. N 2 . ~ . . . .
Combien peut-on former de sous-groupes a n personnes dans ce groupe ? (:) bien stir. Mais aussi, on peut imaginer, que dans un
tel groupe, on a appelle i le nombre de femmes, ainsi il y a (T;) choix possibles pour les femmes. Dans ce cas il reste a choisir n — ¢

hommes parmi n hommes, soit (n:) = (7;) possibilités. On a ainsi (7)2 groupes a ¢ fixé. Maintenant ¢ peut prendre n’importe quelle

valeur entre 0 et n, on obtient donc . (%)? possibilités. D’ott I'égalité.

1=
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— Mettons provisoirement de c¢6té, le probleme du caractére €' en 0. Dérivons f(™ sur R*. On a :

w=0  (f0) @ - e <;SZ((?)+Pé($)QnE$)—Pn(x)Q%(w)>

@Qn(x))?
e x (Pn(fv)Qn(w) + 2P (2)Qn(x) — «’152Pn(x)@%(33)>
$2Qn($)2

Ainsi on pose les deux polyndémes suivants :

Pop1 = Po(X)Qn(X) + X?PL(X)Qn(X) — X*Po(X)Q,,(X) € R[X]
Qn+1 XQQn(X)2 € R[X]

z .,

P,
Alors Qp+1 ne s’annule pas sur R¥ et on a bien, pour tout z > 0, f("“)(a:) = 2 (e

Qn+1

— Revenons maintenant au probléme en 0, (™ est continue (par hypothese de récurrence), on a
lim (f™)/(x) = 0 et par croissance comparée, lim+( fMY(z) = 0. D’apres le théoreme de la limite
z—0~ z—0

de la dérivée, £ est dérivable en 0 et (") (0) = 0, de plus, on a lir%(f(”))’(ac) =0 = (f™)(0),
on a donc la continuité en 0 de (f™)".

On a donc montré que f(™ est de classe €* sur R, autrement dit, f € ¢ (R, R) et que

R— R
F), Poi(z) 1 o
T Qn+l($)
0 si <0

On a donc montré que #(n) — Z(n+1).

e Par principe de récurrence, on a donc montré que pour tout n € N, #(n) est vraie. En particulier, pour
tout ne N, f e €"(R,R). Donc f € €*(R,R).

Correction de ’exercice 37.
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