z? 23 zt 2d
Correction de I’exercice 1. a) z%e” n z? (1 +x+ > +—+ O(x3)> n 22+ 28+ 4+ = + o)

6 2 6
. x—w—3+£5—£7+0(x8)—x 2 4
b) Sm(xl_x: 6 5! 37! =—1+L— £ +O(x5)
x 0 x 0 6 120 5040
c) ln(1+$2)=x+3:ﬂ+$3—x4+x5+o(:p5)
1—xz /) 0 2 3 4 )

d) DL3(0) de  — 4/ch(sin(x)). On pose u = sin(x), alors
3

x
R 3
CusT— + o(z?)
o u? = 2% + o(x3)
o u? = 23 + o(x3), donc u? N 23, donc o(u?) = o(z?)
Ainsi, on effectue un DL3(0) de ch(u) :

u? 3 3 a? 3 3 a? 3
Ch(u)§1+?+0u + o(u?) 1+?+O(1:)+O(x)=1+?+0(33)

0

2
x
On pose alors v = 5 + o(z?), alors v? = o(z?), ainsi, on effectue un développement limité de /1 + v en 0

1 1
alordre 2 :y/1+v=1+ SV~ §U2 + 0(v?). Comme v? = 0(z?), on a 0(v?) = o(z3), ainsi
2

.’132 T
ch(sin(z)) = 1+ % (2 + o(a:?’)) vo(a®) =1+ % + o)

z?2 gt af 2
e) DLg(0) de =+ (cos(z))? : (cos(x))? = <1 -t = — =+ O(x6)> .

2 24 6!
2 4 6 ]

0 1 =——+4+—==—"—+40
. npos;saorﬁsuo 5 tor ™t (x®)

2 _ T T 6
U 24+O(x)

3 x’ 6
ou6—§+0(m)

6
3.0 Y 3y —
o u’ s 8,d0nc0(u)0(’)(x)

Ainsi, d’apres le DL3(0) de (1 + u)? :

cos®(z) (1 +u)? = 1+ 3u + 3u® + v + o(u?)

= 1+3 (—332 + vt + o(x6)> +3 (954 o + o(x6)> + (—x6 + O(x6)> + o(z)

2 24 6! 4 24 8
322 Tt 612° 6
5 Tt T o tow)
f) DLg(%) de sin, proposons deux méthodes :
. Onposeh=x—z—>0, alors :
4 gor/4
2
sin(z) = sin (h + %) = sin(h) cos (%) + cos(h) sin (%) = [sin(h) + cos(h)]
V2 h? h3 3
o 2 {1+h_2_6+o(h >]
Ainsi :

i) 2 G F D) DR e D e (D)

. 1) 12 4 4

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, TD14 1


devilliers.loic@gmail.com

e Comme sin est de classe €2 sur R, on peut appliquer la formule de Taylor-Young en 7/4 & 'ordre 3 :

an(5) 2 (o 2 ey ) ey (o)

sin(e) ez T\ 1 2! 4 3! 4
2
Comme sin’ = cos, que sin” = —sin et que sin” = — cos que cos (%) = sin (Z) = \Qf on en déduit que
in(x) \/§+\/§< 7'(') \/§< 7r)2 ﬂ( W)3+(9 ( 7r>3
sin(z) = —+—(z——)——F—(z—=) —— (z—— T — —
z—Z 2 2 4 4 4 12 4 4

g) Comme on fait un DL en 1, on pose h = x — 1 —— 0. Ainsi,

xr—>

Ah 1 1 1 1
eVE = gVIth e exp(1l + §h - §h2 +0o(h) =e x exp(ih - ghz + o(h?))

1 1
o Posonls u= §h - §h2 + o(h?)
) u2 3 Zh2 + O(h2)
o u? N th, ainsi o(u?) = o(h?).

On effectue alors un DL2(0) de exponentielle :

1
2 —h% + o(h?)

11
e gh—gh?+O(®?) e“=1+u+u+ow%=1+<2h—8ﬁ+omﬂ>+4 5 + o(h?)

h—0 2

_ 1 2 2
o 1+2h+0xh + o(h?)

Ainsi : o
eV® — e+ —(z—1)+0((x—1)%

z—1 2

m1m1+¢aThqm+%@—1y7%@—¢y+o«x_n%

2
i) eV — et % + o(z)

o) o] o o)

2 4 2
On cherche & faire un DL2(0) de (1 -2 O(m3)> . On pose u = —% + o(2?), ainsi u ~ —, donc

j) DLg(0) de o — sin(z)?* :

(sin(z))?

ol

o(u) = o(z?). Ainsi,
sin(z)* = (1 + 4u + o(u)) = zt (1 +4 (_x62 + O(w3)> + O(m2)> = zt — 220 + o(x%)

k) DL3(0) de 2+ (1 + x)x :

1 1 1 2?2 2 ot 4
(14 2)= n exp<xln(1+x)>=exp($ <x—2+3—+0(m‘ )>>
23

4
2 3 2

r x r
= 1242 2 3 — _x o 3
= exp< 2+3 4+O(:U)>Oe><exp( 2+3 4—|—O(x)>
2 3

oz 2t 3
On pose u = 5t 3 —I—(’)(x)x—>_)0 0. Alors
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2 x x 3
=——-—40

° U (x?)
o ud = ——+O(:c3)

e 0(u?) = o(x?)
Ainsi, on effectue un DL3(0) de u — exp(u) :

1 u2 u3
(1+x)s = exexp(u)=e(1+u+2+6+O(u3))
r x? 2P 1 /22 23 1 x3
= 1 Ty oz 3 -z T 3 - (_* 3 3
e<—|—< 573 4+o(m)>+2<4 3+o(m)>+6< 8—|—O(x)>—|—(9(:1:)
B _%_}_116%2_76563_’_0(1.3)
B 2 24 16
S T e S e T 1)
22 47 8 16 v

ut = 2t + o(z?)
Comme u* ~ 2, o(u?) = o(x?).

Ainsi, on effectue le DL4(0) de

1+u:
S U =1l-u+u®—u+u'+ o)
14z + 22 1+u
= 1—(2®+2%) + (2® + 22° + 2%) + (2 + 32" + o(z?)) — (2 + o(z?)) + o(z?)

= 1l-—z+2% 2"+ o(z?h)

2 4
n) e’n@ —1 42 4 T + o(zt)
2 8
sin(z) -1 1 x a? 9
o) cos(z) +1 273 8+O(x)
3 4 5
p) e®arctan(z) = z + 22 + % - % + ?Zlio + o(x°)

q) DL3(0) de 2 — ch(z)*"®). Tout d’abord ch est une fonction strictement positive.
ch(z)®®) = exp(sh(z) In(ch(z)))

= exp ((x + ?j + 0(x3)) In (1 + 9522 + o(x3)))
2

En posant u = % + o(23), on a applique le développement limité de In(1 + u) & Pordre 2 : In(1 + u) =

2 4
u+ —u? + o(u?). Comme u ~ %, u? ~ % et donc o(u?) = o(x*) Ainsi,

3 x? x3 3
Ainsi, sh(z) In(ch(z)) = <a: iy + O(:J;3)> <2 + O(:r3)> = ?—&-0(3:3). Donc ch(z)*®) = exp (2 + O(x3)>.
3 3
En posant v = % + o(z?), on a que v ~ %, donc 0(v) = o(x3). Ainsi, on effectue le DL1(0) de exp(v) :

3 3
1+ (2 + O(x?’)) +0(z%) =14+ — + o(z?).

exp(v) =14 v + o(v). Ainsi, ch(;c)Sh(w) g
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s) (1+sin(x))%?e—5 o~ 16 o)
1 1 2 ) 2 M i T
t) = 5 ,on pose u = —— + 0(z°%) ~ , alors o(u) = o(z?), ainsi, Des lors,
cos(z) x 2
1— "= +o(x?)
2
1 1 2

en multipliant par x, on obtient :

cos(z) 0
u) On pose u = sin(z), alors :

. u?$—%+0(a£3)

o u? = 2?2 + o(x?)

o u? = 23 + o(x?)
().

e Comme u3 > 23, o(u?) =0
Ainsi, on effectue un DL3(0) de (1 + u)/? :

1 1 1
1+sin(z) = (1 +u)'/? = 1+ Ju~ qu + 1—6u3 + o(u®)

1+ L (m - m—g + O(x?’)) - % (m2 + O(x?’)) + % (z* + O(w3)) + o(x3)

2 6
R 3
- 14+ = 3
o 1t w o)
e r 322 23 3
KAV R B T
2 3
w) In(1 + sin(z)) x—?—i-g—f-@(az?’)
2 23
X) (\/1+x)z?1+?—z+0(x3)
x? 2 7t
L R
oz otts wtow)
tan(z) —x 23
) 1+s 03 o)

Correction de I’exercice 2. On remarque que f € 4°(R,R) de plus, f'(z) = e®(1+222) > 0 pour tout z € R.
Alinsi, [ est strictement croissante et continue. De plus 1111100 f(x) = +o0 et 1imOO f(x) = —00. Dés lors, d’apres le
T— T——

théoréme de la bijection monotone, f réalise une bijection de R vers f(R) = R. De plus, f est € et f/ ne s’annule
pas sur R, d’apres le théoréme de cours sur les bijections de classe €%, f~1 est aussi de classe €° sur R. D’apreés la
formule de Taylor-Young, f~! admet donc un DLs(0). Ainsi, f~!(2) = ag+arz+asz?+azz3+aszt +asz®+o(x?).

Ou (ag, a1, ...,as) sont & déterminer. Remarquons que f est impaire donc f~! aussi'. D’olt ag = az = a4 = 0.
1
De plus, a; = (f~1)'(0) = = = 1. Des lors f~Y(z) = = + agz® + asa® + o(x®). De plus, pour
O Fro) T Fo ) )

1. En effet, soit 2 € R. Notons a = f~'(x) et b = —f~'(—x), alors f(a) = 2 et comme f est impaire f(b) = f(—f'(—x)) =
—f(f(=z)) = =(=2z) = z. Donc f(a) = f(b). Comme f est injective, a = b donc f'(z) = —f'(—z), f~' est bien impaire.
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tout z € R, fof~!(z) = x. Le but est alors de calculer un DL5(0) de fo f~! par composition de développements
limités :

F(fF =)
F @) exp (F71(x))?)

= (2 +a32” + a5z” + 0(2°)) exp ((33 +aza® + a5z’ + 0(335))2) (1)

8
[

Comme z +azz® +asx +0(x%) commence par z, on va effectuer un DL4(0) de exp. Posons u = x +azx®+asz® +

o(x®) = z +azz® + o(z*). Alors u? = 2% + 2azz* + o(x?). Posons v = 22 + 2azx* + o(z?), alors v? = 24 + o(24),

v? ~ 2%, alors 0(v?) = o(z*). Ainsi,

2
v 1
exp(x? + 2azx? + o(z?)) = exp(v) =1 + v + 5 7t o(v?) =1+a22+ <2a3 + 2) zt + o(z?)
En revenant a (1), on obtient
1
z = (z+ azz® + azz® + O(x5)) (1 + 22 + (2a3 + 5):):4 + O(w4)>

1
= z4+2%(az3 +1) +2° <a5+a3+ (2a3 + 2)> z® + o(z”)

1
Par unicité, d’'un DL, on trouve que az + 1 = 0 et a5 + a3 + (2a3 + 5) = (. En résolvant ce systeme, on trouve

5 )
az3=—letas = 7 Ainsi, f~l(z) =2 — 2% + 53:5 + o(z®). D’apres la formule de Taylor-Young,

1w (FHW(0)
F(x) ogo,dmkw(x%

Par unicité des coeflicients d’un développement limité en 0, on obtient

FIGURE 1 — En rouge la courbe de f, en bleu, la courbe de f~.

Correction de ’exercice 3.
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Correction de I’exercice 4. D’aprés le DL, (0) usuel de = — (1+2z)%, avec @ = —1/2, On obtient (1+z)" /2 =
n
1+ Y apz® +o(z"). Pour ke [1;n], on a

—_

M(-5-1) O-57 cvllas2 oF a2 e (DR _ (DA (3)

ap = 40 _ =0 _ i=0 _ =0 i=1 _ &
k! k! 2k ! k k 4k
2Kk TT(24) 2kE12k T 4
i=1 i=1
(_1)k(2kk) . ,
On remarque que pour k = 0, — = 1. Ainsi, on a prouvé que
1 2 (—1)F <2k> k
= Z " + o(z")
k
14+2x 0 o 4 k
En remplacant = par —z2, on obtient
1 (Qkk) 2k 2n
—— = Z = +o(z™")
v1—az2 0 =
Appliquons maintenant le théoréme d’intégration d’un développement limité, on obtient donc ?
n (2k) L 2k+1 n (2k) p2k+1
arcsin(z) = arcsin(0) + Z 4%214: 1 + o(2*" ) = Z L’“2k 1 + ozt
k=0 k=0
Correction de I’exercice 5.
Correction de I’exercice 6. 1.
2.
3.
4. On pose u = sin(x). Calculons les puissances de u :
. u=x—x—+i+(9(m5)
0 6 120
2 , o 5
R iy + o(z°)
3 5 70 5
cutst— o+ o(x®)
o ut = x4 + o(x5)
o ud = z° + o(z®)
e Ainsi, u® N 25, ainsi o(u®) = o(z°)
On applique donc un développement limité de sh(u) a 'ordre 5 :
3 5
u u
(s _ _ L N
sh(sin(x)) = sh(u) ut =t et (u)
52 5
= x—x—3+$—5+0(:ﬁ5) +x ~ 5 o) +x5+0($5) + o(x%) —x—$—5+0(x5)
0 6 120 6 120 0 15
il x?
Ainsi, sh(sin(z)) — z T + o(x%), dés lors sh(sin(z)) TR

2. On obtient un développement limité dont tous les coefficients d’indices pairs sont nuls, c’est normal, arcsin est impaire.
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Correction de ’exercice 7. 1. Sia=0,alors lim z%=1,sia>0,alors lim z% = +00, si a < 0 alors
Tr—+00 Tr—+00
lim 2% = -00?.
r—+00

2. Distinguons plusieurs cas :

a a

T x® T
Sib=0,alors —— = —, donc f(x) ~ —.
* D1 2 UC
e Sib>0,alors z¥ + 1 fod 2% (passer par le quotient pour le vérifier). Alors par quotient d’équivalents,
x® x®

~ 2 _ a—b fad ~ ~pa—b
Rl Ainsi, f(z) ot
e Sib<0,alors z° + 1 ~ 1, donc f(x) o x®.

1
Correction de ’exercice 8. Pour z > 0 en connaissant le développement limité de arctan(u) quand u = — —
x
0, on a :

T 1
arctan(r) = — —arctan | —

Correction de ’exercice 9. Tout d’abord

() R =)

Effectuons un développement asymptotique quand x tend vers +o0 :

Inzx+In(l+ 1/z )
In(z+1) In(z(1+1/z)) —

U

Inz In(z) Inz

Oru — 0,onaln(l+wu)=u+ o(u) donc
r—+00 0

In(z +1) ;:“9(;) 1 +O< 1 >

—1+ 5Ny
Inz * In(z) * xlnx rxlnzx
0 0, on a In(1 + ) = v + o(v) ! o) = o —1—). Desl
— = mme v ~ ———, on a 0(v) =0 | ——— |. Dés lors :
rv —— 0,onaln v) = v v), co TIn(@)’ 2Tn(@)
In(z + 1) 1 1
In{—=) = In(1 = -
n< Inz > n(l+v) =v+ o) a:ln:v+o<:xlnx)
zlnz
In(z+1) = exp|(xlnzln In(@+1) =exp(l + o(1))
Inx Inz
zlnx
Ainsi, <ln(w+l)> — €.
Inx T—+00

Correction de ’exercice 10.

3. Rappelons qu’en cas de doute il suffit d’écrire % = ¢ *™®) et de composer les limites.
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x
Correction de I’exercice 11. Notons f: z — pEsEL Tout d’abord f est définie et €' sur R* (quotients
e —

de fonctions de classe ¢! sur R dont le dénominateur ne s’annule pas). Effectuons un développement limité a

I'ordre 1 de f :
x 1

f(x): = T
<1+x+x;+o(x2)>—1 1+ 5 +o(2)

Posons u = g—i-o(:c), alors o(u) = o(z), or = 1—u+o(u). Ainsi f(x) = 1—(%—&—(’)(1‘))—1—0(1}) = 1—%4—0(37).

1+u _ ~
Ainsi, f est prolongeable par continuité sur R, notons f ce prolongement. D’apres ce qui précede, f(0) =1 et
1
/
0)=—-.
x
FIGURE 2 - La fonction z — — 1 et sa tangente en 0.
e —
Correction de I’exercice 12. 1. f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et
! ex
VreR = —
v (@) 1+e2
2. Trouvons un DLs(0) de f'.
72
e® 1+CL‘+?+O(JL‘2)
1+e2  1+1+2z+ 222+ o(2?)
2
1 1+x+?+0(x2)
= - X

2 1+a+2°+o(2?)

| S —

X
—_
+
8
[\
[
|
=
+
S
—~
8
\_53
N————

+
S
8
\/M

Il
N~ NI~ N~ N~ N
X
/\/D/\
_|_
8
_l_

|8,

Par intégration d'un développement limité* :

.TS ™ T

arctan(e®) = arctan(e®) + g T ox®) =~ + 2 - Ty o(z?)

4. Oubliez la constante et vous étes foutus.
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3

T X x
3. L’équation de la tangente en 0 est donc y = 1 + 5 De plus, 1 change de signe autour de 0, on reconnait

donc un point d’inflexion en 0. La courbe de f est en dessus de la tangente en 0~ et en dessous en 0F.
Voir figure 3.

FIGURE 3 — La fonction = — arctan(e®) et sa tangente en 0.

Correction de ’exercice 13. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/Pak0dIAc5u8 Quand z — 0, le terme

2 2
dominant dans le In est 2, donc on factorise par 2 : f(z) = In (2 (1 +z+ 1;)) =In(2) +1In <1 +x+ g)

On va effectuer un DL2(0) de f : posons u = x + %, alors u? = 22 + 0(z?), ainsi u? ~ 2% et 0(u?) = o(z?),
2

alors In(1 + u) = u — % + o(u). Ainsi, In(1 + =z + g) =z+ g — g + o(z?). Ainsi, f(z) = In(2) + = + o(z?).

Donc x — In(2) + z est la tangente de f en 0. Malheureusement le ©(z2) ne nous donne pas le signe de
f(x)— (In(2) + ). Il aurait donc fallu faire un développement limité & un ordre supérieure. On va donc effectuer
2
un DL3(0)° Posons u = x + %
o u? =2+ 23+ o(x3)
o ud =23+ o(x?)
e Ainsi, u3 ~ 23 et donc o(u?) = 0
Effectuons donc un DL3(0) de In(1 + u)
u? ud () = ( x2> B 2% + 23 + o(a?3) N 73+ o(z?)

In(l+u) —u— o+ % r
n(l+u)=u 2+3+O :C+2 5 3

(a?).

1
+o(2?) =z — 63:3 + o(z?)

Ainsi, f(z) — (x + In(2)) ~ —1/623. Ainsi, dans un voisinage de 0, la fonction f est en dessus de sa tangente
pour x < 0 et au dessus de sa tangente pour x > 0.

1
Correction de I’exercice 14. 1. Quand x — +00, u = — — 0, on peut donc effectuer un développement
x

limité de e“ en O :

f(x):(z:+1)e%=(:c+1) [1+;+2;+0<;)] =x+2+%(1+%)+0(%)

3
On en déduit donc que f(z) — (z + 2) b5y R particulier f(z) — (z +2) — 0, donc = — x + 2 est une
x
3 :
asymptote & f. De plus, 2> 0, donc f(x) — (z + 2) > 0 au voisinage de +o0 . Donc f est au-dessus de
x
son asymptote.

2. Pour x > 0, d’apres 'exercice 8
T

1 1
arctan(z) = 37 3 +o0 e

5. Du coup au propre, on partira directement d’'un DL3(0) et non d’un DL2(0).
6. Rappelons que deux fonctions équivalentes au voisinage de a ont méme signe au voisinage de a.
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FIGURE 4 — La fonction x — In(2 + z + 2%) au voisinage de 0 et sa tangente.

En effectuant le produit des développements limités on a :
v tan(z) 7T+(7r1)+7r+ol
arctan(z) = —x —— = — —
z+1 2 2 2x T

™ T
Ainsi z — 5% + (—5 — 1) est une asymptote a f et f est au-dessus de son asymptote.

Correction de ’exercice 15.

Correction de ’exercice 16.

1 1
Correction de l’exercice 17. 1. In(n+1) = In(n(1+1/n)) = In(n) + In(1 + 1/n). Ainsi, nl(n<+)) =
n(n
In(1+1
1+ n(l+1mn) 1. Ainsi, In(n 4+ 1) ~ In(n).
In(n) n—m
1
2. En appliquant un DL3(0) de sin avec — — 0. Ainsi,
1, N—+00
(1 11 /1)° ol
n({—|=-—-—=|(- —
S n n 3\ n n3
1
Ainsi, sin(1/n) — 1/n = TRl o(1/n3) D’ou sin(1/n) — 1/n ~ o
1 1 1 1
3. vVn+1—y/n=4/n (4 [14+ —— 1> Or par un DL1(0) de x — /1 + x, on obtient 4 /1 + — = 1+7+O(—).
n n n n
1 1 1 ) [1 1 o L
Dot 4/1+ — —1 = — 4+ o(—). Par conséquent 4/1 + — — 1 ~ —. Par produit d’équivalents : Ainsi,
n 2n n n 2n
n 1
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—n

4. Remarquons que uv = e — 0. Ainsi, on peut appliquer un développement limité de exp en 0, a

n—+ac0

Pordre 1. exp(u) =1+ u+ o(u). Do exp(e ™) =1+ e " +0(e™"). Des lors
exp(exp(e ™)) =exp(l+e " +0(e™™)) =e xexp (e " +0(e™")) (2)

On pose alors v = e " + 0(e™") — 0. Et on applique le DL;(0) de exp : exp(v) = 1 + v + o(v).

n—+00
Remarquons que v ~ e ™", donc 0(v) = o(e ™). D’ou
exp(e™+o0(e™) =1+ (e "+0™)+0™) =1+e"+0(e")

—n

En revenant & (2), on obtient exp(exp(e ")) = e+el™™ + 0(e ™). D'otte®” —e~el "

5.
Correction de I’exercice 18. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/DjSVPOH_BEI
Correction de ’exercice 19.

Correction de ’exercice 20. 1. La fonction sinus est strictement croissante sur | 0;7/2[ et continue donc
réalise une bijection de | 0;7/2[ vers ] liH(l) sin(z) ; lim/2 sin(x) { =10;1[ < ]0;7/2][. Ainsi, |0;7/2] est
T— T
un intervalle stable par sinus. Comme ug € |0;7/2 [, pour tout n € N, u, € |0;7/2][.

2. Posons f: x — z—sin(x), alors f est dérivable sur [0;7/2], et pour tout z € [0;7/2], f/(x) = 1—cos(z) >
0. De plus, sur [0;7/2], f/(x) = 0 ssi x = 0, ainsi f’ ne s’annule qu’une seule fois. Ainsi, f est strictement
croissante sur [0;7/2]. En particulier, pour € |0;7/2 ([, f(z) > f(0) = 0, donc = > sin(x). Ainsi, comme
Up € 10;7/2 [, wp > sin(u,) = upy1. Ainsi, la suite (uy,), est strictement décroissante ”.

La suite (uy, ), étant minorée par 0 et décroissante, d’apres le théoréme de la limite monotone, elle converge
vers un certain ¢ € R. Comme 0 < u, < 7/2 et que les inégalités larges sont conservées par passage a
la limite, 0 < ¢ < 7/2. De plus, comme u,+1 = sin(u,) et que sin est continue en ¢, nécessairement par
passage a la limite, ¢ = sin(¢). Or, pour z € |0;7/2[, sin(x) > = donc sin(x) # z. Par conséquent, ¢ = 0.

Ainsi, u, —— 0.
n—aoo

3. Soit a € R, en effectuant un développement limité de sin a l'ordre 3 :

3 «
Un41® —up® = sin(up)® —up® = (un - U% + O(Un3)> — up®

I
g
3
R
/N
—_
\
E
(]
+
2
g
3
\9
N——
Q
\
g
S
Q

2 2
On pose v = _u% + 0(up?) ~ Zn Alors, 0(v) = 0(u,?). Ainsi, on effectue, le DL1(0) de (1 + v)® =

1+ av + o(v). Ainsi,

2
u

Unp1® —up® = u,” <1 — a—g + O(un2)) — up®

—«

_ 7un2+a + O(un2+a)
6

o1 1 1 . 1 1 1
Prenons o = —2, ainsi 5 — —5 =5 +0(1). Ainsi, —— — — —— .
Un+1 Up, 3 Un+1 Up“ NP0 3

7. Par un argument de convexité, on aurait pu affirmer que pour tout = € [0;7/2], sin(z) < x car sin est concave sur cette
intervalle donc en dessous de sa tangente en 0. Cependant, cela ne nous permet pas de montrer que 0 est le seul point fixe de sin.
De la notion de stricte convexité, on peut en déduire que sin(z) < = pour z € | 0;7/2 [, mais la notion de stricte convexité n’est pas
au programme.
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Un

2

n
~ 3 Comume les équivalents

1 1 1 . R .
4. On pose, pour tout k£ € N, v, = —— — —5, alors v, —— _. D’apres le théoreme de Cesaro,
Uk+1 Uk n—w 3
1 n=1 1 1 n=1 1 n—1 n
— > vp —— —. Donc — >} vy ~ =, puis Y, vp ~ —. Par somme télescopique,
n = n—w 3 3 3 - 3
k=0 k=0 k=0
-1
Vp = —% — —F5 ~ —
2 2
= Up, uo 3
1 o1 1 1 .
Or, comme u, — 0, —5 — +00, ainsi, — —— ~ —. Dés lors,
R . . . 3
passent a la puissance, il s’ensuit que u, ~ 4/ —.
n

Correction de 1’exercice 21.

Correction de ’exercice 22.
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