Q) Chapitre 15
Applications linéaires

Prérequis :
Ensembles et applications : image d’un ensemble, image réciproque d’un ensemble, injectivité, surjectivité, bijectivité
Systemes linéaires
Matrices
Polynoémes
Espaces vectoriels
Espaces vectoriels de dimension finie
Objectifs :
e Définir les applications linéaires (des fonctions particulieres qui vont d’un espace vectoriel & un autre)
e Etude d’applications linéaires particuliéres
Les applications linéaires sont le chalnon manquant pour comprendre le lien entre espaces vectoriels de dimension finie et
matrices.

&Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté

Ce polycopié contient plusieurs animations, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les
animations (comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).
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Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire, K = R ou C et E et F', G trois K-espaces vectoriels.
1 Généralités
1.1 Définitions et premieres propriétés

Déﬁnition d’une application linéaire
1. Une fonction u: E — F est dite linéaire si V(z,2',\) € E? x A e K u(Ax + ') = du(z) + u(z’)
2. On note Z(E, F) lensemble des applications linéaires de F dans F.
3. SiE=Fet fe Z(E,E), f est appelée endomorphisme de E. On note £ (E) = £(E,E).
4. Si f e Z(E,K), alors f est appelée forme linéaire sur E.

Exemples 1.

1. Soit f: . —— 3z, f est linéaire de R dans R. 2. f:(z,y) — (z,2+y,r—1y) est linéaire de R? dans R>.
b (51([071],R)—)(€([071]7R)
3. &: f— ‘[ f est une forme linéaire sur €°([a;b],R). 4. A: ; P est linéaire.
5. f: A~ AT est un endomorphisme de .7, (K). 6. f:(x1,...,2n) —> >, x est une forme linéaire sur R™.
k=1

Remarques 1. Pour ue Z(E,F), on a :
o U(OE) = OF
e Pour tout (z,2') € E?2 et A € K, u(z + 2') = u(z) + u(2'), u(Axr) = \u(x)

e Pour tout (e1,e2,...,e,) € E™ et (A1, Aa,..., \n) €K™, u < > )\kek> = > Apu(ex).
k=1 k=1

iJ Proposition n°1 : opérations sur les applications linéaires
. L’ensemble Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de .% (E, F).

(
. Sife L(EF), ge Z(F,G), alors gofeX(E,QG) et VAeK (Ag)of=XAgof)=go(Af).
. Sife ZL(E,F), (g,h) € Z(F,G)? alors (g+h)of=gof+hof (distributivité)
. Si(g,h)e L(E,F)? et fe Z(F,G), alors fo(g+h)=fog+foh (distributivité)

O

1.2 Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

iJ Théoréme n° 1 : image directe et réciproque d’un SEV par une fonction linéaire

Soit f e Z(F,F). Soit A un sous-espace vectoriel de E et B un sous-espace vectoriel de F.
1. L’ensemble f(A) est un SEV de F. 2. L’ensemble f~!(B) est un SEV de E.

Déﬁnition du noyau et de ’image
Soit f e Z(E,F).
1. On appelle image de f I'ensemble de F : Im(f) =f(E)={yeF|IzeE y=f(x)}
2. On appelle noyau de f l'ensemble de F : Ker(f) = f~1({0r}) = {z € E| f(z) = OF}
Alors Ker(f) est un SEV de E et Im(f) est un SEV de F.
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R2 N R3
Exemple 2. Soit f: { . Déterminer dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).
(xay) — (LE,.’ﬂ +y,x—y)

Remarques 2. e Si fe Z(E)et AeK, alors Ker(f — Mldg) ={z € F| f(x) = Az}

e Le théoreme 1 fournit une nouvelle méthode pour montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel.
Exemples 3. F = {PeK[X]|P(0) =0} et G={feC*R,R)|f”"+ f =0} sont des espaces vectoriels.

Solution des exemples 3 : En effet, posons ¢: P — P(0), alors on a déja vérifiée que ¢ était une forme linéaire sur K[X]. De
plus, Ker(p) = {P e K[X] | ¢(P) = 0} = {P € K[X] | P(0) = 0} = F est un sous-espace vectoriel de K[X].

¢*(R,R) — F°(R,R)
Posons maintenant 1) : § g . Tout d’abord, vérifions ’'ensemble d’arrivée, si f € €%(R,R), alors f” € €°(R, R),
— f” +

tout comme f, ainsi f” + f € ¥°(R,R). De plus, si (f,g) € €*(R,R), alors

YA +9)=Af+9)" +Af+9) = A"+ f)+ (9" +9) = M(f) +¥(9)
Par conséquent, 1 € Z(€%(R,R), ¢°(R,R)). De plus,

Ker(y) = {f e €*(R,R) ¢(f) =0} ={fe¢*(RR) f'+f=0}=C

est donc un sous-espace vectoriel de €2 (R, R).

;-:J Proposition n°2 : caractérisation de l’injectivité/surjectivité des applications linéaires
Soit fe Z(E,F).
1. f est surjective ssi Im(f) = F. 2. f est injective ssi Ker(f) = {0g}.

Démonstration de la proposition n°2 :

1. Supposons f surjective et montrons Im(f) = F. Par définition de 'image, Im(f) < F. Soit y € F, alors comme f est surjective,
il existe x € E tel que y = f(z). Dot y € Im(f), donc F < Im(f). Dés lors, Im(f) = F.

Réciproquement, supposons Im(f) = F, et montrons f surjective. Soit y € F' = Im(f), donc il existe z € F tel que y = f(z),
et ce pour tout y € F', donc f est surjective.

2. Supposons f injective. Comme Ker(f) est un SEV de E, {0} < Ker(f). Soit « € Ker(f), alors f(z) = Or, comme f(0g) = OF,
on a f(x) = f(Og). Or, f est injective, donc z = O € {0g}, et ce pour tout = € Ker(f), donc Ker(f) < {0g}. Par double
inclusion, Ker(f) = {0g}.

Réciproquement, supposons Ker(f) = {0r}. Montrons f injective. Soit (z, ') € E2. Supposons f(z) = f(«'). Montrons = = 2/,
on a alors f(z)— f(z') = Op. En notant A = —1, on a f(z)+ Af(z') = O, soit f(z+ Az') = Op. Donc z+ Az’ € Ker(f) = {0g}.
Soit © — 2’ € {0}, d’olt, = «’. Ainsi, f est injective. [ ]

Exemple 4. La fonction f: P — P’ e Z(K[X]) est-clle injective ?

d
Solution des exemples 4 : Comme f(1) = 0, donc 1 € Ker(f) et 1 est non nul, donc f n’est pas injective. Soit @ = 3 ap X" €
k=0
d
K[X], posons P = 3, %X’“’l € K[X], alors f(P) = P’ = Q. Donc f est surjective.
k=0

)
Déﬁnition d’isomorphisme, automorphisme et du groupe linéaire

e Si fe Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F' et que F et F sont isomorphes.
e Si fe Z(F) est bijective, on dit que f est un automorphisme de E.
e On appelle groupe linéaire, noté GL(FE) I’ensemble des automorphismes de E.

ij Proposition n° 3 : composition et inverse d’isomorphismes
Soient f e . Z(E,F) et ge Z(F,G) deux isomorphismes :
e go f est un isomorphisme de E dans G et f~!og~

e 7! est un isomorphisme de F dans E.

! est sa bijection réciproque.
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Démonstration de la proposition n°3 : Tout d’abord, on sait d’apres la proposition 1 que go f € Z(E, G). De plus, d’apres le
cours sur les applications, on sait que la composée de deux bijections est bijective, donc g o f est une bijection de F dans G. Ainsi,
g o f est un isomorphisme de F dans G. De plus, fltogto(gof)=1dg et (gofloftogt=1Ids

Comme f € Z(E, F) est bijective, on sait déja que f~': F — E est une bijection, montrons donc que f~' est linéaire. Soit
(z,2') € F? et A € K, montrons que f~'(\z 4+ 2’) = Af~'(z) + f~(z’). Pour ca, calculons I'image de f de ces deux vecteurs, on a :

FUT e +a)) =de+a’ et ST @)+ @) =AM @) S(FTED) = Aat

7 linéaire

Ainsi, f(f ' Ox +2') = fFOf () + f71(z")). Or f est injective (car bijective), on en déduit f~'(A\x +2') = Af ' (x) + f~1(2).
Alors, £~ est linéaire et bijective, donc un isomorphisme de F vers E. |

2 Endomorphismes

('_‘J Proposition n° 4 : propriétés des endomorphismes A
Soient (f,g,h) € Z(E)3 et A e K.
1. Idge Z(E) 2. \Mf+ge Z(E) gofeX(E)
3. foldg=Idgof=f (Idg neutre pour o) 4. fo(goh)=(fog)oh (associativité)
5. SineN, f* = fo...ofe %(E), par convention f° =Idg
%
\ n fois )

iJ Proposition n°5 : propriétés de GL(E)
Soient (f,g) € GL(E)?, k € Z.
1. 1dp € GL(E) 2. fogeGL(E) 3. fle GL(E)
4. fFeGL(E)sikeN 5. fF=(f1)"*eGLE)sikeZ_.

2.1 Homothéties

-
Déﬁnition d’une homothétie

EFE— F
Pour A € K, 'application A\ldg: { est appelée homothétie de E de rapport .

T — AT

2y

FIGURE 1 — Homothétie de rapport 2 dans le plan réel.

iJ Proposition n° 6 : propriétés des homothéties

1. Toute homothétie de F est un endomorphisme de F.

2. La somme/composée de deux homothéties est une homothétie de rapport la somme/le produit des rapports.
3. Si A # 0, 'homothétie de rapport A est un automorphisme de E, son inverse est ’homothétie de rapport 1/A.
4

. Les homothéties de ¥ commutent avec tous les endomorphismes de F.
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Démonstration de la proposition n®6 : Soient (A, u) € R?, Mdg et pldg les homothéties de rapports A et .

1. On a déja montré que Idg était linéaire (proposition 4 point 1.) et comme .Z(E) est un SEV (proposition 1 point 1),
Mdg € Z(E).
2. Soit (A, i) € R?, par propriété d’un espace vectoriel : Mldg + pldg = (A + p)Idg.

(Mldg) o (uldg) = A(Idg) o (uldg) = A(pldg o Idg) = (Aw)lde

3. D’aprés ce qui précede, on a Mldg o A" Idg = (AA™1)Idg = Idg. De méme, A~ Idg o Aldg = (A™'\)Idg. Ainsi, A\Idg est bien
un automorphisme, et sa bijection réciproque est A 'Idg.
4. Pour tout f € Z(F), on a (Mdg)o f=AXIdgo f) = Af = A(foldg) = fo (AdEg). |

Remarque 3. Réciproquement, si f € Z(F) commute avec tous les endomorphismes de E, alors f est une homothétie
(hors programme).

2.2 Projections

I
Déﬁnition de la projection sur un SEV paralléelement a un supplémentaire

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires dans E : F®eG=F
VeeE MNf,9)eFxG z=f+g

F— F

On appelle projection/projecteur sur F' parallélement a G (ou de direction G) application pg = pF: { ;
€r —

!
81

~

() g V=9

PFr

S S

(a) Projection sur F parallélement (b) Symétrie par rapport & F paralle-
aG lement a G

Exemple 5. Quelle est la projection sur .7, (R) parallélement a 7, (R)?

T AT
Solution de I’exemple 5 : On sait que pour tout M € .#,(R), M = S+ A avec S = % € S(R)et A= %
M+ MT
—

€ “n(R).

Ainsi, ps, ®): M —

[&Attention aux projections

g Contrairement a la physique/SI, la projection n’est pas forcément orthogonale (le cas orthogonal sera vu apres).
¢ De plus, la projection d’un vecteur est un vecteur !

&J Proposition n° 7 : propriétés des projections
Supposons F = F @ G, notons pr et pg les projections associées.
1. pre Z(E) 2. propr = pr 3. Idg = pr + pc
4. propg = 0g(g) 5. Ker(pr) =G 6. Ker(pp —Idg) = Im(pp) = F

\_
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Démonstration de la proposition n°7 :

1. Soit (x,y) € E? et X € K, alors il existe un unique (zr,2¢) € F x G tel que = ¢ + xg, de méme il existe un unique
(yr,yc) € F x G tel que y = yr + yi. Posons

z=Ax+y=Aar+2xg)+yr+yc =Atr +yr + e + Yo
—_— —
=zp€eF =zgeG
Ainsi, z = zp + z¢ avec zp € F et zg € G. Ainsi,
pr(Az +y) = pr(z) = zr = Axr + yr = Apr(z) + pr(y)

Donc pr € Z(FE). De plus, pr(z) = xp, comme zr € F, on a zr = zr + 0g avec zr € F et 0g € G. Ainsi, pr(zr) = zF.
Dot pr(pr(z)) = zr = pr(z), ainsi pr o pr = pp.
2. e Soit z = zr + zg € Ker(pr), alors prp(z) = zp = Og, donc z = Og + ¢ € G. Donc Ker(pr) < G. Soit g € G, alors
g=0g+gavecOg € Fetge G. Donc pr(g) = 0g. Dot g € Ker(pr). Ainsi, G < Ker(pr). On a montré que Ker(pr) = G.
e Soit z € Ker(pr —Idg), donc (pr —1dg)(z) = 0g, donc pr(z) —Idg(z) = Op. Ainsi, pr(z) = 2. Ainsi, ¢ = pr(z) € Im(pr).
Ainsi, Ker(pr — Idg) < Im(pr).
e Soit y € Im(pr), ainsi, il existe z € F tel que y = pr(z). Or Si x = zr + xg avec xr € F et zg € G, alors pr(z) = zr.
Donc y = xp € F. Dés lors Im(pr) < F.
e Soit z € F. Alors ¢ = xzp + z¢ avec zr = = € F et z¢ = Og € G. Donc pr(z) = zp = z. Ainsi, pr(z) — z = 0g,
pr(z) —Idg(z) = 0g. Dés lors, (pr — Idg)(z) = Og. Donc x € Ker(pr — Idg).
On a donc montré que
Ker(pr — Idg) < Im(pr) c F < Ker(pr — Idg)

Ainsi, ces trois ensembles sont égaux.

3. Soitx =zrp+xzge Eolar € FetageG. Alors pg(z) = 2g € G = Ker(pr). Donc pr(pa(z)) = 0g. D’ou (propa)(z) = 0r
et ce pour tout x € E. D’olt pr o pa = 0% () (application nulle de F dans E). |

Remarque 4. En particulier, Ker(pr) ® Im(pr) = E.

Démonstration de la proposition n° 8 :
e Tout d’abord, la proposition 7 prouve que 2 implique 1.
e Supposons que p est linéaire et pop = p. Soit y € Im(p) N Ker(p), alors, il existe z € E tel que y = p(z) et p(y) = 0g. Ainsi,
y = p(z) = p(p(x)) = p(y) = 0. Ceci prouve que Im(p) N Ker(p) = {0g}. L’inclusion réciproque étant vraie, cela prouve
que Im(p) @ Ker(p). Soit « € F, remarquons z = p(x) + (¢ — p(z)). Or p(x) € Im(p), posons k = & — p(x), alors

p(k) = p(z — p(x)) = p(z) — p(p(z)) = p(z) — p(z) = 0E

Ainsi, k € Ker(p), dés lors, il existe (i, k) € Im(p) x Ker(p) tel que z = i + k. Ainsi, £ = Im(p) ® Ker(p). Soit z € E, alors
par ce qui précede, il existe ¢ € Im(p) et k € Ker(p) tel que x =i + k, de plus, on a prouvé que p(z) = i. Ainsi, p est bien la
projection de Im(p) parallelement & Ker(p). |

Comment montrer qu’une application est une projection ?

Pour vérifier que p est une projection, on vérifie qu’elle est linéaire et que pop = p (pour cela, on calcule p(p(x))
pour z € E). En calculant Im(p) et Ker(p), on saura sur quoi on projette et parallélement & quoi.

RZ — R?
Exemple 6. Montrer que p: (2.9) ( r+y v+y, estune projection et donner la somme directe associée.
x? y — )
2 2

Solution de I’exemple 6 : On vérifie facilement que p € Z(R?) (& faire quand méme). Calculons p o p. Soit (x,y) € R?, alors

r+y r+y T+Y r+y

Tty x+y)_ 2 2 2 2 _(xty Ty,
2 ) 2 - 2 ) 2 ( 2 ) 2 ) p(-’l,y)

(pop)(w,y) = p(p(x.y) = p (

Ainsi, pop = p. D’aprés la proportion 8, p est donc une projection sur Im(p) parallélement a Ker(p). De plus, on montre que
Im(p) = vect((1,1)) et Ker(p) = vect((1,—1)). Ainsi, p une projection sur vect((1,1)) parallelement & vect((1,—1)) et R* =
vect((1,1)) @ vect((1,—1)).
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2.3 Symétries

-
Déﬁnition d’une symétrie

Supposons E = F@ G : pour tout x € E, il existe un unique (f,g) € F x G tel que x = f + g. On appelle symétrie
F—F
par rapport a F' parallelement a G 'application sg = Sp:
r— f—g

iJ Proposition n°9 : propriétés des symétries
Supposons ' = F@ G, notons sp et sg les symétries associées.
1. 8F=2pF—IdE 2. SFEX(E) 3. Sp = —S8@g 4. SFOSF=IdE
5. sposg=—Idg 6. Ker(sp —Idg) =F 7. Ker(sp +1dg) =G

Remarque 5. En particulier, Ker(sp — Idg) @ Ker(sp + Idg) = E

iJ Proposition n° 10 : caractérisation des symétries
Soit s € Z(FE), sont équivalents :
1. sos=1dg.
2. E =Ker(s—Idg)®Ker(s+1dg) et s est la symétrie par rapport a Ker(s—Idg) parallélement & Ker(s+1dg).

. f//ln(K) - '///n(K) L. . .,
Exemple 7. Soit s: v T . Montrer que s est une symétrie et donner la somme directe associée.

Solution de I’exemple 7 : Comme pour tout (M, N,\) € #,(K)? x K, AM + N)T = AMT + N" et M" € #,(K), s est
un endomorphisme de ., (K). De plus, s(s(M)) = s(M") = (MT)T = M. Par conséquent, s o s = Id_z, k). Ainsi, d’aprés la
caractérisation des symétries, s est une symétrie par rapport a Ker(s — Idg) parallelement a Ker(s + Idg). Or

Ker(s —Idg) = {Me.#,(K)|(s—1dp)(M)=0,} = {M € M(K)|s(M) = M = 0,} = {M € 4, (K) | M = M} = %, (R)

De méme Ker(s + Idg) = o, (R). Ainsi, s est une symétrie par rapport a .%,(R) parallelement a o7, (R). Remarquons qu’on en
déduit une nouvelle démonstration que .4, (R) = .7, (R) ® <, (R).

3 Applications linéaires en dimension finie

3.1 Applications linéaires, familles génératrices et bases

I
Déﬁnition de I’image d’une famille finie de vecteurs

Soient % = (e1,ea,...,e,) une famille de E et u e Z(E, F). On appelle image de .# par u la famille de vecteurs
de F : u(F) = (ule1), ..., ulep)).

iJ Proposition n°11 : I’image d’une famille libre par une fonction linéaire injective
| Soient u e Z(E, F) injective et £ une famille libre de E. Alors, u(£) est une famille libre de F.
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Démonstration de la proposition n°®11 : Soit £ = ({1, ¥s, ..., {,) une famille libre. Montrons que u(£) = (u(f1),...,u(¢,)) est
)\1&) = OF. Donc Z )\1& € Ker(u).
=1 i=1

i=

libre. Soit (A1, A2,...,As) € K™. Supposons > Au(¢;) = Op. Comme u est linéaire, on a u (

i=1

a

Comme u est injective, Ker(u) = {Og}. Donc ), A\i¢; = Op. Comme L est libre, on en déduit que pour tout s € [1;n], A\; = 0.
i=1

Donc u(L) est libre. [ |
On suppose maintenant que F est de dimension finie.

1J Proposition n° 12 : famille génératrice de I’image d’une application linéaire
Siue Z(E,F)et Y =(91,92,--.,9n) engendre E. Alors, Im(u) = vect(u(¥)) = vect(u(g1), ..., u(gn))-
De plus, si u est surjective, alors, u(¥) est une famille génératrice de F' (F est alors aussi de dimension finie).

Démonstration de la proposition n°12 : Comme ¥ est génératrice, on sait que pour tout x € E, il existe (A1, Az,...,A\n) € K"

n
tel que x = Y Argr, par conséquent :
k=1

Im(u) = {u(z) |z € E} = {u <Z /\kgk> | (A1, A2y An) eK"} = {Z Mew(gr) | (A, Aay ..o An) € K"} = vect(u(gr), ..., u(gn))
k=1 k=1

De plus, si u est surjective, alors, par ce qui précede F = Im(u) = vect(u(g1),...,u(gn)). [ ]
) K,[X] — Kp_1[X] . ) o o
Exemple 8. Soit u: , déterminer Im(u), en déduire que u est surjective.
P — P

Solution de ’exemple 8 : D’aprés la proposition précédente, Im(u) = vect(u(1), u(X),u(X?),...,u(X™)) Donc
Im(u) = vect(0,1,2X,3X>,4X% ..., nX""") = vect(1,2X,3X>,4X> ..., nX"™")

On remarque que cette famille est échelonnée en degré, donc libre, & n vecteurs avec dim(K,—1[X]) = n. Donc Im(u) = K,—1[X].
Ainsi, u est bien surjective (grace a la proposition 2).

Y/ 2’ . . .
-' Théoréme n° 2 : un isomorphisme transforme une base en base

Soient u € Z(E, F) et % une base de E. Sont équivalents :
1. w est un isomorphisme 2. u(ZA) est une base de F.
Alors, F' est de dimension finie et dim(F') = dim(E).

Démonstration du théoréme n°2 : Comme u est injective, d’apres la proposition 11, u(4) est une famille libre de F'. Comme u
est surjective, d’aprés la proposition 12, u(%) est une famille génératrice de F'. Ainsi, u(%) est une base de F, F' admet une base
donc une famille génératrice donc est de dimension finie. Notons & = (e, €2, ..., e,), alors

dim(F) = |[u(L)| = |uler),u(ez2),...,ulen)| =n=|(e1,e2,...,en)| = |B| = dim(F)
Supposons que Z = (e1, €2, ..., en) soit une base de E telle que u(#) soit une base de F'. Et montrons que u est un isomorphisme.
Soit x € Ker(u), ainsi z = Y, xpek, et u(z) = > zru(er) = 0g. Or u(L) = (u(e1),u(e2),...,u(en)) est libre (car c’est une base),
1

donc pour tout k € [ 1 ,n]]k7 zr = 0. Ainsi, z =k OIE7 donc Ker(u) © {0g}, l'inclusion réciproque étant vraie, car u est linéaire. Par
conséquent, Ker(u) = {0g}, ainsi u est injective. De plus, on sait que F = vect(u(e1),...,u(en)) (car (u(er),u(ez),...,u(e,)) est
une base donc génératrice), de plus, d’apres la proposition 12, vect(u(er),...,u(en)) = Im(u). Dés lors, Im(u) = F et u est donc
surjective. u est injective surjective et linéaire, donc u est un isomorphisme. |

Remarque 6. Ce résultat sert a déterminer la dimension d’un espace vectoriel.

7 ’ - . . 2’ . LY ’, . ’ .
-' Théoréme n°®3 : une fonction linéaire est entiérement caractérisée par I’image d’une base

Soient & = (e1,e€a,...,e,) une base de F et F = (f1, fa,-..,[n) une famille de F. Alors il existe une unique
application u: E — F linéaire telle que pour tout i € [1;n]], u(e;) = fi.
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Démonstration du théoréme n° 3 : Par analyse-syntheése.
e Analyse : Soit u € Z(FE, F) tel que pour tout i € [1;n ], u(e;) = fi. Soit x € E, le but est de calculer u(z) pour connaitre u.

Comme z € F, alors il existe (z1,22,...,2n) € K" tel que z = Z ek Alors u(z) = ( > xkek> = > zruler) = D, Tk fr-

k=1 k=1 k=1
E — F
Ainsi, on a prouvé que si u existe, alors u: n n .
T =), TKer —> Y, Tkfr
k=1 k=1
E — F
e Synthese : posons u: n n , vérifions que w convienne i.e. que u est linéaire et que, pour tout ¢ €
T =) xTper —> X Tkfk
k=1 k=1

[1;n],u(e ) fi - Soit (x,y) € E® et X € K, alors il existe un unlque (z1, T2, ., Tn) € K" et un unique (y1,y2,...,yn) € K"

tel que = = Z zrer et y = > yrer. Posons z = Az +y = A Z Trer + Z yrer = », (AT + yx)er. Ainsi,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

u(Az +y) = u( Z (Azk + yk) f Z Mewfi) + nfi) = X ), @ fi + Y yrfe = Au(z) + uly)

k=1 k=1

Doncue Z(E,F).Soit je [1;n], comme e; = > djrex, u(e;) = >, 3k fx = f;. Ainsi, pour tout j € [1;n]), u(e;) = fj.
k=1 k=1
Donc u répond bien au probleme.

Ainsi, u existe bien par la synthése et est unique par I’analyse. |

Comment montrer que deux applications linéaires sont égales ?
Soient (f,g) € Z(E,F)?, % = (e1,ea,...,e,) une base de E. Si pour tout i € [1;n ], f(e;) = g(e;), alors f = g.

Remarque 7. Si E et F sont de dimension finies et dim(E) = dim(F), alors E et F' sont isomorphes.

Justification de la remarque 7 : Soient Bg = (e1,€2,...,6en), Br = (f1, f2,..., fn) une base de E et une base de F', en utilisant
le théoreme 3, il existe u € Z(E, F) tel que pour tout ¢ € [ 1;n ], u(e;) = fi. Ainsi, u(BEe) = Br, ainsi d’apres le théoréme 2, u est
donc un isomorphisme.

(-'_'J Proposition n° 13 : dimension de Z(E, F) (admis provisoirement)
KI Si E et F sont deux EV de dim finie, alors .Z(E, F) est de dimension finie et dim(.Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).

(-’_'J Proposition n° 14 : une application est entiérement caractérisée sur deux SEV supplémentaires
Si E = F;®Es ou E; et E5 sont des SEV de FE et que uy € ZL(E1, F), us € £L(Fs, F), alors il existe une unique
application u € Z(E, F) tel que ujp, = uy et ujg, = us.

\.

3.2 Rang d’une application linéaire

I
Déﬁnition du rang d’une application linéaire

| On appelle rang de u € .Z(F, F) la dimension de son image, on note rg(u) = dim(Im(u)).
Exemples 9. e Le rang d’une application linéaire est nul si et seulement si la fonction est nulle.
R™ — R?
e Soit u: . Que vaut rg(u) ?
('Thx?v v 71‘71) | (xlaxl)

Solution des exemples 9 :
e Pour u e Z(E,F), rg(u) = 0 ssi dim(Im(u)) = 0 ssi Im(u) = {Or} ssi pour tout = € E, u(x) = Op ssi u est 'application
nulle.
e On sait que Im(u) = vect(u(er),u(ez),...,u(en)) ou (e1
tout k € [[2;n], u(es) = (0,0). Donc Im(u) = vect((1,
Ainsi, ((1,1)) est une base de Im(u), donc dim(Im(u)) =

,€2,...,6n) est la base canonique de R". Or u(e1) = (1,1), et pour
),(0,0),...,(0,0)) = vect((1,1)). Or ((1,1)) est une famille libre.
[((1.1))] = 1. Ainsi, rg(u) =
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'_'J Proposition n°® 15 : propriétés du rang
Soit u e L(E, F).
o Si # = (e1,ea,...,e,) est une base de F alors rg(u) = rg(u(AB)) = rg(u(er), ulez), ..., uley)).
e Si E et F sont de dimension finie alors rg(u) < min(dim(F'), dim(E)).

Démonstration de la proposition n°15 : Soit # = (ey,ea,...,e,) une base de E.
e Ona rg(u) = dim(Im(u)) = dim(vect(u(e1),...,u(en)) = rg(ulei),...,u(en)) = rg(u(A))
e Im(u) ¢ F, donc rg(u) = dim(Im(u)) < dim(F). De plus, on sait que rg(u) = rg(u(e1),...,u(en)) < n = dim(E).

Ainsi, rg(u) < min(dim(F'), dim(E)). [ |

Comment déterminer le rang d’une application linéaire ?
Siue Z(E,F) et quon connait # = (eq,ea,...,e,) une base de E, calculer rg(u) = rg(u(er), u(es),. .., ule,))

Exemple 10. Quel est le rang de f: (z,y) — (x,2 + y,z —y)?

iJ Proposition n° 16 : rang et composition d’applications linéaires
Soient E et F' de dimension finie, f € Z(E, F) et g€ Z(F,G).

1. rg(go f) < min(rg(f),rg(g)) 2. Si g est un isomorphisme, alors rg(g o f) = rg(f)
3. Si f est un isomorphisme, alors rg(g o f) = rg(g)

Démonstration de la proposition n° 16 :

_ [Im(f) — Im(g) o P
e Posons §: . Remarquons que § est bien définie, en effet, Im(f) < F (ensemble de définition de g), et

y  —g(y)
pour tout y € Im(f), §(y) € Im(g). Montrons que § est linéaire, soit (y,y") € Im(f)? et A € K, alors g Ay +y') = gDy +y') =
Ag(y) + g(¥') = Ag(y) + §(v'). Ainsi, g € Z(Im(f),Im(g)). Décrivons, I'image de §. Pour z € G :

zelm(g) < JyeIm(f) z2=3(y) < JweE y=[f(x) z2=9@y) <= JweE z=g(f(x))
— zeIm(go f)
Ainsi, Im(g) = Im(g o f), donc rg(g) = rg(g o f) En appliquant la proposition 15 & g, on obtient
rg(g) < min(dim(Tm(£)), dim(Tm(9)))
Soit rg(g o f) < min(rg(f),rg(g))-

o Supposons que g soit un isomorphisme, d’aprés le point 1., rg(g o f) < rg(f). Or g~' est aussi linéaire, donc en appliquant

le méme point 1., on a rg(g~' o (go f)) < rg(go f). Soit rg(f) < rg(g o f). Finalement, rg(f) = rg(g o f).
o Supposons que f soit un isomorphisme, d’apres le point 1., rg(g o f) < rg(g). Or f~' est aussi linéaire, donc en appliquant

le méme point 1., on a rg((go f) o f) < rg(go f). Soit rg(g) < rg(g o f). Finalement, rg(g) = rg(g o f). [ ]

3.3 Théoréme du rang

Démonstration du théoréme n°®4 : Montrons que f: est un isomorphisme de S dans Im(f).

_ (S — Im(f)
z — f(z)
e Pour tout z € S, f(z) = f(x) € Im(f), ainsi f est bien définie. Soit (z,2') € S? et A e K
fOa+a') = fQx +2') = M (2) + f(2') = Mf(2) + f(2)
Donc f est linéaire R
e Soit z € Ker(f), donc z € S et f(z) = Op, d'ott f(x) = Op, ainsi x € Ker(f). Ainsi, z € S n Ker(f) = {0g}, donc z = 0p,
ainsi Ker(f) < {Og}, l'inclusion réciproque étant toujours vraie, ainsi f est injective.
e Soit y € Im(f), il existe x € E tel que y = f(z). Comme x € E = S® Ker(f), il existe s € S et k € Ker(f) tel que z = s +k,
ainsi y = f(z) = f(s) + f(k) = f(s) + 0r = f(s). Ainsi, y = f(s) et donc f est surjective.
Ainsi, f est bien un isomorphisme. |
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Démonstration du théoréme n°5 : Comme E est de dimension finie et que Ker(f) est un SEV de E, on sait que Ker(f) admet
au moins un supplémentaire, notons le S. D’apres la version géométrique du théoréme du rang, on sait donc que S et Im(f) sont
isomorphes, ainsi Im(f) est de dimension finie et dim(Im(f)) = dim(S). De plus, on sait que dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(S) (car S

et Ker(f) sont supplémentaires). Dés lors dim(FE) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)). [ |
R™ — R?
Exemple 11. Soit u: . Quelle est la dimension du noyau de Ker(u)?
(.’E],.’E27 e 7:En) [ (331; (EI)

&Attention la somme des dimension ne caractérise pas le fait d’étre supplémentaires

Le théoreme du rang n’affirme pas que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

[/ . . .o . . . . .
l’ Théoréme n° 6 : caractérisation de la bijectivité en méme dimension finie

Soient E et F sont de dimension finie avec dim(F) = dim(F') et f € Z(E, F). Sont équivalents :
1. f est injective de E dans F. 2. f est surjective de F dans F'. 3. f est bijective de E dans F.

Démonstration du théoréme n°6 :
e Si f est bijective alors elle est injective et surjective. D’ol 3 = 1 et 3 = 2.
e Supposons f injective, alors d’apres le théoréme du rang, dim(E) = dim(Ker(f)) +rg(f). Or comme f est injective Ker(f) =
{0g}, et donc dim(Ker(f)) = 0. Donc rg(f) = dim(F) = dim(F). Ainsi, Im(f) < dim(F') et ces deux espaces vectoriels ont
méme dimension, donc Im(f) = F. Ainsi, f est surjective. Donc f est bijective. D'ot 1 = 2 et 1 = 3
e Si f est surjective, alors Im(f) = F. D’apreés le théoréme du rang dim(E) = dim(Ker(f)) +dim(Im(f)). Ainsi, dim(Ker(f)) =
dim(E) — dim(F) = 0. Donc Ker(f) = {Og}, ainsi f est injective. D’ot1 2 = 1 et 2 = 3. [ ]

R3 — R3
Exemple 12. Montrer que f: est un automorphisme de R3.
(@,y,2) — (y+ 2,2+ z,2+y)

Remarques 8. e Souvent, on applique le théoréme 6 & f € Z(FE) ou FE est de dimension finie.
e Si fe X(E,F) avec E et F de dimension finie, alors f est surjective ssi rg(f) = dim(F) et f est injective ssi

rg(f) = dim(E).

ij Proposition n° 17 : inversible a droite ou a gauche implique inversible pour un endomorphisme
Soit f € Z(F) ou E est un EV de dimension finie.
e S’il existe g € Z(F) tel que f og = Idg alors f est un automorphisme et f=1 = g.
e S'il existe g € Z(E) tel que go f = Idg alors f est un automorphisme et f~! = g.

4 Equations linéaires, formes linéaires et hyperplan

‘ ’ . . ’ . . ’ .
Deﬁnltlon d’une équation linéaire

| Soit ue Z(E,F) et be F, on appelle équation linéaire I’équation u(x) = b d’inconnue x € E.

C’_’J Proposition n° 18 : structure des solutions des équations linéaires
Soit ue L(E,F)etbe F.
1. Si b ¢ Im(u), alors ensemble des solutions de I’équation u(x) = b est I’ensemble vide.

\ 2. SibeIm(u), il existe g € E tel que b = u(x) et 'ensemble des solutions de u(x) = b est x¢ + Ker(u).

(
@ Exemples : retour sur quelques équations linéaires

1. Systeme linéaire. 2. Equation différentielle linéaire d’ordre 1

\| 3. Equation différentielle linéaire d’ordre 2 4. Suite arithmético-géométrique
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Démonstration des exemples d’équations linéaires :

1. Considérons un systéme linaire, d’inconnue X € .4, 1(K) sous la forme AX =Y avec A € #,n(K), Y € #,1(K). Pour
X e Mn1(K), u(X) = AX, alors u: Mn,1(K) —> #,1(K). En outre,

VX, X' \) e tp1(K)? xK  u(AX +X') = AAX + X') = MAX + AX' = Mu(X) + u(X")

Ainsi, u est linéaire, et résoudre le systéme linéaire AX = Y revient donc & résoudre I’équation linéaire u(X) =Y, avec u
linéaire. D’ou le nom de systéme «linéaire». En appliquant la proposition 18, on en déduit que :

e Soit ce systéme n’a pas de solution, ce qui est le cas si Y ¢ Im(u)

e Soit ce systéme admet au moins une solution, notons 1& Xo alors I’ensemble des solutions est Xo + Ker(u). Or,

Ker(u) = {X € Mp1(K) | AX =0}

Ainsi, Ker(u) est ensemble des solutions du systéme homogene associée. On retrouve donc la structure des solutions d’un
systéme linéaire : solution particuliere + n’importe quelle solution du systéme homogene.

2. Considérons une équation différentielle linéaire d’ordre 1 : 3 + a(z)y = b(z) sur un intervalle I. Posons ¢(y) = 3’ + ay, alors
0: €I, K) - €°(I,K). De plus :

V(f,0,N) e € (IK) xK  o\f+g) =\ +9) +al\f+9) =M +g +Xaf +ag = A(f +af) + 9 +ag = o(f) + ¢(9)

Ainsi, ¢ est linéaire. Résoudre cette équation différentielle revient & chercher toutes les fonctions f telles que ¢(f) = b. On
est donc bien dans le cas d’une équation linéaire. Ce qui justifie le nom d’équation différentielle «linéairey.
Grace a la variation de la constante (ou au théoréme du probléme de Cauchy), on sait que b est dans I'image de ¢ : il existe
une solution particuliere notée yp. D’aprés la proposition 18, les solutions sont donc exactement de la forme yp + K avec
K € Ker(p). Mais que représente Ker(p)? C’est ensemble des fonctions f telles que o(f) = f' + af = 0 (fonction nulle),
ainsi, Ker(¢) est I’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogene associée. On retrouve donc que les solutions
d’une équation différentielle d’ordre 1 sont exactement les fonctions yp + yu avec yg n’importe quelle solution de ’équation
homogene.
De plus, si fi vérifie f{ +afi = by et si fo vérifie f + afz, = b2, alors ©(f1) = b1 et @(f2) = be. Soit (X, 1) € K?, par linéarité
de ¢, on obtient
eAf1+ pf2) = Ap(f1) + wp(f2) = Abr + pbs

Ainsi, Afi + pf2 est solution de 'équation y’ + ay = Abi + pbs. On a donc redémontré le principe de superposition.

3. Considérons une équation différentielle linéaire d’ordre 2 : 4" +ay’ +by = f(x) sur un intervalle I avec (a, b, f) € K* x €°(1,K)
. Posons ¢(y) = 4" + ay’ + by, alors ¢: €*(I,K) — €°(I,K). De plus :

Y(g,h,\) € €°(I,K)’ xK  @(Ag+h) = (Ag+h)"+a(Ag+h) +b(Ag+h) = Ag" +Xafg +Abg+h" +ah’ +bh = A\p(g) +@(h)

Ainsi, ¢ est linéaire. Résoudre cette équation différentielle revient & chercher toutes les fonctions g telles que ¢(g) = f. On
est donc bien dans le cas d’une équation linéaire. Ce qui justifie le nom d’équation différentielle «linéaire».
Gréace au théoréeme du probléme de Cauchy), on sait que b est dans I'image de ¢ : il existe une solution particuliére notée
yp. D’apres la proposition 18, les solutions sont donc exactement de la forme yp + K avec K € Ker(yp). Mais que représente
Ker(p)? C’est I'ensemble des fonctions g telles que ¢(g) = ¢” + ag’ + bg = 0 (fonction nulle), ainsi, Ker(yp) est 'ensemble
des solutions de ’équation différentielle homogeéne associée. On retrouve donc que les solutions d’une équation différentielle
d’ordre 2 sont exactement les fonctions yp + yu avec yg n’importe quelle solution de I’équation homogene.
De plus, si g1 vérifie gi + agl + bg = f1 et si go vérifie g5 + agh + bga, = fa, alors ©(g1) = f1 et v(g2) = fo. Soit (A, p) € K2,
par linéarité de ¢, on obtient
P(Ag1 + pg2) = Ap(g1) + pp(g2) = Afr + pfo

Ainsi, Ag1 + pg2 est solution de 'équation y” + ay’ + by = Ab1 + uba. On a donc redémontré le principe de superposition.

4. Soit (a,b) € K? avec a # 1. Cherchons les suites (Un)nen € KN telles que pour tout n € N, unt+1 = au, + b. Posons alors
©: (Un)n — (Unt1 — QUn)nen, alors, pour tou (un)n, € KV, pour tout (v,), € KV, pour tout A e K :

©(A(un) + (v2)) = @((Mun +v0)n) = (Mnt1 +Vn41)n — a(Mn +05) = Mn+1 — an)n + (Unt1 —avn) = Ap((Un)n) + @ ((Vn)n)

Ainsi, ¢ est un endomorphisme de K~. Chercher les suites arithmético-géométriques revient & résoudre I’équation linéaire
@((un)n) = (b)nen (suite constante a b). Puisqu’on cherche des suites dont I'image par ¢ est une suite constante, on peut
commencer un antécédent lui-méme constant. On cherche ¢ € K tel que ¢((¢)n) = (b)n ce qui revient & chercher ¢ tel que

b
c—ac = bcomme a # 1, on peut prendre ¢ = 1o Ceci prouve que (b)ren est bien dans I'image de . D’aprés la proposition 18
—a

les suites arithmetico-géométriques sont de la forme (c), + Ker(p). Or, Ker(¢) est 'ensemble des suites géométrique de raison
a. Ainsi, les suites (un)n qui vérifient la relation un+1 = aun + b sont de la forme (¢ + Aa™)n. Et c’est pour cette raison que
lorsque vous considérez une suite arithmetico-gométrique, la premiére chose que vous faites c’est de retirer le point fixe pour
obtenir une suite géométrique.

ij Proposition n° 19 : caractérisation des hyperplans

Soit H un sous-espace vectoriel de E un espace vectoriel de dimension finie. Sont équivalents :
1. H est un hyperplan. 2. H # E et pour tout g € E\H, E = vect(zo) ® H.
3. Il existe p € Z(FE,K) telle que H = Ker ¢ et ¢ est une forme linéaire non nulle.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, Cours 12


devilliers.loic@gmail.com

iJ Proposition n° 20 : équation d’un hyperplan de K™

Si H < K", H est un hyperplan ssi il existe (a1, as,...,a,) € K"\{Ogn}, H = {(xl,xg, oy Zn) €K™ Y agxy = O}
k=1

Démonstration de la proposition n° 20 : Supposons que H soit un hyperplan, alors il existe ¢ € £ (K", K) non nulle telle que
n

H = Ker(p). Notons & = (e1,e2,...,en) la base canonique de K" et x = (21, 22,...,Zn) > zrer € K™, alors :

=
zeH=Ker(p) <<= o¢x)=0 <= o <Z mkek> =0 <= Z zrp(er) =0
k=1 k=1

Posons alors ar = ¢(ex). Si tous les ax sont nuls, alors p(ex) = 0 donc ¢ et la fonction nulle coincident sur la base canonique de K",
donc comme une application linéaire est entiérement caractérisé par 'image des vecteurs d’une base, on a que ¢ est 'application

nulle. Ceci est absurde, donc il existe k € [1;n ] tel que ax # 0. On a ainsi prouvé que H = {(z1,22,...,25) € K*| >} arzr = 0}
k=1
avec (a1, az,...,a,) € K"\{Okn }.
Réciproquement, supposons que H = {(z1,%2,...,2n) € K" | Y} arzr = 0} avec (a1,a2,...,a,) € K*"\{Oxn }. Posons
k=1
K" — K
p: n
(x1,22,...,Tn) —> D, ark
k=1
n
alors on vérifie facilement que ¢ € .Z(K" K) puis que ¢ (@i,az,...,an) = 3. |ax|*> > 0 (car 'un des aj est non nul). Ainsi,
k=1

H = Ker(p) avec ¢ une forme linéaire non nulle, donc H est un hyperplan de K".
|
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