Q) Chapitre 16
Matrices

Prérequis indispensables de ce chapitre :
e (Calcul matriciel
Polynomes
e Systemes linéaires
e Espaces vectoriels
e Espaces vectoriels de dimension finie
e Applications linéaires
Objectifs :
e Savoir écrire la matrice d’une application linéaire donnée dans des bases données.
e Savoir écrire la matrice d’'un changement de base.
e Savoir appliquer la formule de changement de base.
e Savoir déterminer le rang, l'image et le noyau d’une matrice.
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Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, E et F', G sont trois K-EV de dimension finie de dimensions respectives n, p
et ¢. B = (e1,e2,...,e,) et B = (e},¢eh,...,¢e,) sont des bases de E, € = (f1, fa,..., [p) et €' sont des bases de F, 2

1) e K2 ot K" = My 1 (K).

est une base de G. On notera les éléments de K™ en colonne au lieu qu’en ligne, ainsi 9

1 Matrice d’une famille de vecteurs ou d’une application linéaire

1.1 Définitions

-
Déﬁnition de la matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Soit .F = (uq,us,...,us) € E9. La matrice dont la j-iéme colonne contient les coordonnées de u; dans la base 4 est
n
appelée matrice de la famille .# dans la base 4 : Vielll;ql 3IMai,,...,an,;) € K" Uj = > G €.
i=1
Upeee-- Ujereeee Ug
QiAo alg\el
a271 e (12’]- oo a27q (,3.2
F) = g = : : .
Matg(F) = Matg (u1, ug, . .., uq) Qi g Gig € € Mn,q(K)
ar;’l .. Clnj ~--~a7;,q n
2 1 4
Exemples 1. e Pour £ = R3[X], £ la base canonique de E, Mat»(X?3 + 2, X% +1,4) = 8 (1) 8
1 0 0
1 2
. P 0 1 P
si Matg (%) = 11l alors & =
0 1
. ) . 1\ /2 1 12 1
e Si F'=R* et ¥ la base canonique de F'. Mat sl L)) =0 3 2o Matx (%) = I3
Remarques 1. e Il faut préciser la base concernée, car les coordonnées dépendent de la base.
E — %n,l(K)
e est un isomorphisme.
x —> Matg(x)
Justification de la remarque 1 : Soit z € E, il existe un unique (z1,22,...,2,) € K" tel que z = ) z;e;. 1l existe aussi un
i=1
X1 ,I‘/J
unique (27, 3,...,2,) € K" tel que &’ = 3] x}e;. Alors Matgg(x) = | © |et Matg(z') = | © | De plus,
o T Ty,
A+ 2 =\ Z Tie; + Z The; = Z Axie; + Z Tie; = Z (Az; + ZU;)ez‘
i=1 1=1 i=1 i=1 i=1
A\z1 +
Axa + T
Ainsi, Matg(Az + 2') = ) . Dés lors ¢(Az + 2’) = Ad(x) + ¢(z’). Par conséquent, ¢ est linéaire.
ATy + a7,
T
Soit z € ker(¢), alors ¢(z) = P | =0nn,ainsizy =22 =--- =z, = 0. Ainsi, x = ), zie; = Og, donc ker(¢) < {Og}, comme ¢
i=1
Tn

est linéaire, ’inclusion réciproque est vraie. Donc ¢ est injective.
Ainsi, dim(E) = n = dim(.#,,1(K)), ¢ est injective, linéaire en dimension finie, avec un espace de départ et d’arrivée qui sont de
méme dimension, on en déduit que ¢ est un isomorphisme.
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o
Déﬁnition de la matrice d’une application linéaire dans des bases données

On appelle matrice de ’application v € .Z(E, F) dans les bases Z et € la matrice de u(#) = (u(e1),...,u(en))
dans la base € et on note :

ufer) - ule;) - ulen)
ayq .- (AW EEEER ai,n fl
: : N P
Matg s (u) = | @i+ Qgjoeeene ain |fi € Mpn(K) ol u(e;) = Z ai jfi
. . . . i=1
Ap,1 v vvee [ EEREE Qp,n fp

Lorsque E = F et 8 = €, on note Matg(u) au lieu de Matg, gz (u).

Remarque 2. Si f € Z(E, F), alors Matg «(f) € 4, ,,(K) posseéde dim(E) = n colonnes et dim(F') = p lignes.
R3[X] — Ra[X]

. Ecrire la matrice de f dans les bases canoniques de R3[X] et de Ry[X].
P — P/ + P”

Exemple 2. Soit f: {

Démonstration du théoréme n°1 : Rappelons que & = (e1,e2,...,en) et € = (f1, f2,..., fp). Or z € E, il existe un unique
T
n-uplet (z1,2,...,2,) € K" tel que z = Y, z;e; donc X =
j=1 .
n n n P n o p P n
y=u(x)=u( Y zje; | = D wjule;) = Y @ aiifi| = X Dwiaiifi =), ai;z; | fi
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1i=1 i=1 \j=1
n
2 a1,;%;
j=1
n
2 a2,;;
On obtient Y = Matg(y) = | i=! = AX. |
2. apjT;

j=1

1.2 Matrices et opérations sur les applications linéaires

ij Proposition n°1 : isomorphisme entre Z(E, F) et #p (K)
‘ o {X(E’ F) — Mpn(K)

est un isomorphisme et dim(Z(E, F)) = dim(F) x dim(F).
u — Matg « (u)
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Démonstration de la proposition n°1 :
e Démontrons que ® est linéaire. Soit (u,v) € L(E, F)? et A € R, rappelons que & = (e1,e2,...,¢en) et € = (f1, f2,-- -, fo)-
Notons A = ®(u), B = ®(v) et C = &(Au+ v). Montrons que C = AA + B.

P

— A =Matg ¢ (u) = (a:;)1<i<p- Ainsi, pour tout j € [1;n]], u(e;) = > aijfi-
1<j<n i=1
P

— B =Matg,¢(v) = (bi,;j)1<i<p- Ainsi, pour tout j € [1;n]], v(e;) = 3 bij fi.
1<j<n i=1
P

— C =Matg,«(Au+v) = (¢i,j) 1<i<p- Ainsi, pour tout je [1;n], (Au+v)(e;) = 3 cijfi
1<j<n i=1

Soit j € [1;n]), calculons (Au + v)(e;) d’une autre fagon :

(Au+v)(e;) = Au(e;) +v(ej) = A 2 aij;fi + Z bijifi = Z (Aai; + big)fi
i=1

Par unicité de la décomposition de (Au + v)(e;), dans la base €, on en déduit que, pour tout i € [1;p], cij = Aai,; + bij.
Et ce pour tout j € [1;n . Dés lors, C = AA + B.
e Montrons que ® est injective, soit u € Ker(®), alors A = Matg,«(u) = Opn, ainsi chaque colonne de A est nulle, donc
P
u(ej) = Z aijfi = >, 0fi = Op. Donc u et 0 (g r) sont deux applications qui coincident sur une base de E, d’apres le
i=1 i=1
théoréme 3 du chapitre «Applications Linéaires», u = 0% (g, r). Ainsi, Ker(®) {0 (g r)}. Comme Ker(®) est un espace
vectoriel, I'inclusion réciproque est toujours vraie, ainsi ¢ est injective.
P
e Soit M = (mij)i<i<p € Mpn(K). Notons g; = >, m;;fi. D’apres le théoréme 3 du chapitre «Applications Linéairesy, il

I<j<sn =1

P
existe u € Z(E, F) tel que pour tout 5 € [1;n], u(e;) = g;. Ainsi, u(e;) = >, my ;fi. Dés lors, Matg, «(u) = M. Donc
i=1
M = ®(u), et ce pour tout M € A »(K). D’olt ® est surjective.
Ainsi, ® est un isomorphisme, comme %, ,(K) est un K-espace vectoriel de dimension finie, on en déduit, d’aprés le théoréme 2
du chapitre «Applications Linéaires», que £ (E, F) est de dimension finie et que dim(Z(FE, F)) = dim(#,p,»(K)) = pn = dim(F) x
dim(E). [ ]

Démonstration du théoréme n°2 : % = (e1,e2,...,en) et € = (f1, f2,.--, fp) et Z = (91,92, ---,9q)- Notons A = Mate o (v),
B = Matg,«(u) et C = Matg o (vou). Le but est de montrer que C = AB

o A= Maty o(v) = (am)%<2<q. Ainsi, pour tout k€ [1;p], v(fx) = Zq: @i kGi-

<j<p i=1
e B = Matg,«(u) = (b );:Z:p. Ainsi, pour tout j € [1;n], u(e;) = i br,j fr.

jsn -
e C =Matg,g(vou) = (ci;)i<i<q- Ainsi, pour tout j € [1;n]], (vou)(e;) = é Ci,jGi-

Soit j € [1;n]), calculons (vo u)(e;)gjdg’;ne autre fagon : !
(wou)(e;) = ov(ule;)) = (Z b;”fk> = i brjo(fi) = 2 br.; (2 ai kg,>
= i=1

P q q P q P
D0 D (@inbiggi) = D) D (@ikbrgi) = ), <Z ai,kbk,j>gi
k=1i=1 i=1k=1

Par unicité de la décomposition de v o u(e;) dans la base Z, on en déduit que
P
Vi e [[1;(]]] Cij = ZGi,kbk,]‘

Ceci étant valable pour tout j € [1;n]), on en déduit par la formule du produit matriciel que C' = AB. |

Remarque 3. Le produit matriciel comme la composée ne sont pas commutatifs donc I'ordre est important.
C’est cette propriété qui justifie la définition étrange du produit matriciel.
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’L'J Proposition n° 3 : cas particulier des endomorphismes

Soi (f,g) € Z(E)?, posons A = Matg(f) et B = Matg(g).
1. Pour k € N, Matg(f*) = A* 2. fog=go fssi AB= BA.
3. feGL(E) ssi Ae GL,(K) et alors Matg(f~!) = A~}

Démonstration de la proposition n°3 :
1. Posons I'’hypothese de récurrence : Z(k) : «Matg(f?) = (Matg/(f))?.
e Pour k = 0, Mat(f°) = Mate(Idg) = I, = (Matg(f))°. Ainsi, 2(0) est vraie.
e Soit k € N, supposons £ (k) vraie. Appliquons le théoréme 2 :

Matas (F") = Mataa (£ ) = Mataa (f*) x Matea(f) = (Matas(f))" x Matas(f) = (Matas ()"

Ainsi, Z(k + 1) est vraie.
e Par récurrence, pour tout k € N, Mat g (f*) = (Mate(f))"
2. Supposons que f et g commutent, ainsi fog = go f, donc Matg(f o g) = Matg(g o f) D’apreés le théoréme 2, on obtient
donc Mate(f) x Matg(g) = Matg(g) x Matg(f). Donc Matg(f) et Matg(g) commutent.
Réciproquement, supposons que Matg(f) et Mats(g) commutent, alors Matg(f) x Matz(g) = Mats(g) x Matg(f). En
utilisant le théoréme 2, on obtient Matg(f o g) = Matg(go f). En notant, ®: , on obtient ®(fog) =
[~ Matg(f)

D(go f). Or @ est injectif (car P est un isomorphisme, voir proposition 1), on obtient fog = go f. Dés lors, f et g commutent.
3. Supposons que f soit un automorphisme, alors f~* est un automorphisme et fo f~! =Idg = f~*o f. Donc, Matg(fo f~ ') =
Mat gz (Idg) = Mate(f ' o f). En utilisant le théoréme 2 et la matrice de ’homothétie Idg, on obtient

Mat g (f) x Matgs(f') = In = Matg(f ') x Mats(f)

Ceci montre que Matg(f) est une matrice inversible et que sa matrice inverse est Matg(f~'). On obtient donc bien
(Matgs (f)) ™" = Mataa(f71).

Réciproquement, supposons que A = Matg(f) soit inversible, ainsi il existe B € .#,(K) tel que AB = I, = BA. Comme ¢
est surjective (car ® est un isomorphisme), il existe g € Z(E) tel que B = ®(g) = Matg(g). On obtient donc Matg(f) x
Matg(g) = In = Matz(g) x Matg(f). En utilisant le théoréme 2, on a donc Matg(f o g) = Matg(Idg) = Matg(go f). Dés
lors ®(fog) = ®(Idg) = ®(go f). Comme ® est injective, fog = Idg = go f. Dés lors, f est un automorphisme, et g = f 1.
|

Remarque 4. Soit A € .4, ,(K), on note Ey le (-iéme vecteur de la base canonique de .4, 1(K), alors AE, est égale a
la ¢-iéme colonne de A. De plus, pour X € 4, 1(K), AX est une combinaison linéaire des colonnes de A.

Exemple : application linéaire canoniquement associée a A

Soit A € My »(K). La matrice de fa: X — AX € L (M, 1(K), #,1(K)) dans les bases canoniques de .7, 1 (K)
et #p1(K) est A. On dit que fa est 'application linéaire canoniquement associée a A.

Démonstration que f4 soit linéaire et que sa matrice dans les bases canoniques soit A : Tout d’abord comme A € .}, ,(K)
et X € My 1(K), fa(X) = AX € #,,1(K). De plus, pour tout (X, X’) € #,,1(K)? et A € K, par distributivité du produit matriciel
par rapport a ’addition

FAX +2X") = A(X + AX') = AX + MAX' = fa(X) + Afa(X)

Ainsi, fa est linéaire. Ainsi, fa € L (Mn1(K), #p,1(K)). Notons # = (Ei, Es,...,Ey,) la base canonique de #, 1(K) et ¥ =

’

0 0

0 0

(F1, Fa, ..., Fp) celle de 4,1 (K). Ainsi, Ej = | 1 | € #n,1(K), avec le 1 qui est & la j-iéme position. De méme, F; = | 1 | € .4,,1(K)
0
0 0

(avec le 1 a la i-iéme position). Pour trouver la j colonne de Matg, «(fa), il faut calculer et décomposer fa(E;) dans la base €.
p

Or, d’apreés la remarque 4, fa(E;) = > a;;F;. Ainsi, la coordonnée de fa(E;) devant F; vaut a;,; Donc dans la j-iéme colonne, et
i=1

a la i-iéme ligne de Matg, ¢ (fa), on met a; ;. Et ce pour tout i € [1;p]], et j€[[1;n], donc Matg, < (fa) = A.
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2 Changement de bases

La matrice d’une application linéaire dépend a priori des bases choisies. Que se passe-t-il si on change de base?

)
Déﬁnition de la matrice de passage

On appelle matrice de passage de la base % a la base %’ la matrice de la famille %’ dans la base 4. On note
cette matrice Pg_.g = Matg(#').

Exemple 3. Soient £ = (1, X, X?) et #' = (5,2X — 3,5X? — 2) deux bases de Ry[X]. Donner Py _, 5 et Py _, 4.
Remarque 5. Notons que Pg_,z = Mate z(Idg)

Justification de la remarque 5 : En effet, Matg »(Idg) = Matg(Ide(e)),Idg(es),. .., Ide(e,)) = Matg(el, e, ..., e,) =
Mat@(%’) = ng_,‘@/.

1J Proposition n°4 : inversibilité et inverse la matrice de passage
| Si B et B’ sont deux bases de E, alors Pg_, g € GL,(K) et (ng_,ggl)_l = Py _.5.

Démonstration de la proposition n°4 : Pg_, g X Py, = Matg 4(Idg) x Matg g (Ide) = Matg s(Idgoldg) = In.
théo 2
De méme, Py, X Pg_,g = I,. Ceci prouve que Pg_, g est inversible que son inverse est Pg/_, o. |

iJ Proposition n°5 : formule de changement de bases pour un vecteur
| Soit 2 € E. Notons X = Matg(x), X’ = Matg (v) et P = Pg_, 4. Alors X =PX'

Démonstration de la proposition n®5 : Proposons deux méthodes :
e Posons y = Idg(z) et A = Matg z(Idg) et Y = Matw(y), alors, d’aprés le théoréme 1, Y = AX'. De plus, y = x, donc
Y =X,et A= P,donc X = PX'.
o Notons % = (e1,e2,...,en) et B = (e},...,e,), X =Matg(z) = [ | |et X' = Matg(z) = | : |. Comme P = Pg_ g =

!
Tn T,

n n n n n n n
. ! VN / / LY
(pi,j)1<i<n, On sait que € = leqz,jei. Onaz= 3 ajej = 3 xj ( 1pi,j6i) =2 lpi,jwj ei = 2, mie;. Par unicité

1<j<n = j=1 j=1 i= i=1 \j= i=1
n
des coordonnées dans la base & : pour tout i € [1;n ], z; = Y, pi,jx;.. Ainsi, X = PX'. |
j=1

Exemples 4. e S0it Q=1+2X-1)+2(X-1)2 E=Ry[X]et # = (1,X —1,(X —1)?) et B =(1,X,X?).
Quelles sont les coordonnées de Q dans %’ et dans £ ?
e Soit (a,b) € R2. Montrer que %’ = ((cos(a),sin(a)), (—sin(a), cos(a)) est une base de R%. Quels sont les coordonnées
de (cos(a + b),sin(a + b)) dans la base canonique et dans %’ ? Qu’en déduit-on ?

/" Moyen mnémotechnique

Pour ne pas se tromper de formule, retenir pépé : les «p» sont tous du méme coté de la formule P et X prime.
Souvent, £ est la base canonique et donc P = Py _, 4 est facile a déterminer contrairement a Py, 5.

iJ Proposition n° 6 : formule de changement de base pour une application linéaire
I Sife Z(E,F),onnote P=Pg_ ,z,Q =Pg_,o, A=Matg«(f), A = Mat g 4 (f) : A= QA/.Pfl

Démonstration de la proposition n°6 :

QMat@/ch/(f)Pil = Mat%/,cg(IdF) X Mat@gcg/(f) X Matggygg/(ldE) = Matg/,cg(ldp) (Mat@’cg/(f o IdE))
= Matyr ¢ (Idr)Matg, </ (f) = Matg,«(Idr o f) = Matg < (f) ||

/‘ Moyen mnémotechnique pour retenir A = QAP

En notant A’ par A et —1 par MU (moins un) : Antoine = Qualifié A Pouvoir Magouiller Utile.
Notez la cohérence avec I'ordre alphabétique : E est muni de &, #' et P, F est muni de ¢, ¢’ et Q.
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Remarque 6. Souvent, la base & sera la base canonique de E donc la matrice Pg_, 4 sera facile a obtenir.
La base %' rendra souvent Matg (f) agréable (matrice diagonale ou triangulaire par exemple).

9T + 1y

s 12 s . 2 ;e [T s
Exemple 5. Considérons I'endomorphisme de R? noté f: (y) (m +5y

> et n e N.
1. Donner A la matrice de f dans la base canonique de R2.
2. Justifier que ((}) , (_11>> est une base de R?. Donner D la matrice de f dans cette base.

3. Calculer D™, puis grice a la formule de changement de base, calculer A™. En déduire f™.

Déﬁnition de deux matrices semblables
| Soit (A4, B) € 4, (K)?, on dit que A et B sont semblables s’il existe P € GL,,(K) tel que A = PBP~!.

Exemple 6. Soit A € .#>(K) telle que A% = 05 mais A # 02, montrer que A est semblable & F; ».

3 Noyau, image et rang d’une matrice

3.1 Définitions et propriétés du noyau, de I'image et du rang d’une matrice

I
Déﬁnition du noyau, image et rang de la matrice

Soit A € A, ,,(K). On appelle noyau, image et rang de la matrice A :
o Ker(A) ={X e #,1(K)| AX =0} =Ker(fa)
o Im(A) = {Y e M, 1(K) | IX € M,1(K) YV = AX} = {AX | X € My 1(K)} = Im(f4)
e rg(A) = dim(Im(A)) = rg(fa)

Remarque 7. Déterminer le noyau de A € .4, ,,(K) revient a résoudre un systéme linéaire homogene de p équations et
n inconnues.

ij Proposition n° 7 : lien entre image (resp. noyau) de f et image (resp. noyau) de A
Soient fe Z(E,F), A=Matg«(f) e #p,(K), xe E, ye F, X = Matg(z) et Y = Maty(y).

e reKer(f) <= X eKer(4) et dim(Ker(f)) = dim(Ker(A))
e yelm(f) <= Y eIm(A) et rg(f) =rg(A)
o n = dim(Ker(A)) + rg(4) ol n est le nombre de colonnes de A (théoréme du rang)
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E — Mn1(K) {F — Mp1(K)
et ¢: sont des isomor-
x — Matg(z)
phismes et que si y = f(z) et Y = Mat«(y), alors Y = AX (théoréme 1).
o zeKer(f)ssi f(z) =0p ssi AX =0, ssi X € Ker(A).
Ceci prouve que Ker(A) = ¢(Ker(f)) avec ¢ est isomorphisme, ainsi dim(Ker(A)) = dim(Ker(f)).
o y e Im(f) ssiil existe z € E tel que y = f(z) ssi il existe X € #,,1(K) tel que Y = AX ssi Y € Im(A).
Ainsi p(Im(f)) = Im(A) avec ¢ un isomorphisme, ainsi dim(Im(f)) = dim(Im(A)). Soit rg(f) = rg(A).
e En appliquant le théoréme du rang & fa: #n,1(K) - ;1 (K), dim(#y,1(K)) = dim(Ker(fa)) +rg(Fa). Par ce qui précede,
n = dim(Ker(A)) + rg(A). [ ]

Démonstration de la proposition n°7 : Rappelons que ¢: {
y — Mat (y)

Remarque 8. Cela permet d’obtenir des bases du noyau de f. Par exemple, % est une base de Ker(A) ssi ¢! (%) est
une base de Ker(f), @ est une base de Im(f) ssi ¢(%7) est une base de Im(A) avec ¢: x — Matg(z) et @: y — Mate(y).

Exemple 7. Soit f € Z(R1[X]) tel que A = Matg(f) = <; ;) avec A la base canonique de R;[X]. Calculer Ker(A),
Ker(f), Im(A) et Im(f).

Attention si on vous demande une base du noyau ou de I’image de f
Si f e Z(E,F), une base de Ker(f)/Im(f) contient des vecteurs de E/F et non des matrices colonnes.

C’_:J Proposition n° 8 : propriétés du rang et de I’image
Soient A € A, n(K) et B e M, 4(K), Ci,...,C, sont les n colonnes de A, L1, ..., L, les p lignes de A.
1. Im(A) = vect(Cy,Cy,...,Ch) 2. rg(A) =rg(Cy,Cy,...,Ch)
3. rg(A) < min(n,p) 4. rg(AB) < min(rg(A),rg(B))
5. Si A€ A, n(K) est inversible alors rg(AB) = rg(B) 6. SiB e 4, (K) est inversible alors rg(AB) = rg(A)
\ 7. 1g(AT) =rg(A) (admis) 8. rg(A) =rg(Ly,...,Ly) )

Démonstration de la proposition n° 8 : Rappelons que fa: #,,1(K) - #,1(K) et que A est la matrice de f4 dans les bases
canoniques.

1. Soit (F;)1<j<n la base canonique de .4, 1 (K). Comme on connait toujours une famille génératrice de I'image d’une application
linéaire :
Im(A) = Im(fa) = vect(fa(Er), fa(E2),..., fa(Eyn)) = vect(Cr,Ca,...,Cy)
En passant au rang, on obtient rg(A) = rg(C1,Cs,...,Ch)
2. 1g(A) = rg(fa) < min(dim(.# 1(K), #)p,1(K))) = min(n, p).
3. Pour tout X € ‘//{ml( ) fA o fB(X) = fA(BX) A(BX) = (AB)X = fAB(X), ainsi fA o fB = fAB~ Ainsi, rg(fAB)

N

rg(fa o fe) < min(rg(fa),rg(fs)). De plus, comme rg(fc) = rg(C) pour toute matrice C, on en déduit que rg(AB)
min(rg(A), rg(B)).

4. Si A est inversible, alors fa est un automorphisme (voir proposition3), donc rg(fa o fg) = rg(fB). Soit rg(AB) = rg(B).

5. De méme si B est inversible, alors fp est un automorphisme, donc rg(fa o f5) = rg(fa). |

[l O

1
Exemple 8. Calcul du rang de la matrice A = | 1
1

2
3
1
1 1
Solution de ’exemple 8 : rg(A) = rg = 1],12]||=2. En effet, les deux vecteurs sont libres.
3+C1
1 0

Remarque 9. Si .# est une famille de vecteurs de E et % une base de E, alors rg(.#) = rg(Matg(%)).

Justification de la remarque 9 : Notons .# = (e1,e2,...,e,) et pour tout i € [1;r]], C; = Matg(e;) Posons F' = vect(F) de
sorte que rg(.#), et G = vect(C1,Cy,...,Cy) de sorte que rg(Matgg (%)) = dim(G). Posons ¢: x — Matg(z), alors ¢ réalise un
isomorphisme de F vers G. Ce qui prouve que dim(F') = dim(G), ainsi rg(.#) = rg(Matg (%))

ij Proposition n°9 : calcul du rang d’une matrice par échelonnement

Les opérations élémentaires sur les colonnes (resp. lignes) conservent 'image (resp. le noyau).
Le rang est invariant par opérations sur les lignes et colonnes. On calcule le rang d’une matrice en ’échelonnant.
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Démonstration de la proposition n°9 : Si A € .}, »(K). Notons (E; ;) la base canonique de .#,(K) et (E; ;) la base canonique
de #,(K). Posons, pour ¢ # j, A # 0, alors rappelons le role des matrices de transposition, transvection et dilatation :
o (; < Oj Correspond a APL]' ou Pi,j =1, — Eiﬂ; — E]',]' + Ei,]' + E'ﬂ' €ee, (K)

C; « Cj + A\C; correspond & AT; j(A) ou T; ;(X) = In + AE; ; € GL,(K).

C; < AC; correspond & AD;(\) ot D;(A) = I, + (A — 1)E;; € GL,(K).

L; < L]' Correspond a Pi,jA ou Piyj = Ip — Ei,z’ — Ej,j + Ei,j + E‘jﬂ' € GLP(K)
L; < L; + AL; correspond & T; j(A\)A ot T; j(\) = I, + A\E; j € GL,(K)

L; < AL; correspond & D;(A)A ott D;(A\) = I, + (A — 1)E; ; € GL,(K)

Ainsi, toutes ces opérations, reviennent & multiplier & droite ou & gauche A par une matrice inversible et donc la nouvelle matrice

obtenue aura le méme rang que A par la proposition précédente. |
1 2 3 1
Exemple 9. Que vaut lerangde (1 -2 2 —1]7?
3 1 1 -2
1 2 3 1 1 3 2 1
Solution de ’exemple 9 : LT, '8 0 -4 -1 -2 e rg{0 -1 —4 =2
Licrist, \0 -5 -8 -5/ \0o -8 -5 -5
1 -3 2 1 1 0 -10 -5 10 0 O
= rg|0 1 -4 =2 = g0 1 -4 =2 = rg{0 1 0 O
Ce=® o \o 8 -5 -5/t \o oo 27 11) BIERSERSE \o oo 21 11
1 0 0 O 1 0 0 O
= g0 1 0 O = rg|l0 1 0 0]=3
CozrCs \0 0 1 1) \o 0 1 0
Cye 7 Cy

/“ Comment déterminer sans calcul le rang, I’image et le noyau d’une matrice A ?

1. Trouver .%, une famille de colonnes de A, telle que tout autre colonne de A est combinaison linéaire de .%.
2. Démontrer/affirmer que .# est libre.

3. Alors, rg(A) = |.#| et .Z est une base de Im(A).

4.

Si C est une colonne qui n’est pas dans %, alors C € vect(F), ainsi le vecteur colonne des coefficients de
liaison est un vecteur du noyau. Grace au théoreme du rang, on prouve que 'on a assez de vecteurs.

Exemples 10. Déterminer, sans calcul, le rang, I’image et le noyau des matrices :

1 2 3 1 1 3 1 2 3 01 3 5
A=1[1 2 3 B=1[|1 11 C=1[4 7 11 D=10 2 6 10
1 2 3 1 11 2 2 4 01 1 3
3.2 Caractérisation des matrices inversibles parmi les matrices carrées
ij Proposition n° 10 : caractérisation des matrices inversibles
Soit A € A, (K). Sont équivalents :

1. A est une matrice inversible 2. Ker(4) = {0,,1}

3. Im(A) = #,1(K) 4. rg(A)=n

5. 3Be #4,(K) BA=1, (alors B= A7) 6. 3Be .#,(K) AB=1I, (alors B = A~1)

Démonstration de la proposition n° 10 :

En utilisant le fait que ’endomorphisme f4 soit bijectif ssi il est injectif, on obtient : A est inversible ssi fa est un automor-
phisme ssi fa est injective ssi Ker(A) = Ker(fa) = {0}. Ainsi, les points 1. et 2. sont équivalents.

En utilisant le fait que I’endomorphisme fa soit bijectif ssi il est injectif, on obtient : A est inversible ssi f4 est un auto-
morphisme ssi fa est surjective ssi rg(A) = rg(fa) = n ssi Im(A4) = Im(fa) = #,,1(K). Ainsi, les points 1., 3. et 4. sont
équivalents.

Supposons qu’il existe B € #,(K) tel que BA = I,,. Soit X € Ker(A), on a alors AX = 0, en multipliant par B il vient,
BAX = B0 = 0, donc (BA)X = 0, donc I, X = 0 donc X = 0, ainsi Ker(A) c {0}. Ainsi, d’aprés la proposition 2., A est
inversible. En multipliant par A™', on obtient (BA)A™ = I,, x A~! soit B = A~!. On a donc montré que 5. implique 1..
La réciproque étant vraie par définition d’une matrice inversible.
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e Supposons qu'il existe B € .#,(K) tel que AB = I,,. Soit X € Ker(B), on a alors BX = 0, en multipliant par A il vient,
ABX = A0 = 0, donc (AB)X =0, donc I, X = 0 donc X = 0, ainsi Ker(B) c {0}. Ainsi, d’aprés la proposition 2., B est
inversible. En multipliant par B~*, on obtient (AB)B™! = I,, x B! soit A = B™!, ainsi A est inversible et A™* = B. On a

donc montré que 6. implique 1.. La réciproque étant vraie par définition d’une matrice inversible.

1 2 3
Exemple 11. La matrice A= |1 —2 1 ] est-elle inversible?
1 1 9

3.3 Retour sur les systemes linéaires

I
Déﬁnition rang d’un systéme

| On définit le rang d'un systéme linéaire homogéne comme le rang de la matrice associée & ce systéme.

Remarque 10. e Résoudre un systeme linéaire homogene revient a calculer le noyau d’une matrice.
e La dimension du SEV des solutions d’un systéme linéaire homogene est la dimension du noyau.
e Soient A € 4, ., (K) et Y € #,1(K). Le systeme AX =Y est compatible ssi ¥ € Im(A).

e Soient A € GL,,(K) et Y € 4, 1(K). Le systéme AX =Y posséde une unique solution. On dit que le systéme est

de Cramer.
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Résumé du chapitre sous forme de tableaux

Lien entre espaces vectoriels et matrices

Soient FE et F, G sont trois EV de dimension finie, dim(E) = n et dim(F) = p. Z = (e, ea, . ..
et €’ sont des bases de F', 2 est une base de G.

Jen) et B = (e'1,¢9,...,¢,) sont des bases de E, € = (f1, f2,-- -, [p)

Concept Monde : EV /fonction linéaire Monde : Matrices Lien entre les deux mondes
X1
n
Vecteur au départ x= > zieeFE X e My 1(K) X =Matg(z) = | :
=t T
P Y1
Vecteur & larrivée y= > yfieF Y e #,1(K) Y = Matg(y) = | :
=1
J Yp
2
Image des vecteurs de la | we Z(E,F), u(e;) = ] a;;fi Ae My, (K) A =Matg ¢(u) = (i) 1<i<p
base i=1 1<j<n
Image d’un vecteur y = u(x) Y = AX
Définition de 'image Im(u) = {u(z) |z € E} Im(A) = {AX | X € 4,1(K)} y € Im(u) ssi Y = Mate(y) € Im(A)
Image Im(u) = vect(u(er), ..., ulen)) Im(A) = vect(Ch,...,C,) ou C; = j-iéme

colonne de A.

Rang

rg(u) = dim(Im(u))

rg(A) = dim(Im(A))

rg(A) = rg(u)

Noyau

Ker(u) = {x € F|u(z) =0F}

Ker(A) = {X € A, 1(K) | AX = 0}

x € Ker(u) ssi X = Matg(z) € Ker(A)
dim(Ker(A)) = dim(Ker(u))

Théoréme du rang

dim(F) = dim(Ker(u)) + rg(u)

n = dim(Ker(A)) + rg(A)

WARNING : n est le nombre de colonnes de A

Composition/ Produit

ve Z(F,G) alorsvoue Z(F,Q)

v = Maty »(g) et B = Matg «(u)

AB = Mat%@(v ou)

Changement de base

n

P et #' basesde Eoue) = 3, pije;

P=Pg .z

P = (pi.j)léién

i=1 1<j<sn
Changement de base | # et B basesde Eet x € E X =Matg(x), X' =Matg (r) P=Pg_a | X = PX’
pour un vecteur
Changement de base | &, %' bases de E, €, ¢  basesde F | A = Matg ¢ (u), A’ = Matg 4 (u), P = | A=QA' P!
pour une application Py .z, Q = Pg_,

linéaire
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Cas particuliers des endomorphismes

Les trois dernieres lignes sont pour la seconde année.

Objets Endomorphisme E = F Matrice carrée n = p Lien
ue Z(E) Ae M,(K) A = Matg(u)
Changement de base ue L(E), B, B bases de F A = Matg(u), D = Matg (u), P = | A= PDP!
P .z
Inversibilité 11 existe v € Z(F) tel que Il existe B € #,(K) tel que u est bijective SI ET SEULEMENT ST A est inversible et
bijectivité wov =Idg AB =1, A7t = Matg(u™t)

Vecteur propre
u(x) = Ax avec x # 0

z € F tel qu’il existe A € K tel que

X € My1(K) tel quil existe A € K tel
que AX = XX avec X # 0

X vecteur propre de A pour A SI ET SEULEMENT SI
x vecteur propre de u pour A\

Valeur propre A € K tel qu’il existe x € F

non nul tel que u(x) = Az

A € K tel qu'il existe X € 4, 1(K)
non nul tel que AX = \X

A valeur propre de A ssi A valeur propre de u

Sp(A) = Sp(u)

Polynéme  caractéris- | x, = det(XIdg — u)

tique

XA = det(XIn - A) Xu = XA

Opérations sur les lignes/colonnes

But

Méthode

Résoudre un systéme linéaire AX =Y ou A € 4, ,(K) et
Ye <%p71 (K)

Opérations SEULEMENT sur les lignes du systéme.

Savoir si une matrice A € ., (K) est inversible et trouver
son inverse

Opérations SEULEMENT sur les lignes sur A et I,, jusqu’a avoir I,, B si possible, alors B = A~T
OU BIEN
Opérations SEULEMENT sur les colonnes sur A et I,, jusqu’a avoir I,, B si possible, alors B = A~!

Trouver le rang de A € 4, ,(K)

Effectuer des opérations sur les lignes ET les colonnes jusqu’a trouver une matrice triangulaire.

Trouver le rang de f € Z(E, F)

Poser A = Matg «(f) € 4, (K) et calculer rg(f) = rg(A) par la méthode précédente.

Trouver le rang de .% = (z1,...,xp) une famille de vecteurs
de E

Soit % une base de E, prendre A = Matg(.%#) et calculer rg(.#) = rg(A).

Calculer le déterminant de A € ., (K)

Effectuer des opérations sur les lignes et les colonnes jusqu’a trouver une matrice triangulaire (attention,
échanger deux lignes ou deux colonnes multiplie le déterminant par —1).
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