Q) Chapitre 17
Déterminants

Prérequis :
Calculs matriciels
Espaces vectoriels
Espaces vectoriels de dimension finie
Applications linéaires
Matrice d’applications linéaires
Objectifs :
e Donner une définition du déterminant d’une matrice carrée, d’'un endomorphisme ou d’une famille de n vecteurs
d’un espace vectoriel de dimension n.
e Gréce au déterminant, déterminer (d’ont le nom) si la matrice carrée est inversible, si 'endomorphisme est bijectif
ou si la famille de n vecteurs est une base.

Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté

g Ce polycopié contient une animation, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les animations
(comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).
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Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C et n € N*.

1 Déterminant en dimension 2

o
Déﬁnition du déterminant d’une matrice de .#5(K)

| On définit le déterminant de A = (i Z) € #>(K) par det(A) = Z Z‘ = ad — bc.
("_'J p ops o sis . . . . )
roposition n° 1 : propriétés du déterminant en dimension 2
]
10
[ ]
Va, ce K z Z‘ =0 (le déterminant est alterné) (2)
s (b , [a a b ..« fa , (b a b . .
o A fixé, — est linéaire, & fixé, — est linéaire (le déterminant est bilinéaire)
d c c d c d c d
/ / / y Aa bl la b a Ab|  la b
VYa, a',b, b, ¢, ¢, d, d, NeK \e d—)\c d . )\d_)\c d (3)
a+ad b a b a b a b+V a b a b
c+cd d|l e d’+c’ d‘ c d+d| |c d‘+c d’ (4)
e Pour toute matrice M € .#>(K), pour tout A € K, det(AM) = A% det(M).
e Ajouter & une colonne une autre colonne multiplié par un scalaire ne change pas le déterminant :
a+ b b a b a b+ Aa a b
L va, byoey d AR L\ d'_c d' ¢ d+rd e d' )
("_'J p fps 06 . , . . )
roposition n° 2 : inverse d’une matrice de taille 2 x 2
Une matrice M = (Z Z) € #5(K) est inversible si et seulement si det(M) = ad — bc # 0. Dans ce cas :
M-l 1 d —b
\_ det M \—c a )

Démonstration de la proposition n°2 :
e Par un produit matriciel M? = (a + d)M — det(M)I>.

e Sidet(M) # 0, alors M(M — (a + d)I2) = — det(M)I2, donc M( L

—det M

M = L (el — M) = — ( d ‘b>

(M — (a+ d)]z)) = I,. Ceci prouve que M est

inversible et que

T det M T detM \—¢ a

De plus,
—1y 1 d —=b\| _ 1 d —bl  da—bc _ 1
det(M7) = det [detM (—c a )]  det?(M) ‘—c a|  det?(M) det(M)

e Si M inversible. Raisonnons par ’absurde et supposons det(M) = 0, alors M 2= (a + d)M, alors en multipliant par M |
vient M = (a + d)I. Par identification des coefficients, on a donc

(a,b,e,d) = (a+d,0,0,a +d) — a=b=c=d=0
Ainsi, M = 02, or la matrice nulle n’est pas inversible c¢’est donc absurde, donc det(M) # 0.

Remarque 1. Le déterminant est donc une fonction certaines propriétés algébriques. Y a-t-il d’autres fonction avec les
mémes propriétés ?
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iJ Proposition n° 3 : unicité du déterminant en dimension 2

| Toute fonction de .#>(K) dans K satisfaisant (2), (3) et (4) est proportionnel au déterminant.
La fonction déterminant est la seule fonction de .#2(K) dans K satisfaisant (1), (2) , (3) et (4).

Démonstration de la proposition n®3 : Soit ¢: #2(K) — K satisfaisant (2) (3) et (4). Cela veut dire que
a a Aa+a b b a b
w(lz) =1, @ (c c) =0 ot v </\c+ d d) Ap (c d) e <c' d>
a Ab+b a b a b
14 (c Ad + d’) = A (c d) T <c d’>

b
d

S)

Soit A € .#>(R). Le but est de calculer ¢(A). On note e; = ((1)) et ey = ((1)) Notons que A = (Z ) = (C1,C3) = (ae1 +

cez,be1 + dez). En utilisant la linéarité par rapport a la premiére colonne, il vient

p(A) = p(aer + cea, Ca) = ap(er, C2) + cp(ez, C2) = ap(e1, ber + dez) + cp(ez, ber + dez)
En utilisant la linéarité, cette fois-ci, par rapport & la deuxiéme colonne, on obtient

©(A) = albp(e1, e1) + dp(er, e2)] + c[bp(ez, e1) + dp(ez, €2)] = adp(er, e2) + cbp(ez, e1)

De plus, avec a = b = ¢ =d = 1, on obtient 0 = ¢(e1, e2) + p(e2, e1). Ainsi, ¢(A) = (ad — bc)p(e1, e2) = det(A)p(er, e2). Et ce pour
tout A € #>(K). Si de plus, ¢(I2) = 1, alors ¢ = det, d’ou I'unicité. [ ]

2 Déterminant en dimension 3

>
Déﬁnition du déterminant en dimension 3 (Sarrus)

a b c a b
Pour M = [d e [ |e #3(K), on note det(M) = |d fl =aei+bfg+ cdh — —afh —bdi
g h i h 4

&J Proposition n°4 : propriétés du déterminant

Soit M = (C4,Cs,C3) € #35(K) ou C; est la j-ieme colonne de M.

det(Ig,) =1.

Le déterminant est alterné : det(Cy,C1,C3) = det(Cy, Co, Cy) = det(Cy,C2,C1) =0
det: A3(K) — K est trilinéaire : C — det(C, Cs,C3), C — det(Cy,C, C3), C — det(C1, Cs, C) sont des
formes linéaires sur .5 1 (K).

VAeK det(AM) = \3det(M). y

\_

4 oy . . 2 ’ . . .
‘ Proposition n° 5 : unicité du déterminant en dimension 3

| Tout fonction de .#3(K) dans K trilinéaire et alternée est proportionnelle au déterminant.
Le déterminant est la seule fonction de .#3(K) dans K trilinéaire, alternée et valant 1 en I3. )

Démonstration de la proposition n°5 : Soit ¢: #3(K) — K trilinéaire alternée. Soit A =

/N
Q Q. Q

b
e ) Le but est de calculer
h

S-S0

0 0 1
des + ges, Ca, Cs3), ainsi, par linéarité de ¢ par rapport a la premiére colonne p(A) = ap(e1, Ca, C3) +dp(ez2, Ca2, C3) + gp(es, Cz, Cs).
De plus, C2 = be; + ees + hes, ainsi en utilisant la linéarité par rapport a la seconde colonne, on obtient

w(A)

1 0 0
»(A). Notons e; = (0), ey = (1) et ez = (O) Notons, C1, Cs, Cs les colonnes de A, alors Cy = ae; +bea+ces. Alors p(A) = (aer +

a[bp(er,e1,Cs) + ep(er, ez, C3) + hp(er, ez, Cs)] + d [bp(ez, e1,C3) + ep(ez, e2,C3) + hp(ez, e3, Cs)]
+9[bp(es, e1,Cs) + ep(es, e2, Cs) + hp(es, es, Cs)]
aep(er, ez, C3) + ahp(e1,es, Cs) + dbp(ez, e1,C3) + dhp(ez, es, C3) + gbp(es, e1,Cs) + gep(es, ez, Cs)
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Comme C3 = ce; + fes + ies, en utilisant encore une fois la linéarité par rapport a la troisieme colonne, on obtient

(A) = aelcp(er, ez, e1) + fo(er, ez, e2) +ip(er, e2,e3)]
+ah [cp(e1,es,e1) + fo(er, es, e2) + ip(e1, es, e3)]
+db[cp(ez, e1,e1) + fo(ea, er, e2) + ip(ez, e1, e3)]
+dh[cp(ez,es,e1) + fo(ez, es,ea) + ip(ez, €3, e3)]
+gbcp(es,er,e1) + fo(es, er, e2) + ip(es, e1,€3)]
+ghlcp(es, es,er) + fo(es, es, e2) + ip(es, €3, es)]
= aeip(e1, ez, e3) +ahfp(er,es,ex) + dbip(es, er,e3) + dhep(es, es,e1) + gbfp(es,er, e2) + gecp(es, ea, e1)

e Prenonsa=e=i=h=f=1etb=c=d=g=0, alors le calcul précédent mene a :

1 0 O
0=¢|0 1 1])=gp(e,e2,e3)+p(er,es,e2)
0 1 1

Ainsi, 90(61763%62) = _90(61562763) = _90(13)

De méme @(es, e2,e1) = —p(I3) (aveca=e=i=g=c=letb=d=f = h=)0)
p(ez,es,e1) = —p(e1,es,e2) = p(Il3) (avecd=h=c=a=f=1letb=e=1

De méme, p(es,e1,e2) = @(I3).

Ainsi, p(A) = (aei — ahf — dbi + dhc + gbf — gec)p(Is) = det(A)p(Is). Et ce pour tout A € .#3(K), ainsi, ¢ est proportionnelle &
det. De plus, si ¢(I3) =1, ¢ = det, d’out 'unicité. |

3 Déterminant en dimension n

3.1 Existence du déterminant et premiéres propriétés

Déﬁnition d’une forme n-linéaire et alternée
Soit f: A, (K) — K, on dit que f est
1. n-linéaire si pour tout M = (C1,Cs,...,Cy) € 4, (K) pour tout i € [1;n],
{///n,l(K) — K
X '—>f(Cl,...,Ci_l,X,Ci+1,...,Cn)
2. alternée : si pour tout M = (C1,...,C,) € 4, (K) et §'il existe i # j avec C; = C}, alors f(M) = 0.

est linéaire.

Remarque 2. Si A = (a) € #(K), det(A4) = a.
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iJ Proposition n° 7 : déterminant d’une matrice triangulaire

,n

n
| Si T € #,,(K) une matrice triangulaire (voire diagonale), det(T) = [[ tii = tiataa.. .ty
i=1

7

Démonstration de la proposition n°7 : On va supposer que T est triangulaire supérieure. En utilisant d’abord la linéarité par
rapport a la premiére colonne, puis en effectuant des opérations pour faire apparaitre des 0 sur la premieére ligne, puis en utilisant
la linéarité par rapport a la seconde colonne etc, on obtient

t1,1 x 1 t172 . t1yn 1 t172 . Tl,n 1 0 . 0

T 0 Too To3

det(t) = f11x0 b2 =t11 0 Tz CaeCaTy 5C hia : :

. . . : . . 2 C2—17 201 . .
. : ' . . . C3C3-T1,3C3

tax0 ... 0 tyn 0 ... 0 Tun : 0 ... 0 Tun

Cp—Cn—=T1 nC1

1 0 .. 0
0 1 T3
= T1,1T2,2 . . ) =...= T1,1T2,2 e Tnyn det(In) = T1,1T2,2 e Tn,n
0 ... 0 Tun
Pour résumer ce que l'on fait, a ’étape i, on sort le T} ; par linéarité par rapport a la i-eme colonne. Puis on utilise le 1 a la i-ieme
ligne, i-iéme colonne comme pivot, pour éliminer le reste de la ligne. Puis on passe a I’étape i + 1. |
1 2 2
Exemple 1. |2 3 4| =
2 3 5

Exemple 2. Une matrice triangulaire est inversible ssi tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.

ij Proposition n°9 : une matrice et sa transposée ont méme déterminant (admis)
| Pour tout M € .#,(K) det(MT) = det(M)
Le déterminant est linéaire par rapport a chacune de ses lignes, et alternée en ses lignes.

3.2 Développement d’un déterminant par rapport a une ligne ou une colonne

‘ ’ . . 0 0
Deﬁnltlon des mineurs d’une matrice

Soient M € .#,(K) et (i,j) € [1;n]? On note A, ;, le mineur d’indice (4, 5), i.e le déterminant de la matrice, de
taille n — 1, ot on a enlevé la i-ieme ligne et la j-ieme colonne de M.
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4

Remarque 3. Faire apparaitre des 0 sur une ligne ou une colonne permet de calculer un déterminant en développant sur
cette ligne/colonne.

XN
Exemple 3. 4 5 6| = =
7 8 9 2 1 1 1
1 0 1 1
4 Déterminant d’une famille de vecteurs et d’'un endomorphisme
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et % une base de E.
‘ ’ o . ’ . .
Deﬁnltlon déterminant d’une famille de vecteurs
| Soit F = (x1, x2,...,Ty,) une famille de n vecteurs de E. On appelle déterminant de .# dans la base £, le déterminant
de Matg(.#), on le note detg(.7).
("_'J Proposition n° 10 : propriétés du déterminant d’une famille de vecteurs )
Soit .Z = (x1,22,...,Ty) une famille de n vecteurs de E de dimension n, alors :
o 7 — detg(F) est n-linéaire alternée et detg(#) = 1.
e Si f: E™ — K est n-linéaire et alternée, alors f est proportionnel & detg.
o Si f: E™ — K est n-linéaire et alternée et f(#) = 1, alors f = detg.
e Si A base de E, alors detg (F) = detg (#) detp(F)
e .7 est une base de E si et seulement si detg(F) # 0.
\ o dety(.7) = 0 si et seulement si .% est une famille liée. )
Exemple 4. Pour tout u, v € K? on a :
det(u,v) =0 — JAeEK u=Xv ou v=J\u (6)

Exemple 5. La famille %' = (X2, X? + 2, X2 + X + 3) est-elle une base de Ry[X]? Comparer detz(%') et detgy (£').

Déﬁnition du déterminant d’un endomorphisme
| Soit f e Z(F), det(Matg(f)) ne dépend pas du choix de la base %, on note det(f) cet élément.

Exemple 6. Quel est le déterminant de ’'endomorphisme de .#5(K) : ¢: M+ MT 2.

iJ Proposition n° 11 déterminant de la composée et de ’inverse
Soient f, ge Z(F) :

o det(f o g) = det(f) x det(g)
e f est bijective si et seulement si det(f) # 0. Dans ce cas det(f~!) = det(f)~!.
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5 Meéthodes

/" Echelonner

On effectue des opérations sur les lignes et les colonnes jusqu’a la rendre triangulaire et en calculer son déterminant.

Faire apparaitre pleins de zéros

Par des opérations sur les lignes et les colonnes, on peut faire apparaitre un maximum de zéros avant de développer
sur la ligne ou la colonne qui en a le plus.

Raisonner par récurrence

Essayer d’exprimer un déterminant en dimension n en fonction du méme déterminant en dimension n — 1 puis
procéder par récurrence.

A quoi ca sert le déterminant ?

Savoir si une matrice est inversible, savoir si un endomorphisme en dimension finie est un automorphisme, savoir
si une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension finie n est une base.
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6 Interprétation du déterminant

iJ Proposition n° 12 : aire du parallélogramme et valeur absolue du déterminant

| Soient u et v € R? et A, , I'aire du parallélogramme engendré par u et v, alors A, , = | det(u,v)|.

T

z’ z—x
(=)be(+]

FIGURE 1 — Démonstration de la formule dans le cas ot = 2’ et 3y > y. Les autres cas sont similaires : on découpe
le parallélogramme et on le fait rentrer dans un rectangle d’aire 3z, ce découpage occupe tout le rectangle & I’exception
d’un rectangle de surface ya’. L’aire du parallelogramme est donc la différence entre ces deux aires.

Remarque 4. Sans la valeur absolue, le déterminant renvoie 'aire « algébrique »du parallélogramme. Plus précisément,
det(u, v) est positif (respectivement négatif) si I'angle (u,v) est direct (respectivement indirect).

Remarque 5. De méme qu’en dimension 2, |det(u, v, w)| = V(u, v, w) (voir figure 2).

4

w

v

u

FIGURE 2 — Parallélépipede formé par u, v et w trois vecteurs de R3.

Remarque 6. Soient f € Z(F) et & = (ey,...,e,) une base de E. La famille (eq, eq, ..., e,) engendre un parallélépipede
en dimension n de volume 1, et det(f) = detz((f(e1),..., f(en)) est le volume du parallélépipede f(e1),..., f(en)). Le
déterminant indique de combien I'application f a multiplié le volume.
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A i Iyi 7 U U+ AV ?
N N .
/
) 4/ (4 17 r ! 4
a | M| 0| w
(a) Tlustration (b) Hlustration de (2) (c) Hlustration de (3) (d) (e) Illustration de (5)
de (1) Tilus-
tration
de (6)

FIGURE 3 — Illustration des propriétés algébriques (1), (2), (3), (6) et (5) du déterminant avec les aires des parallélogrammes
correspondants, (4) est illustrée figure 4. A la figure 3a, I'aire du carré de coté 1 vaut 1.

A la figure 3b, si on échange u et v dans le déterminant, 'aire du parallélogramme est la méme, mais 'orientation est
inversée. Ici, det(, ¥) = 0 tandis que det(v, @) < 0.

L’aire du parallélogramme engendré par Au et v vaut |A| fois celui engendré par u et v. Le parallélogramme orange (A = 0)
et violet (A < 0) ont méme aire mais une orientation différente.

A la figure 3d, lorsque deux vecteurs sont colinéaires, le parallélogramme qu’ils engendrent a une aire nulle.

A la figure 3¢, les deux parallélogrammes ont @ comme base commune et ont méme hauteur donc méme aire.

/5)/ AN ,5‘/ T
)
v+
i s
(a) En bleu, un parallélogramme définie (b) En jaune, un parallélogramme (c) Attention, si (u,v) et (u,v’) n’ont pas
par u et v, en vert un parallélogramme définie par wuw et v 4+ . On a le méme sens : A, 4 # Aupw + Ay
définie par u et v'. Aot = Aup + Ay . Tout étant di- Ici on a A, 1 = Auw — Ay et

rect : det(u,v +v’) = det(u,v) + det(u,v’).  det(u,v + v') = det(u,v) + det(u,v’).

FIGURE 4 — Addition des aires des parallélogrammes si méme orientation, soustraction des aires des parallélogrammes
sinon. Finalement, le déterminant est une notion qui se comporte mieux que l'aire, car det(u, v + v") = det(u, v) + det(u,v")
est toujours vraie contrairement & Ay 1o = Aup + A

7 Complément (hors programme) : calcul de det(A + AB)

Notons A = (Cy,Cs,...,Cyp), B=(Cy,Cs,...,C,) € #,(K) deux matrices données par leurs colonnes et A € K. Comme
le déterminant n’est pas linéaire, on sait que det(A + AB) peut étre différent de det(A) + Adet(B). Dans ces conditions,

comment calculer det(A + AB)? o
Avant de donner le cas général, prenons le cas de A = (C1,C2) € #5(K) et B = (C1,C2) € #>(K), alors, en utilisant la
linéarité par rapport & la premiére colonne, puis par rapport a la deuxiéme on obtient (on indique en rouge la colonne par

rapport a laquelle on va utiliser la linéarité).

det(Cy + )\él, Cy + )\02)

det(A + AB) (
= det(Cy,Cy + ACo) + Adet(Cy, Oy + ACs)
(
(

= det(Cy,Cy) + Mdet(Cy, Ca) + Adet(C1, Co) + A% det(Cy, Cy)
= det(A) + A [det(Cy, C2) + det(Cy, Ca)] + A? det(B)
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Prenons maintenant le cas de A = (Cy,Cy, C3) € #3(K) et B = (Cy1,Ca, Cs) € #5(K)

det(A+AB) = det(C; + A\Cy,Cy + ACa, C3 + ACs)

= det(C1,Cy + A\Cy, Cs + AC3) + Adet(Cy, Cy + A\Co, C3 + AC3)

= det(C1,Cy, C3 + AC3) + Adet(Cy, Cy, Cs + AC3) + Adet(Cy, Ca, Cs + AC'3)
+22det(Cy, Co, O + \C)

= det(Cy,Cy, C3) + Adet(Cy, Co, C3) + Adet(Cy, Ca, C3) + A2 det(Cy, Cy, C3) + Adet(Cq, Cy, Cs3)
+A2det(C1, Ca, C3) + A2 det(Cy, Cy, C3) + N2 det(Cy, Cy, C3)

= det(A) + A [det(Cy, Ca, C3) + det(Ch, Ca, C3) + det(Cy, Ca, C5)]
+A? [det(C1, Ca, C5) + det(Cy, Ca, C3) + det(Ch, Ca, C5)| + A* det(B)

Les termes devant le A sont donc des déterminants de matrices qui contiennent deux colonnes de A et une colonne de B.
Les termes devant le A2 sont des déterminants de matrices qui contiennent une colonne de A et deux colonnes de B.

Le cas général, consistera donc a développer selon chaque colonne, on aura ainsi une somme de déterminant de matrices
ou chaque matrice aura des colonnes de A et des colonnes de B. Soit k € [0;n], et 1 < i3 <ip < ... < iy < n, on
note M;, 4, .., la matrice A a laquelle on a remplacé la i;-iéme colonne de A par la i;-iéme colonne de B. Alors on peut
montrer que : !

det(A + AB) = det(Cy + AC1,Cy + Ay, ..., Cp + ACy)

|
=

Z N det(M;, iy.in)

0 1< <io<...<ip<n

>
Il

Z )\kdet(...,éi17...,éiz,...7éik,...)

0 I<ii<in<...<tp<n

[
=

e
|

En fait quand on développe en utilisant la linéarité, on se retrouve avec une somme de déterminant de matrices, dont
les colonnes sont soient celles de A soient celles de B, 'indice k représente le nombre de colonnes de B utilisées. Afin de
mieux visualiser cette formule, on peut écrire les premiers et derniers termes

n

det(A+AB) = det(Cy,Ca,...,Co) +A Y det(Ch,...,Ci,.. ., Cr) + X Y det(..., G, Gy )

A i=1 , 1<i<j<n
k=1 k=2
+X% 3 det(...,Ciy Gy Gy ) e+ A det(Ch, G, ., C)
I<i<j<i<n
~ k=n
k=3

= det(A) + A D det(Ch,...,Chrn C) + A2 Y det(...,Chll Gl )

i=1 1<i<j<n
#2703 det(..., Gy, Gy Gy ) o+ AT det(B)
1<i<j<l<n
1. Les plus exigeants voudront une preuve, qu’a cela ne tienne : c’est une récurrence finie avec I’hypothése Z(p) : «det(A + AB) =
P N N . -
> > \Fdet(.. ., Cipyeo s Cipyo oo, Cpr1 + ACpa1, ..., Cn + ACn), Z(1) se montre en utilisant la linéarité par rapport a la

k=01<i;<ip<...<ip<p
premiére colonne. Pour p€ [[1;n — 1], on suppose Z(p) vraie, et on utilise la linéarité par rapport a la p + 1-iéme colonne (la colonne a partir
duquel il reste encore une combinaison linéaire des colonnes de A et B).
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