Correction de I’exercice 1. La base canonique de C4[X] est Z = (1, X, X2, X3 X4) et celle de C3[X] est

€=

1, X, X2 X3). Ainsi,
P1(1)=0=0x1+0xX+0x X2+0x X3
P1(X)=1=1x1+0xX+0x X?2+0x X3

2 2X =0x14+2xX+0x X24+0x X3
P1(X3)=3X2=0x1+0xX+3xX24+0x X3
P1(XH) =4X3= x1+ xX+ xX?+ X3

Par conséquent,

La ba

Donc

> O

Mat gz (P1) =

o O O
w

se canonique de R,[X] est Z = (1, X, X?%,..., X"). La base canonique de R est ¥ = (1). Ainsi,
Dy(l)=1=1x1

1 1
<I>2(X)=§=§><1

1 1
(I)Q(XQ):§:§X1

: ‘ .
Dy (X?) =
2(XY) =73
°:
By(XT) = —
n+1
1 1 1 1
Matg 4 (®2) =1 = = ...
atis. (92) < 2 3 it1 n+1>
Correction de I’exercice 2. 1. Notons % = (e, 2, e3) la base canonique de R3. Notons u = (z, ¥, z), alors
x
X = Matg(u) = | y |. Notons v = h(z,y, 2), et Y = Matg(v), alors d’apres le cours
z
0 1 0 T Y
Y=AX=10 0 —-1|x|y|=1|-%
-1 0 0 z —

AiHSi, v = h((.ﬁU,y,Z)) =ye1 + (_2)62 + (_$)€3 = (y7 —Z, —$) Des lors h((l‘,y, Z)) = (y7 -z, —33')

. En regardant la premiére colonne, on obtient h(e;) = 0 x e +0 x ez + (—1) x e3 = —e3. Donc h%(e1) =
h(—e3) = —h(es) = ey (en effet, en regardant la derniére colonne h(e3) = —es. De méme, h?(es) = —e3 et
hi(e3) = —e1

3. h3(e1) = h(h%(e1)) = h(ez) = e1. De méme h3(e3) = ez et h3(e3) = es.
4. h3 et Idgs coincident sur une base de R3 donc sont égales, ainsi h3 = Idgs.
5. En calculant A3, on obtient A% = I3 (& faire). Ainsi, comme A = Matg(h), on a A*> = Matyz(h3) =

Mat »(Idgs). Comme on sait d’aprés le cours, que f + Matg(f) est un isomorphisme entre .Z(R3) et
AM3(R), cette application est injective, on en déduit que h = Idps.

Correction de ’exercice 3. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/Cn3bJSaGiGI

Correction de ’exercice 4. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/WjGFhlkCvgw

Correction de I’exercice 5. Tout d’abord vérifions que les deux sous-espaces vectoriels en question sont bien

supplémentaires.
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e Notons F = {(x,y,2) e R® x—y+2=0}et G = vect((1,1,1)). Alors F = Ker(¢) ot ¢: (z,y,2) —
r —y + z, comme ¢ est une forme linéaire sur R3, F' est un hyperplan de R3, ainsi dim(F) = 2.

e De plus, ((1,1,1)) est une famille génératrice de G. De plus, elle est libre (un seul vecteur non nul). Des
lors ((1,1,1)) est une base de G, donc dim(G) = 1.

e Soit p = (z,y,2) € FnG. Alors x —y + z = 0 et il existe A tel que p = (z,y,2) = A(1,1,1) = (A, A\, N),
par identification, t =y =2z = X. Doncz —y+ 2z =A— A+ X = 0. Donc A = 0, donc p = Ogs. Ainsi
Fada.

Ainsi, F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de R? en somme directe et dim(F) + dim(G) = 3 = dim(R3).
Ainsi, F et G sont supplémentaires dans R3.

Notons (ey, €2, €3) la base canonique de R3, et p la projection sur F' parallélement & G. Comme R? = F® G,
il existe f € F' = vect((1,1,0),(0,1,1)) et g € G tel que e; = f + g. Comme f € F, il existe (a,b) € R?, tel que
f=a(1,1,0) +b(0,1,1) = (a,a + b,b). Comme g € G, il existe c € R tel que g = ¢(1,1,1) = (¢, ¢, ¢). Donc

e1=(1,0,0)=f+g=(a+c,a+b+c,b+c)
D’apres résolution du systeme, on trouve a = 0, b = —1 et ¢ = 1. Donc

p(el) = f = (Oa _17 _1) = 061 + *162 + (71)63

De méme, on calcule p(e2) = (1,2,1) = ley + 2e2 + leg et p(es) = (—1,—1,0) = er + es + Ues. Donc
0 1

M =Matg(p)=| -1 2
-1 1

Correction de ’exercice 6. 1. Comme F = vect(f1, fa, f3), (f1, f2, f3) est une famille génératrice de F'.
Montrons la liberté. Soit (a, b, c) € R3, supposons af; + bfs + c¢f3 = O (fonction nulle). Ainsi, pour tout
xeR, afi(x) + bfe(x) + cfs(z) = 0g. D’on,

VreR ae® + be® + e =0

En divisant par e3* # 0, on a ae 2% + be ™ + ¢ = 0. En faisant tendre 2 — +00, on obtient 0 4+ 0 + ¢ = 0.
Ainsi, ¢ = 0. Donc pour tout z € R, ae® + be2* = 0, en divisant par e2® # 0, il vient, ae % + b = 0. A
nouveau en faisant tendre x — +00, il vient 0 + b = 0. Donc b = 0. Par suite, pour tout z € R, ae® = 0.
Avec z =0,onaa=0. Dot a=0>=c=0. Ainsi, (f1, f2, f3) est une famille libre. Ainsi, & = (f1, f2, f3)
est une base de F'. Deés lors, dim(F') = |#| = 3.

2. Soit (f,g) € F et XA € R, alors

oAf+9) = M+9)"+Mf+9) +200f+9) =A"+d"+ X' +d +2\f +29
= A"+ +20)+ (" + 9 +2f) = do(f) + »(9)

Ainsi, ¢ est linéaire. De plus, comme f € F, il existe (a,b,c) € R3, tel que f = af; + bfa + cfs. Ainsi,
o(f) = ap(fr) + bp(f2) + cp(f3). Or
e p(fi)=f+fi+2fi=4h
o o(f2) =[5 + [ +2fa=8f
o o(f3) =f5+ f3+2fs =14f;
Ainsi, o(f) = 4afi + 8bfy + ldcfs € F. Des lors, p(f) € F, comme ¢ est linéaire, on en déduit que
pe ZL(F).
3. Notons B = (f1, f2, f3), alors d’apres les calculs précédents
e p(fi) =4fi=4f1 +0fa+0f3
* o(f2) =8f2=0f1+8f2+0f3
* o(f3) =14f3 =0f1 +0fa + 11f3
4 0
A=Maty(p)= |0 8
0 0
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4. En tant que matrice diagonale, dont les coefficients diagonaux sont non nuls, A est inversible et A1 =

4 0 O
1
0 3 0 , d’apres le cours, on en déduit que ¢ est un automorphisme et que
1
00 —
14
1
- 0 0
4 1
Matg(e ) =At=]0 A 0
1
0o 0 —
14

5. Posons g = fo — f3. Le but de la question est de trouver f € F' tel que ¢(f) = g. Comme ¢ est bijective,
0

on pose donc f = ¢~ 1(g). Posons X = Matz(g). Comme g = 0f; + 1fo + f3, X =1 1 |. En notant
0
1
Y = Matg(f) et en appliquant le cours, on a Y = Matg(¢ 1) X. Par produit matriciel, Y = ]
1
14

1 1
Ainsi, f =0f; + gfg — ﬂfg. Et on a pour tout = € R,

f'(@) + f'(2) + 2f(2) = g(z) = fo(z) = fa(x) = ® ="
Correction de I’exercice 7. Soit (a,b,c,d) € R*, supposons que a(0,0,0,1) + b(0,0,1,1) + ¢(0,1,1,1) +
d(1,1,1,1) = Ogs. On a donc (d,c +d,d+c+b,d+c+b+a) = (0,0,0,0). Par identification d = ¢ + d =
bt+ct+d=a+b+c+d=0.Donca=b=c=d=0.Des lors & est libre, or |%'| = 4 = dim(R*). Dés lors,
P est une base de R*. Comme z = les + 2e5 + 3e3 + ey avec B = (e1, €2, €3,¢e4) la base canonique de R%. On

1
a X =Maty(z) = g . Notons Pg_, 4 la matrice de changement de base de £ 4 %', on a alors
4
0 001
0 011
P=1o 111
1111

D’apres le cours, on a X = PX’. 1l existe alors deux méthodes :
e Soit on inverse P (par la méthode de Gauss-Jordan), et on trouve que X’ = P71 X et on n’a plus qu’a
faire un produit matriciel.

x

e Soit on note X' = et on résout le systéme linéaire PX’' = . Aprés résolution (vérifiez les

+ N
W N =

calculs), on trouve x =y = z =t = 1. Donc X' =

—_ = = =

Correction de I’exercice 8. 1. Soient (z,y) € R?, (z/,y') e R? et A e R.
fM@,y) + @ y) = f((Ax+a', 2y +y))
= 2z +2") =3y +v), Az +2)+ Ay +y), 50z +2) — Ay +v))
= A2z —3y,z+y,50—y) + (22 =3y, 2" + ¢/, 52" —¢) = Mf(z,9) + f(«, )

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, TD16 3


devilliers.loic@gmail.com

2 -3
Donc f est linéaire, de plus f(1,0) = (2,1,5) et f(0,1) = (=3,1,—1). Donc Matgz«(f) = |1 1
5 —1
2. Consitituée de deux vecteurs non colinéaires, %’ est libre, de plus |#'| = 2 = dim(R?). D’ot1, %’ est une

base de R?, de plus P = Py, = <i ;)

3. Montrons que %’ est libre, soit (a,b, c) € R?, supposons a(1,0,1) + b(1,—1,1) + ¢(2,1,—-2) = (0,0,0), on
obtient (a + b+ 2¢,c —b,a +b—2c) = (0,0,0). Par identification

at+b+2¢c = 0 4c = 0
c—b = 0 L?L = — a=b=c=0
a+b—2c = 0 vt

Ainsi ¢ est libre, de plus |¢’| = 3 = dim(R?). D’oit €’ est une base de R3, de plus Q = Py_ .z =

1 1 2
0 -1 1
1 1 =2

4. On note A’ = Matg ¢ (f). D’aprés la formule de changement de base A = QA’P~!, en multipliant par
P & gauche et Q! A droite (Q~! se calcule par la méthode de Gauss-Jordan), il vient

19

< 9
A" = Q VAP = Maty ¢ (f) = _§ g

5

-3 —3

5. On calcule f(1,1) = (—1,2,4), on cherche a décomposer ce vecteur dans ¢, ¢’est-a-dire que I'on cherche
(a, B,7) € R? tel que (=1,2,4) = a(1,0,1) + B(1, =1,1) +7(2,1,-2) = (a + S + 27,7y = B,a +  — 2).
Par identification, on a

5)
a+B+2y = -1 4y = -5 T 4,
v— B = 2 P B = v-2 — B = -
a+pB-2yv = 4 Lg«—L3+La a = 6+y 19
a = -—
4

Dés lors £((1,1)) = %1,0, 1) — 175’(1,—1,1) _ 2(2,1,—2). On caleule £((2,3)) = (=5,5,7) et on le

décompose dans la base ¢’ : f(2,3) = (—=5,5,7) = «(1,0,1) + 8(1,—1,1) + (2, 1, —2) apres résolution du
systéme, on trouve f(2,3) =9(1,0,1) — 8(1,—1,1) — 3(2,1, —2). Ainsi,

19

9
13

Matgg/fg/(f)z —Z -8
5)

—~ -3
4

On retrouve bien le résultat de la question précédente.
6.

Correction de I’exercice 9. 1. On sait que ¢: f — Matg 4 (f) est un isomorphisme de Z(E, F) dans
My n(K), donc il existe un unique f € Z(E, F) tel que A = ¢(f) = Matgz «(f)
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2. Remarquons que rg(f) = rg(A) = r. Notons S un supplémentaire de Ker(f) dans E (qui existe car E est
de dimension finie : ¢’est un résultat du chapitre EV de dim finie). Alors d’apres la preuve du théoréme

(S — Im(u)
du rang, f: (@) est un isomorphisme et dim(S) = r. Notons alors, Zg = (s1, 2, ...,S,) une
x — u(x
base de S, Bk = (€r41,...,e,) une base de Ker(u). Ainsi, ' = Bs U Br = (51,52, -+ Sr, €ri1s---,€p)

est une base (adaptée) de E Comme g est libre, et f injective, on en déduit que f (%’S) f(Bs) est
libre. D’apres le théoreme de la base incompléte, on peut alors compléter f(%As) = (f(s1),..., f(sy)) en
une base de F notée ¢’ = (f(s1)..., f(sr), fr+1,--., fp). Cherchons Matg ¢ (f), pour cela, on sait qu'il
suffit de décomposer les images par f des vecteurs de %’ dans la base € :
e Fixons j < r, décomposons f(s;) dans la base ¢”, comme f(s;) € €', on peut donc le décomposer
facilement dans €” :

f(s5) =0x f(s1)+0x f(s2)4...4+0x f(sj-1)+1x f(s;)+0x f(sj41)+...0x f(8,)+0X frp1+...40x [,

e Fixons j > r + 1, e; € Ker(f), donc f(e;) = Op, ainsi les coordonnées de f(e;) dans ¢’ sont toutes
nulles. Des lors, la j-iéme colonne de Matg 4/ (f) est nulle.
Ainsi, la j-ieme colonne de Matg 4 (f) n’a que des 0 sauf un 1 a la j-ieme ligne si j <r
Ainsi, Mate@/’g/(f) = J,.
3. D’apres la formule de changement de base, A = QJ,P~!, avec P = Pyz_,z et Q = Py_,4r.
4. En utilisant la transposée, AT = (P~)T(J,)TQT, comme (P7!)T et QT sont inversibles, rg(A") =
rg((Jr)T). Or, la matrice (JT)T possede p — r colonnes nulles et r colonnes non nulles, on remarque que
ces 7 colonnes non nulles sont linéairement indépendantes, ainsi rg((J,)") = r = rg(A)

Correction de I’exercice 10.
Correction de ’exercice 11. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/50e41m4bx00
Correction de I’exercice 12.
Correction de I’exercice 13.

Correction de 1’exercice 14.

Correction de ’exercice 15. 1. On a
-1 0 -2
g(f)=rg(C) = el 0 L —1f=2
La—L3+L1 0O 0 O

Comme Im(f) est de dimension 2, pour trouver une base de Im(f), il suffit de trouver 2 vecteurs de Im( f)
qui forment une famille libre. Or f(e;) = (—1,1,1) et f(e2) = (0,1,0). Ces deux vecteurs forment bien
une famille libre de f, ainsi ((—1,1,1),(0,1,0)) est une base de Im(f).

x
2. Déterminons le noyau de f. Soit X = | y | € #5,1(R). Alors
z
0 o2z 0 rTt+y+z 0 x
XeKer(C) — CX=10 —<{ r+y+z = 0 = 4 B —
T+ 2z = 0 Y
0 T+ 2z = 0
—2 —2
— X ==z 1 — X e vect 1
1
-2
Ainsi, Ker(C) = vect 1 | |. Et donc ker(f) = vect((—2,1,1)). Soit u € Ker(f) n Im(f). Alors il
1
existe A tel que u = A(—2,1,1) = (=2, A\, \). De méme, il existe (a,b) € R? tel que u = a(—1,1,1) +
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—a = —2)
b(0,1,0) = (—a,a + b,a). Par identification, on obtient < a+b = A\ . Aprés résolution, on obtient
a = A
a=>b=X=0.Ainsi, u = (0,0,0). On a ainsi montré que Ker(f) nIm(f) = {(0,0,0)}. Comme l'inclusion
réciproque est toujours vraie, on obtient 1’égalité, ainsi Ker(f) @ Im(f). De plus, d’aprées le théoréme du
rang, dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R3). Ainsi, on a bien R? = Ker(f) @ Im(f).
Correction de ’exercice 16.

Correction de 1’exercice 17.

1
x2
Correction de ’exercice 18. Supposons qu’il existe X € Ker(A) et X non nul. X = | | |. Définissions un

Tn
ensemble F = {|z;||i € [1;n]}, E est un ensemble fini donc admet un maximum. Soit ig € [1;n] tel que
|zi,| = max(F). Comme AX = 0, on a, en particulier,

n
D Aigrzr =0
k=1

Ainsi, en isolant le terme pour k = iy, on a

20 ig X Lig = Z Azo,kmk
k:;ﬁlo

Passons au module, par inégalité triangulaire, on a

|«Ti0|

[ Aigio| % [io| = [Aig,ioTio| < Z |Ajg k| X || < Z | Ao,
k:#lo k#'LO
En simpliﬁant par |z;,| qui est non nul (car on a supposé X # 0), on obtient une contradiction avec le fait que

|@ig i | > Z |A; |- Ainsi X = 0,1 et Ker(A) = {0y, }. Dés lors, la matrice A est inversible.
k;élo

Correction de I’exercice 19. Notons % = (1, X, X2, X3) la base canonique de R3[X] et € = (f1, f2, f3) celle
de R3.
Alors
S = (11,1) =111+ 1 1y
f(X)=(1,2,3) =1fi+2f2+3f3

. f(Xz) =(1,4,9) =1f1 +4f2+9f3

o f(X3)=(1,8,27) = 1f1 + 8f2 + 27f3
On obtient donc

111 1

A= Mat%g»(f) =11 2 4 8

1 3 9 27

Pour calculer le rang, échelonnons la matrice :
111 1
rg(f) = rg(A) e, |0 137
La—Ls—L 0 2 8 26
111 1
L3<7;72L2 rg|l0 1 3 7
0 0 2 12
= 3
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Remarque : comme dim(R?) = 3, on en déduit que f est surjective. Par le théoréme du rang, on a dim(R3[X]) =
dim(Ker(f)) + rg(f). Soit dim(Ker(f)) = 1.

Correction de 1’exercice 20.

Correction de I’exercice 21. 1. La fonction f est bien a valeur dans F, de plus, la linéarité se montre
sans probléme.

2. On rappelle que la base canonique de E est # = (E1,1, E12, F21, E22) L. De plus, f(Ei1) = Ei1+ Eap,
f(Er2) = E12+ Eap, f(E21) = E11 + Eaq et f(E12) = E12 + Ez2. Ainsi

Matz(f) =

SO = O
_ o = O
O = O =
_ O = O

a b

3. Soit M = (c d) € #>(K), en effectuant le produit AM, que M € Ker(f) si et seulement si a + ¢ =

a

b+ d = 0 si et seulement si M = b , si et seulement si M € vect Lo ) 01 . Donc
—a —b -1 0 0 -1

une base de Ker(f) est <<_11 8) , (8 _11)> (ces deux matrices sont indépendantes).

On a donc un noyau de dimension 2, par le théoreme du rang (f € Z(.#2(R)) et .#2(R) est de dimension
finie, dim(.#>(R)) = 4), 'image de f est de dimension 2, il suffit donc de trouver deux matrices dans
I’image qui soient indépendantes. Considérons

f(Br1) = G 8) ot f(Br2) = (8 i)

Une base de Im(f) est <<i 8) ’ <8 D)

Correction de ’exercice 22. 1. Comme Im(M) = vect (C1,Cy,...,Cy), dim(vect (C1,Cy,...,Cy)) = 1,
c1
ot on a noté Cj la j-ieme colonne de M. Considérons % = (C') une base de Im(C), C € 4, 1(K) =
Cp
Ainsi, pour tout j € [1;n], il existe £; € R tel que C; = ¢;C. Ainsi, pour tout i € [1;n], m;; = ¢;c;.
Notons alors L = ({1,4a,...,¢,) € My, 1(R). Remarquons que le produit C' x L est possible et que CL €
Mpn(R) et effectuons ce produit : & la i-ieme ligne, j-iéme colonne, par la formule du produit matriciel,
cilj = m; j. On a donc montré que M = CL.
2. Sig > 2, alors en prenant A = F1 1 € Mp4(R) et B = Eyq € Mypn(R), alors AB = §12E11 = 0, tandis
que A et B sont non nuls. Si jamais ¢ = 1, la question 3 va prouver que AB est nécessairement non nul.
C1
3.5 C=|:|etL= (61 ﬁn). Comme L est non nul, il existe j € [1;n], tel que ¢; # 0. De méme,
Cp
il existe i € [1;n], tel que ¢; # 0. Alors £jc; # 0 et c’est le coefficient de CL & la i-ieme ligne, j-ieme
colonne. Ainsi, CL est non nul. De plus, rg(CL) < rg(C) < 12. Comme CL est non nul, on a rg(CL) > 0.
Des lors, rg(CL) = 1.

Correction de 1’exercice 23.

1. On pourrait écrire les éléments de la base de #Z dans un autre ordre.
2. En effet, le rang d’un produit de deux matrices est inférieur ou égal au rang de chacune des deux matrices, et le rang d’une
matrice est inférieure ou égale a son nombre de lignes et & son nombre de colonne.
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Correction de I’exercice 24. Comme AB— A— B =0,,ona AB— A— B+ I, = I, ce qui se factorise en
(A—1I,)(B—1,) = I,. Ceci suffit a garantie que A—1I,, est inversible d’inverse, B—I,,, ainsi (B—1,)(A—1,,) = I,,
en développant, on a BA— A— B+ I, = I,, ainsi, BA=A+ B = AB.

Correction de ’exercice 25. 1. tr(l,) =n
2. Tout d’abord, pour tout M € .#,(R), tr(M) € R. Donc tr: .#,(R) — R. Soit A = (ai;)1<i<n € #n(R),
1<j<n
B = (bi,j)léién € .//n(]R), et Ae R. On pose C' = M+ B = (Ci,j)lgién' Ainsi, Cij = )\aiyj + b@j, ainsi
1<j<sn 1<j<sn

tr(AM + B) = tr(C) = Z Cii Z Aaii+bi; = A Z a;; + Z bii = Atr(A) + tr(B)
i=1 i=1

i=1 i=1
Ainsi, tr € Z(A#,(R),R), tr est une forme linéaire sur .4, (R).

3. Montrons que Im(tr) = R, déja Im(tr) < R. Soit A € R, alors A = tr(AE} 1) avec (E; ; matrice élémentaire).
Donc A € Im(tr), ainsi R < Im(tr), Im(tr) = R. Une base de Im(f) est (1), rg(Im(f)) = 1. En appliquant
le théoréme du rang a tr, on a dim(.#,(K)) = dim(Ker(tr)) + rg(f). Ainsi, dim(Ker(tr)) = n? — 1. Soit

1

n n—
M € Ker(tr), alors )] m;; = 0. Donc my,, = — >, m;;. Or,
A “~

i=1 A

M:

e

-
3
&

@
Il

—_
<
Il

—_

miiBii+ ), mijEiy

I
ip-

1<izj<n
n—1 n—1
= m; i By ; + _Zmzz Enn+ Z m; ;B j
i=1 i=1 1<iZj<n
n—1
= Mii(Bii — Enn) + Y. mijEij
im1 1<i#j<n

Ainsi, si on note ¥ = (E;; — Enn)i<i<n—1 Y (Eij)iz;j. On obtient une famille de n? — 1 matrices, et
M € vect(¥), on a donc Ker(tr) < vect(¥). En remarquant que toutes les matrices de ¢ sont de trace
nulle, ainsi ¥ < Ker(tr). Comme, Ker(tr) est un espace vectoriel, on obtient vect(¥) < Ker(tr). Ainsi,
Ker(tr) = vect(¥). Dés lors, ¢4 est une famille génératrice de Ker(tr) et possede (n — 1) + (n? —n) =
dim(Ker(tr)) éléments donc, ¢ est une base de Ker(tr).

4. On note A = (ai,j)%ggn € .//n(K), B = (bi,j)léién € .//n(K) On pose C = AB = (Ci,j)lgién € %n(K) et

<j<n 1<j<n 1<j<n

n n
D = BA = (d; j)1<i<n- Alors pour tout (i,7) € [1;n]% ¢ij = > aixbrj et dij = >, b pap ;. Ainsi,
' k=1

1<jsn p=1

n

n n n n n
tr(C) = Z Cii = Z Z ai,kbk,i et tr(D) = Z dkz,kz = 2 Z bmai,k
i=lk=1 k=1 k=1i=1

=1

En échangeant les deux sommes, on constate que tr(D) = tr(C). Des lors, tr(AB) = tr(BA).

5. Soit # et &' deux bases de R™. Notons A = Matgz(u) et A’ = Matg (u) et P = Py 4 la matrice de
passage de la base % vers %’. Alors d’apres la formule de changement de base pour un endomorphisme :
A=PAP et

tr(A) = tr(PA' P~ = tr((PA")(P7Y)) 5 tr((P~Y)(PA")) = tr((P~IP)A’) = tr(4)

Ainsi, quelque soit la base choisie, la trace de la matrice de u est toujours la méme. On pose tr(u) cette
valeur.
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b

6. Notons A = (a
c d

). Soit z € R,

r—a —b
—c x—d

P(x) =

‘ = (z—a)(z—d)—(=b)(—c) = (z—a)(z—d)—bc = 2> —(a+d)z+ad—bc = z*—tr(A)z+det(A)

Ainsi, P = X? —tr(A)X + det(A)
7. Comme p est une projection, on sait que E = Im(p) @ Ker(p). Soit %, une base de Im(p) et A une base
de Ker(p). Alors # = %1 U $> est une base de E. Notons r = rg(p) = dim(Im(p)). Alors

I, On—rr
A = Matg(p) = ( | ’ )

Or,n—r On—r,n—r

Alors tr(p) = tr(Matg(A)) = r = rg(p).

8. Posons A = B = I,, alors tr(AB) = tr(I,) = n. Tandis que tr(A)tr(B) = tr(I,)? = n%. Orsin # 1, n? # n.
Donc la propriété est fausse pour A = B = I,,, sin > 2. Sin = 1 (autrement dit, on a des matrices de taille
(1,1), ce qui n’est pas treés intéressant), alors A = (a), B = (b), et tr(AB) = tr(ab) = ab = tr(A)tr(B).

Correction de I’exercice 26. 1. Soit (P, Q) € (R,[X])? et A € R, alors par linéarité de la dérivation :
PAP+Q) = XOP+Q)"+(1-X)AP+Q)=XAP"+Q")+(1—-X)A\P' +Q)
= MXP"+(1-X)P)+(XQ"+(1-X)Q) = (P) + ¢(Q)
De plus,
PA-X)P =d°(1-X)+d°P <1+d°P-1<n et dXP' =d°X +d°P' <1+d°P-2<n—1

Ceci prouve que X P” € R,,[X] et (1—X)P" € R,[X], comme R, [X] est un espace vectoriel, ¢p(P) € R, [ X].
Ainsi, ¢ est un endomorphisme de R, [X].

2. Notons # = (1, X,---,X") la base canonique de R,[X] et A = Matg(y). Alors, on sait que la j-iéme
colonne de A contient les coordonnées de I'image de ¢ du j-iéme vecteur de %. Clest-a-dire p(X771).
Remarquons que (1) = 0, ainsi la premiére colonne de A contient que des 0. Fixons je [2;n+ 1] :

QD(XJ*l) = X(Xj*l)// + (1 — X)(X]fl)/ = X x ((] . 1)(] . 2)Xj73) + (1 _ X)(j . 1)X‘772
= —(G-DXIT R -DXIT 24 1) = —( - XTI 4 (j - 1)2X9 2

Ainsi, ajj=—(j—1) et aj_1;=(j—1)%etsiie [0;n\{j,j — 1}, ai; = 0. Ainsi :

0 1 0 0
0 -1 4
A= —2 0
2
0 0 —n

3. D’apres le cours, on sait que Im(¢) = vect(p(1), (X)), p(X?),...,6(X™)). De plus, ¢(1) = 0, donc

Im(¢) = vect(¢(X), (X?),...,p(X"))

Or d’apres la question précédente, d°¢(X?) = i pour tout i € [ 1;n [, ainsi, (¢(X), p(X?),...,d(X™)) est
une famille de polynémes non nuls dont les degrés sont deux a deux distincts, donc c¢’est une famille libre,
comme c’est aussi une famille génératrice de Im(¢) on en conclut que c’est une base de Im(¢). Dés lors

rg(¢) = dim(Im(¢)) = n.
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4. Soit 7€ [[0;n ], posons
Q) = (¢ + kIdp)(X7) = ¢(X7) + kX = —jX7 + (j = D*X71 + kX = (k= j)X7 + (j — 1)°X7™

Sij # k, alors d°Q); = j, par contre, si j = k, alors d°Qj = k — 1. Ainsi, alors (Qo,Q1,...,Qk—1) est
une famille libre de polynéme de Ry_1[X] (car constituée de polynémes non nuls de degré deux a deux

distincts), comme cette famille a k éléments et que dim(Ryx_1[X]) = k, (Qo, Q1,...,Qk—1) est une base
de Ri_1, donc Qy € vect (Qo, Q1, - .., Qk—1). Deés lors,

Im(¢ + kIdg) = vect (Qo, @1, - - ., Qn) = vect(Qo, Q1,Q2, - - -, Qr—1, Qr+1,---,Qn)

A nouveau, la famille de polyndmes non nuls de degré deux & deux distincts (Qo,Q1,Q2, ..., Qk—1,Qk+1,---,Qn)
est libre, donc c’est une base de l'image, ainsi dim(Im(¢ + kldg)) = n. Par le théoréeme du rang,
dim(ker(¢ + kIdg)) = 1 prouvant que ¢ + kIdg n’est pas injective (son noyau n’est pas réduit au vecteur
nul).

5. Comme dim(ker(¢ + kIdg)) = 1, il existe P € R,,[X] tel que (P) soit une base de ker(¢ + kldg). P n’est
pas le polynéme nul, car il est dans une famille libre, ainsi, en notant ¢ son coefficient dominant, et en

1
notant que ker(¢ + kldg) est un espace vectoriel, P, = —P € ker(¢ + kldg). ainsi ¢(Py) + kP, = 0, dés
c
lors ¢(Py) = —kPy.
Soit () un polynéme unitaire tel que ¢(Q) = —kQ, alors (¢ + kIdg)(Q) = 0, donc Q € ker(¢ + kIdg). Par
conséquent, Py et () sont deux polynoémes appartenant au méme espace vectoriel de dimension 1, des lors,
P, et @@ sont colinéaires, comme ils sont non nuls, on peut en déduire qu’il existe A € R tel que Q = APy,
comme P est unitaire, le coefficient dominant de @) est A, mais @) est unitaire, donc A = 1. Ceci provue
que Q = P, d’ou 'unicité.

6. Notons d = d°P,, comme P, est unitaire de degré d, P’ est de degré d — 1 et de coefficient dominant
d, ainsi (1 — X)P’ est de degré d de coefficient dominant —d, quand on rajoute X P” de degré d — 1, on
obtient que ¢(Fy) est un polynéme de degré d et de coefficient dominant —d. Or ¢(P;) = —kPj a pour
coefficient dominant —k, des lors —d = —k et d°P, = d = k.

7. o On sait que Py est un polyndéme unitaire de degré 0, donc Py = 1.
e On sait que P; est un polynéme unitaire de degré 1, donc P, = X + a. De plus,

d(P) =d(X)+ad(l)=1—X+0=-P =-X —a

. Par identification —a =1et P, = X — 1.
e En utilisant la linéaire de ¢ :

H(X?—4X +2) = p(X?) —4p(X) + ¢(2) = (—2X2 +4X) —4(1 — X) + 0 = —2(X? —4X +2)
Ainsi, Q = X? —4X + 2 est un polynéme unitaire tel que ¢(Q) = —2Q, par unicité de P, P, =

X% _4X + 2.

8. Comme, pour tout k € [0;n]], d°P, = k, &’ est une famille de polynémes non nuls de R,,[X] dont les
degrés sont deux & deux distincts, ainsi &’ est une famille libre de R, [X]. De plus, dim(R,[X]) =n+1 =
|#'|. Ainsi, ' est une base de R, [X].

9. Pourtout k € [0;n]), p(Pr) = —kPy, ainsi ¢(Py) se décompose dans la base #’ avec toutes les coordonnées
qui sont nulles sauf celle devant P, qui vaut —k. Ainsi,

0 0 O 0
0 -1 0
D = Matg(¢) = —2 0
SR
0 0 —n
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10. En notant P = Pg_, 4 la matrice de passage de % a %', on sait que A = PDP~ L.

Correction de I’exercice 27. 1. soit M € H, alors il existe (4, B) € H? tel que M = AB — BA, alors
tr(M) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = tr(AB) — tr(AB) = 0 (en effet, la trace est linéaire et
tr(AB) = tr(BA)) donc M € Ker(tr). Ainsi, H < Ker(tr).

2. Notons Z(n) : «Si M € Ker(tr), alors M est semblable a une matrice de N».
e Pour n =1, si M € Ker(tr), alors M = (0) € N ainsi, (1) est vraie.
e Soit n € N*. Supposons Z(n) vraie. Soit M € #,+1(K) tel que tr(M) = 0 si M = A,41 pour
un certain A € K, alors tr(M) = Ar(l,4+1) = (n + 1)A = 0 donc A = 0, ainsi M = 0, € N. Si
M ¢ vect(In4+1) alors M est la matrice d’'un endomorphisme noté f dans une base # d’un espace
vectoriel E. Comme M ¢ vect(I,4+1), f n’est pas une homothétie, ainsi, il existe z € E tel que (z, f(x))

soit libre. On compléte alors en une base %’ = (e1,e2,...,e,41) de E, avec e, = f(z) et® epy1 = @
Ainsi,
0
M’ = Matg (f) = 0
1

0

En effet, si on calcule I'image du dernier vecteur de % par f cela donne :

flen+1) = f(z) = 0ey + Oeg + Oep—1 + ley + Oepyq
Notons M € M 5 (K) la matrice formée de M’ auquel on retire la derniére ligne et la derniére colonne.
Ainsi, on peut écrire M’ = <%) ol L est la derniere ligne de M’ sans le 0 en bas a droite et C' la
derniére colonne de M’ sans le 0 en bas & droite. Par la formule de changement de base, M = PM'P~!

ou P = P@_,@/, ainsi,

n+1 n
0 =tr(M) = tr(PM'P™") = tr(M'P7'P) = tr(M') = Y. M} = > Myp+ M,y 5y = tr(M) +0
k=1 k=1

Ainsi, tr(M) = 0. Remarquons que M contient les coordonnées des vecteurs de f(e1), f(e3), ..., f(en)
a l’exception de celle en e, 1. Notons F' = vect(f(x),es,...,ent1), alors E@ F. Notons 7 la projection
sur F' parallelement & vect(z). Ainsi, pour ej € [1;n |

n+1 n
/ / /
fle;) = Z M, jer = Z My, jer + My jentt
k=1 k=1 —_—
—_—— evect(x)
eF

alors

m(f(e;)) = D) M jex
k=1

Ainsi, M = Mate, . e,) (7o f). En appliquant &(n) & M € #,(K), M est semblable & une matrice,
notée A, ayant des zéros sur la diagonale. Ainsi, A est la matrice de w o f dans une autre base de F',
il existe 2" base de F tel que Mat g« (w o f) = A. Notons Z"” = $” U (x) Montrons que %" est une
base de E. En effet, #” est libre et x ¢ F = vect(#"), des lors B" est libre et |B"| = |B"| +1 =
dim(F)+1=n+1=dim(E). Comme f(e,+1) € F, la coordonnée devant e,1 de f(en4+1) dans B”
est nulle.

AlC
Dés lors, B = Matgn (f) =

L' 0
est semblable & B une matrice ayant des zéros sur la diagonale.

> n’a que des zéros sur la diagonale. Par changement de base, M

3. On met ces vecteurs a la fin pour plus de commodité
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Donc Z(n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N*, &(n) est vraie.
3. Soit M € N. Vérifions que MD — DM € N. Soit i € [1;n ], alors

(MD —DM);; = (MD);; — (DM);; = Z M; Dy i — Z D;xMy; = M;;D;; — D; i M;; =0
k=1 k=1

Ainsi ¢: N — N. Soit (4, B) € N? et A € K, alors
d(MA + B) = (A\A + B)D — DM + B) = A\(AD — DA) + BD — DB = \$(A) + ¢(B)

Ainsi, ¢ € Z(N). Soit M € Ker(¢). Alors MD = DM. Pour tout (¢,5) € [1;n [, alors (MD); ; = (DM);
Donc
n n
Z M; Dy ; = Z D; My, ;
k=1 k=1
donc M; ;jD;; = D;;M; ; Soit (j —i)M;; =0, si i = j, alors comme M € N, M; ; =0, si ¢ # j alors, par
ce qui précede, M;; = 0. Ainsi, M = 0,. Donc Ker(¢) = {0,}. L’endomorphisme ¢ est donc injectif de
plus, N est un sous-espace vectoriel de .#,,(K) donc de dimension finie. Dés lors, ¢ est un automorphisme
de N.
4. Soit M € Ker(tr), alors d’apres la question 2, il existe M’ € N et P une matrice inversible telle que
M = PM'P~!, comme M’ e N, d’aprés la question 3, il existe A € N tel que A = ¢(M') = M'D — DM’
Des lors,

M =PM'D-DM)P' =pPM'DP' -~ PDM'P~' = (PM'P') (PDP') — (PDP!) (PM'PY)
Ceci montre que M € H donc Ker(tr) ¢ H, finalement* H = Ker(tr).

Correction de I’exercice 28. 1. Soit Br = (e1,ea,...,ep,) une base de F' que 'on complete en une base
de E, B = (e1,€e2,...,¢ep).

Vee E El!()\l,)\Q,...,)\n)eKn sz)\iei
i=1

n
Soit ¢ € [1;n]), on note p;: x — A;. De sorte que pour tout z € E, z = >, p;(x)e;. On remarque que
=1

K3
?:p—&-l Ker(%) :
p p n
e Soitz € F,alorsz = > \iz; = >, Mix;+ >, Oz;. Par unicité de la décomposition dans la base %, on
i=1 i=1 i=p+1
en déduit que p;(z) = 0sii > p+ 1. Donc x € Ker(p;) pour tout i > p+ 1. Ainsi z € ();_,, | Ker(p;).

@i € E* et que ¢; est non nulle (p;(e;) = 1). Montrons que F = ()

n p
o Soit z € [, Ker(p;). Alors pour tout i > p+1, pi(z) = 0. Doncz = 3 gi(v)e; = X, pi(w)e;+0p €
i=1 i=1
F

En notant H; = Ker(p;), H; est un hyperplan de E (car ¢; est une forme linéaire non nulle) et F' =

?:p 41 H; est I'intersection de n — p hyperplans.

2. Soit p; € E* telle que Ker(p;) = H; pour tout i € [1;p]. Soit & = (e1,ea,...,e,) une base de E, on
note L; = Matg(p;) € A1 ,(K). On note :

4. Au passage, cela montre que H est un sous-espace vectoriel ce qui n’était pas évident au départ, c’est un des seuls exemples,
si ce n’est le seul que je connaisse ou il n’est pas évident de montrer que quelque chose est un sous-espace vectoriel.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, TD16 12


devilliers.loic@gmail.com

De plus, soit z € E, on note X = Matg(z), alors x € ({,_; H; si et seulement si ¢;(z) pour tout i € [ 1;p]|
si et seulement si L; X = 0 pour tout i € [ 1;p] si et seulement si M X = 0. Ainsi la dimension de (,_; H;
est égale & la dimension de Ker(M). D’apres le théoréme du rang® :

dim (ﬁ Hz> =dim(Ker(M)) =n—Im(M) =n—p
i=1

5. On remarque que par cette méthode, on peut méme calculer la dimension de l'intersection, en calculant précisément le rang
et non en le majorant.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, TD16 13


devilliers.loic@gmail.com

