Développement limité

2 28 2 28
1. f(z) =sin(In(1 + z)) = sin <a: -5t 3 + O(ZL‘3)>. On pose u = = — 5t 3 + o(x3). Alors :

[\

o u? =223+ 0(23)
o ud =13+ 0(2?)

o u3 ~ 2% donc o(u?) = o(x3)
3 2 3 3 4 o(g? 2 3
Ainsi, f(z) = sin(u) = u—%+0(u3) = x—z+g+0(a:3)—x+6m+o(m3) = m—%+%+0(m3)

2. Par troncature, d’un développement limité, f(z) = x + o(z), ainsi y = z est I’équation de la tangente
2

x
de f en 0. De plus, f(z) —=x PR Or, deux fonctions équivalentes au voisinage de 0 ont méme signe au

voisinage de 0, ainsi, f(z) —z < 0 au voisinage de 0 (sauf en 0), la fonction est en dessous de sa tangente
en 0 au voisinage de 0.

FIGURE 1 — En rouge la courbe de f en bleu la tangente en 0 de f. On remarque que la fonction est en dessous
de la tangente de 0 seulement sur un voisinage de 0 et non pas sur | —1;+00 [ tout entier.

3. > In(1 + ) est de classe €2 sur | —1;+0c0[, et sin est aussi de classe € sur R, par composition, f est
de classe €2 sur | —1;+00[. Ainsi, d’aprés la formule de Taylor-Young,

THOT IO
* 2 6

f@) = £(0) + f'(0)a

Par unicité, d'un développement limité en 0, f(0) = 0, f/(0) = 1, f”(0) = —1 et f3(0) = 1.

Diagonalisation
01 -7 -7
1. rg(M —2I3) =rg|0 1 O = rg 0 | = 2 (les deux derniéres colonnes sont non colinéaires)
C1=0
00 1 0 1
-1 1 -7 1
rg(M —3I3)=rg| 0 0 O = 1g| 0] =1 (un seul vecteur et il est non nul)

C1=—Cb
0 0 0/ cs=10

2. e D’apres le théoréme du rang version matricielle, 3 = dim(Ker(M — 21I3)) + rg(M — 2I3), ainsi,

=)

1
dim(Ker(M —21I3) = 1. De plus, comme C7 = 0, on a 1C, +0C2 +0C3 = 0, donc | 0 | € Ker(M —21I3).
0
1
Ainsi, 0 | | est une famille libre de Ker(M — 213) (un seul vecteur et il est non nul) dont le cardinal
0
1
est égale a la dimension du noyau, donc 0 | | est une base de Ker(M — 213).
0
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e D’apres le théoreme du rang version matricielle, 3 = dim(Ker(M — 313)) + rg(M — 3I3), ainsi,

1
dim(Ker(M —21I3) = 2. De plus, comme C; = —C5, ona 1C1+1C2+0C3 = 0, donc | 1 | € Ker(M —313).
0
0
Comme C3 = —7C9, on a 0C] + 7Cy + 1C3 = 0, donc | 7 | € Ker(M — 31I3).
1
1 0
Ainsi, 1], | 7]] est une famille libre de Ker(M — 3I3) (deux vecteurs et ils sont non colinéaires)
0 1
1 0
dont le cardinal est égale a la dimension du noyau, donc 1], | 7]] est une base de Ker(M — 3I3).
0 1
1 1 0
3. Posons B’ = 0],{1],[7]]!la concaténation des deux bases. Soit (a, 3,7) € R3. Supposons :
0 0 1
1 1 0
al0|+B8[1]+~v|7|=031
0 0 1
« 0
Ainsi, [ B+ 7y | = | 0] donc v = 0 puis B = 0 puis enfin a = 0. Dés lors %’ est une famille libre de
ot 0

A31(R). De plus, |Z'| = 3 = dim(#31(R)), on en déduit que %’ est une base de .3 1 (K).
4. On sait que M = Matg(far). Cherchons Mat g (far).

1 1 2 1 1 0
o fu O)Jl=M|0]=(0)=2(0)+0(1]|+0[T7
0 0 0 0 0 1
1 1 3 1 1 0
o fur 1l)]=M|1]|=13]=0 O)—I—S 1)—1—0 7)
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0
o fur T1|l=M\|7]=[21]= 0]+ 11+ 7
1 1 3 (0 0 1
2 0
Ainsi, posons D = Matg (fy) = [0 3 . De plus, d’apres la formule de changement de base M =
0 0
1 10
PDPlavecP=Pg_,z=|0 1 7
0 01

Décathlon

1. Soit (P,Q,\) € E? x R, alors par linéarité de l'intégrale :
1

1 1 1
LOP+Q) = fl(AP +Q)(t) dt = f AP(t) + Q(t) dt = Aflp(t) + JIQ(t) dt = AL(P) + L(Q)

De plus, L(P) € R, ainsi, L: E — R est linéaire, donc L est une forme linéaire sur E.
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2. Soit ke [[0;2n]],

L(ex) = L(X*) = fl th dt =

- | = — 2
1 E+1 k+1 E+1

m si k pair

[ e+l ]1 1 (_1)k+1 0 si  k impair
-1
3. Présentons deux méthodes :

e Comme L est une forme linéaire non nulle (car L(1) = 2 # 0), son noyau est un hyperplan de F, donc
dim(Ker(L)) = dim(F) — 1 = (2n + 1) — 1 = 2n. De plus, d’apres le théoreme du rang, dim(E) =
dim(Ker(L)) + dim(Im(L)), on en déduit que dim(Im(L)) = 1.

A A

e Im(L) c R. Soit A € R, par linéarité de L, L (2 X 1) = §L(1) = ), on en déduit que X\ € Im(L),

ainsi, R < Im(L), par double inclusion, Im(L) = R et dim(Im(L)) = 1, d’apres le théoréme du rang,
on en déduit que dim(Ker(L)) = dim(F) —dim(Im(L)) =2n+1—1=2n

1
4. Comme L(ej) = J tdt = 0, e; € Ker(L), de plus (e;) est une famille libre de Ker(L) (un seul vecteur
—1

non nul). Or, Ker(L) est un espace vectoriel de dimension finie, ainsi, d’aprés le théoréme de la base
incomplete il existe % une base de Ker(L) dont le premier vecteur est e;.

5. Soit P € vect(eg) nKer(L), alors il existe X € R, tel que P = Aeg = A, de plus, P € Ker(L) donc L(P) = 0,
par linéarité, L(P) = AL(eg) = A2, donc A = 0, ainsi, P = 0, donc vect(eg) n Ker(L) < {0}, comme ce
sont des sous-espaces vectoriels, on en déduit que vect(eg) N Ker(L) = {0}. Ainsi, la somme est directe.
De plus, (eg) est une famille génératrice de vect(eg) et comme ey # 0, cette famille est libre, ainsi, (eg)
est une base de vect(ep). Donc dim(vect(eg)) = 1, de plus, dim(Ker(L)) = dim(F) — 1. Par conséquent,
dim(vect(ep)) + dim(Ker(L)) = dim(E).

D’apres un résultat de cours, on peut en conclure, que E = vect(eg) ® Ker(L).

6. Soit P € E, remarquons que d°AL(P)X <1 <2 < 2n (car n € N*), donc AL(P)X € E, comme E est un
espace vectoriel, on en déduit que Ty(P) = P + AL(P)X € E.

De plus, soit (P,Q,a) € E? x R, comme L est linéaire :

Thn(aP+Q) = aP+Q+A(aP+ Q)X =aP +Q+ ANaL(P)+ L(Q))X
a(P+AL(P)X) + (Q + AL(Q)X) = aL(P) + L(Q)

Par conséquent, T est un endomorphisme de F.

7. Comme (eq) est une base de vect(eg) et % est une base de Ker(L), alors (eg) U % (concaténation des deux
bases) est une base adaptée & E = vect(eg) ® Ker(L). Notons A’ cette base, alors &' = (fo, f1,---, fon)
avec fo = eg, f1 = e1, remarquons donc que pour tout k€ [1;2n ], fi € Ker(L).

e Th(fo)=eo+AL(eg)X =eg +20X =1 X fo +2A X f1+0 X fo+ ...+ 0 X fa.
° T/\(](l) =e1 + )\L((il)X =e1=0x fo+1x f1+0x fo+...4+0x fo.
e Soit j e [[2;2n]], T)\(fj) = f7 + )\L(f7)X = f7 =0x fo+...+0x fj—l +1x f] + 0 x fjJr] + ...+ 0fop.
Ainsi,
1 0 ... 0 ... 0
201 ... 0 ... 0

0 0

Mat (1)) = = Iopt1 + 2AEo)

8. Proposons deux méthodes :
e T’ est un endomorphisme dont la matrice dans la base £ est triangulaire inférieure avec des termes
diagonaux non nuls, donc cette matrice est inversible et donc T est un automorphisme de E.
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e Soit P € Ker(T)y), alors P + AL(P)X = 0, donc P = —AL(P)X, en notant « = —AL(P) € R, on
1

obtient, P = aX, si a # 0, alors X = —P € Ker(7)) (car un noyau est un espace vectoriel), or
o

T\(X) = X # 0, ainsi nécessairement a = 0, donc P = 0 puis Ker(T)) = {0}, par suite T) est injective
comme c’est un endomorphisme en dimension finie, on en déduit que T est un automorphisme de F.

9. Soit (a, ) € R2. Proposons deux méthodes :

Matgg(Ta o Tﬁ) Matg(Ta)Matgg(Tﬁ) = (Ign+1 + QCMEQJ) X (12n+1 + 2BE271)
Iyt + 201E2,1 + 2ﬁE271 + (201)(2ﬁ)E271E271

= Ioni1 +2(a+ B)E2 = Matg(Thp)

Or, application f — Matg(f) est un isomorphisme de E vers .#o,1(R), en particulier, cette fonction
est injective, donc T,, 0T = T, 1.
e Soit P € E, alors, par linéarité de L :

(TooTp)(P) = Tu(T5(P)) = Tu(P + BL(P)X) = (P + BL(P)X) + aL(P + BL(P)X)X
P+ BL(P)X + a(L(P) + BL(P)L(X))X

P+ (f+a)L(P)X + afL(P)L(X) L0 P+ (B+a)L(P)X =Ts14(P)

X
X

Ceci étant valable pour tout P € F, on en déduit que T,, 0 T = T4

10. Remarquons que pour tout P € E, Ty(P) = P, ainsi, Ty = Idg. D’aprés la question précédente, on en
déduit que T\ o T_\ = Ty = Idg, de méme T_y o T\ = Idg, ainsi, T~ = T_,

Disco

b

d

. a
1. Soit M = (c d

/ /
>eEetM’: (Z, b>eEet)\e(C,alors

FAM + M) :f(iiiff iSiIZJ = (Aa+d)+ A+ )= ANa+c)+ (d + ) = Nf(M) + f(M)

Par conséquent, f est linéaire.

2. Soit M = (“ b)eE.
c d

MeKer(f) — f(M)=0<=—a+d=0<d=—a

— M:(a b>

c —a

1 0 0 1 00
— M—a<0 _1>+b<0 0>+C<1 0)

= M evect(Ey1 — E22,FE12,FE2;)

Par équivalence, on a montré que Ker(f) = vect(E11 — E22,E12,FE21). On a noté E;; les matrices
élémentaires de E. Ainsi, B = (E11 — E22, E12, F2 1) est une famille génératrice de Ker(f). Montrons
qu’elle est libre. Soit (a,b,c) € R3, supposons a(Evq1 — E22) + bE12 + cE31 = 02. On obtient donc

c —a
démontré que By était une base de Ker(f).

3. Notons % = (E11, E12, E2,1, E22) la base canonique de .#5(C) et € = (1) la base canonique de C. Alors,
comme f(E11) =1, f(E12) =0, f(E21) =0et f(E22) =1, ona Matg«(f) = (1,0,0,1)

(a b ) = (9. Par identification, on obtient a = b = ¢ = 0. Ainsi, la famille $k est libre. On a donc
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;)\ 2\) De plus, M € Ker(f),

donc f(M) = 0. Ainsi, A + A = 0. Donc 2\ = 0, puis A = 0, ainsi, M = 0Is = 02. On a ainsi prouvé que
G n K < {02}. Comme ce sont des SEV, I'inclusion réciproque est toujours vraie. Ainsi, G n K = {02},
des lors, G et K sont en somme directe.

4. Soit M € G n Ker(f). Alors M € G, il existe A € R tel que M = Ay = <

De plus, par définition de G, (I2) est une famille génératrice de G, et c’est une famille libre (un seul
vecteur non nul). D’ou (I2) est une base de G, donc dim(G) = 1.

Alors, dim(Ker(f)) + dim(G) = 3+ 1 = 4 = dim(F), comme Ker(f) et G sont en somme directe, cela
suffit pour que Ker(f) et G soient supplémentaires dans E.

5. Comme E = G @ Ker(f), il existe un unique couple (A, K) € G x Ker(f) tel que M = A+ K. Comme

A € G = vect(Iy), il existe A € C tel que A = Al3. Et comme K € Ker(f), on a N = (: g) avec

a+ 6 =0.Donc § = —a. Ainsi, N = (: —Ba)' En sachant que M = A + K on a donc

(o) 2) @3- 0072

Par identification, on obtient

= C Y = C
Y - 3 b
B =0 — +d
a+A = a Ly—L3+1L4 A - ¢
A—a = d A—a = d2
Ainsi, p(M) = A = Ay = 2597,

6. Rappelons que la base canonique de E est # = (E11, E12, E21, E22). En utilisant la question précédente :

1 0 1
e p(E11)=0p (0 > 712 E1’1 +0FE1 2+ 0E2 1 + §E2’2.

)
—_

p(ELQ) =p =0l = 0E1 1+ 0FE; 2+ OEQ 1+ OEQQ

@)
@)

[}
]
—~

!
[}

-

Il

=
N7 NN

_ o

o O

> Io =0F11 +0FE1 2+ 0FE21 + UFE 5.

0

0 0 1
o p(E22) =p 0 1 12 = E1,1 + 0E12 +0E1 + §E2,2-
Ainsi,

1 1

. O _

2 2

0 0 0

Mats(p) = | 0

1 1

2 2

a b a v ad +bc  ab + bd' .
7. A= <c d) eEet b= <c' d’) € E, alors AB = <ca’ dd o +dd’>’ amnsl

F(AB) = (ad’ +bc') + (cb' + dd') = aa’ + bc’ + b’ + dd’

/ / / /
De méme, BA = (aa—i—bc ab+bd> ainsi,

cda+dc b+dd)’

f(BA) = (da+Vc)+ (b+d'd) = ad’ +bc’ + b/ + dd' = f(AB)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Prenons, par exemple!, A = B = I, on a alors

f(AB) = f(Ia x I) = f(I2) =2 et f(A)f(B)=f(L2)f(I2) =2x2=4+#2= f(AB)
Ainsi, la proposition «pour tout (A, B) € .#>(C)?, f(AB) = f(A)f(B)» est fausse *.

. Soit C € &. 1l existe (A, B) € E? tel que C = AB — BA. Comme f est linéaire, il vient

f(C) = f(AB — BA) = f(AB) — f(BA)
De plus, d’apres la question 7, f(BA) = f(AB), ainsi, f(C) = f(AB) — f(AB) = 0. On a donc prouvé
que C € Ker(f) et ce pour tout C € €. Dés lors, £ < Ker(f).

Supposons que Iz € &, alors Iy € Ker(f) d’apres la question précédente. Donc 2 = f(I3) = 0. Ceci est
absurde, donc I ¢ £.
Posons I’hypothese de récurrence Z(p) : « APB — BAP = apAP».

e Pour p=0,ona A°’B— BA” = LB — Bl = B— B = 0y = a0A°. Ainsi, £2(0) est vraie.

e Soit p € N, supposons Z(p) vraie. Alors

APTIB _ BAPTL = A(APB) — BAPT! = A(apAP + BAP) — BAPT!
apAPT! 4 (AB — BA)AP = apAPT! + 0 AAP = a(p + 1) APT!
Ainsi, Z(p + 1) est vraie.
e Par principe de récurrence, pour tout p € N, APB — BAP = apAP.

Comme AB—BA = aA € & c Ker(f),ona aA € Ker(f). Or Ker(f) est un espace vectoriel et a # 0, ainsi,
a!(aA) e Ker(f). D'ott A e Ker(f). De plus, d’apres la question précédente, A2B — BA? = 20A% € £
Ker(f). Donc 2aA? € Ker(f). De méme, comme 2« # 0, on a (2a) 1 (2a42) € Ker(f). Donc A2 € Ker(f).

Notons A = <CCL Z), comme A € Ker(f), a +d = 0. Donc d = —a. Ainsi, A = <CCL ba). En calculant
2 : 2 —a® —be 0 2 2 4300
A®, on obtient A° = 0 i —be) Or, comme f(A°) = —2(a” + bc) = 0. On en déduit que

a®? +bc = 0. Donc A? = 05. Dés lors, A est une matrice nilpotente.

Apreés calculs? :
° E112 = El,g X E272 — E272 X El,l e€.
o E271 = E271 X E171 — E171 X E271 eé.
o Bi1—Fyo=Fi2FE1 —FEy1 x E11€€.

Soit M € Ker(f), alors il existe (a,b,c) € C3 tel que M = _ba .

oSia#O,alors,onposeAz<_C/a 1> etB=<2 2>.AlorsAB—BA=<a b)_(O O>=

0 0 0 0 —c a
Meé&.
e Sia=0,alors M = 0 8

0 —b 0 —2b
<2c 0>_<c 0>_Meg'
Soit (M, N) € E? et A € R, alors
P4(AM + N) = f(AAM + N)) = A\f(AM) + f(AN) = AP 4 (M) + P 4(N)

10 0 —b
>. On pose alors A = (0 2) et B = <c O>' Alors AB — BA =

Ainsi, ®4 est linéaire, de plus pour tout M € E, f(AM) € R, d'ou ®4: E — R. Par conséquent,
(I)A € g(E, R).

1. Rappelons que pour montrer que la proposition «Pour tout A € E, pour tout B € E, f(AB) = f(A)f(B)» est fausse, il suffit
de trouver un exemple de A € E et B € E tel que f(AB) # f(A)f(B).

2. On aurait pu prendre bien d’autres exemples : A = Ei,1 et B = E 5.

3. On peut montrer que si A € .#,(C) avec AB— BA = aA et a € C* implique que A est nilpotente en taille n € N*, mais c’est
plus compliqué.

4. 11 faut connaitre la formule du produit des matrices élémentaires : Eqp X Ec,qa = 0p,cEq,a (avec dp,c le symbole de Kronecker).
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16. On a déja montré & la question précédente que pour tout A € A, 4 € Z(E,R). Soit (A, B) € E% et A € R.
Le but est donc de montrer que ®(AA + B) = AP(A) + &(B). Comme ce sont des fonctions, nous allons
calculer I'image par M € E de ces fonctions® :

Paarp(M) = f(AM+B)M) = f(NMAM+BM) = Af(AM)+[(BM) = A2A(M)+®p(M) = (A\Pa+2Pp)(M)
Et ce pour tout M € E. Cela montre que ® 4.5 et A®4 + ®p sont des fonctions égales :
®(AA+ B) = \P(A) + ®(B)

Ainsi, ® est linéaire.

Montrons que @ est injective. Soit A = <CCL Z) € Ker(®). Donc @4 = ®(A4) = 04 (g,c) (fonction nulle de
E dans C). Ainsi, ® 4 est la fonction nulle. Donc pour tout M € E, ®4(M) = 0. Donc® pour tout M € E,

f(AM) = 0.

e Pour M = FEy 1, on obtient a = 0

e Pour M = Ej 5, on obtient ¢ = 0

e Pour M = F» 1, on obtient b = 0

e Enfin, pour M = Ej5», on obtient, d = 0.
Ainsi, A = 05. Il s’ensuit Ker(®) < {02}, comme l'inclusion réciproque est toujours vraie, ® est injective.
De plus, dim(Z(F,C)) = dim(F) x dim(C) = dim(F) x 1 = dim(FE). Ainsi, ® est une application linéaire
injective entre espaces vectoriels de méme dimension finie, d’aprées le cours ®: £ — Z(F,C) est donc un
isomorphisme.

Ainsi, comme ¢ € Z(E,C) (¢ est donc un élément de I'ensemble d’arrivée de ®), il existe une unique matrice
A€ E telle que p = ®(A) = @ 4.

5. Rappelons que pour des fonctions f: E — F et g: E — F, on a f = g si et seulement si pour tout z € E, f(z) = g(x).
4 C—) ainsi, 0 = f(AM) = |a®> + o> +|c* +|d]> =0donca=b=c=d = 0.

6. Une autre méthode consiste a prendre M = (E d
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