
Développement limité

1. fpxq “ sinplnp1 ` xqq “
0

sin
ˆ

x ´
x2

2 `
x3

3 ` Opx3q

˙

. On pose u “ x ´
x2

2 `
x3

3 ` Opx3q. Alors :

‚ u2 “ x2 ´ x3 ` Opx3q

‚ u3 “ x3 ` Opx3q

‚ u3 „ x3 donc Opu3q “ Opx3q

Ainsi, fpxq “
0

sinpuq “ u ´
u3

6 ` Opu3q “ x ´
x2

2 `
x3

3 ` Opx3q ´
x3 ` Opx3q

6 ` Opx3q “ x ´
x2

2 `
x3

6 ` Opx3q

2. Par troncature, d’un développement limité, fpxq “ x ` Opxq, ainsi y “ x est l’équation de la tangente

de f en 0. De plus, fpxq ´ x „
0

´
x2

2 . Or, deux fonctions équivalentes au voisinage de 0 ont même signe au
voisinage de 0, ainsi, fpxq ´ x ă 0 au voisinage de 0 (sauf en 0), la fonction est en dessous de sa tangente
en 0 au voisinage de 0.

Figure 1 – En rouge la courbe de f en bleu la tangente en 0 de f . On remarque que la fonction est en dessous
de la tangente de 0 seulement sur un voisinage de 0 et non pas sur s ´1 ; `8 r tout entier.

3. x ÞÑ lnp1 ` xq est de classe C 3 sur s ´1 ; `8 r, et sin est aussi de classe C 3 sur R, par composition, f est
de classe C 3 sur s ´1 ; `8 r. Ainsi, d’après la formule de Taylor-Young,

fpxq “
0

fp0q ` f 1p0qx `
f2p0qx2

2 `
f p3qp0qx3

6 ` Opx3q

Par unicité, d’un développement limité en 0, fp0q “ 0, f 1p0q “ 1, f2p0q “ ´1 et f p3qp0q “ 1.

Diagonalisation

1. rgpM ´ 2I3q “ rg

¨

˝

0 1 ´7
0 1 0
0 0 1

˛

‚ “
C1“0

rg

¨

˝

1 ´7
1 0
0 1

˛

‚ “ 2 (les deux dernières colonnes sont non colinéaires)

rgpM ´ 3I3q “ rg

¨

˝

´1 1 ´7
0 0 0
0 0 0

˛

‚ “
C1“´C2
C3“´7C2

rg

¨

˝

1
0
0

˛

‚“ 1 (un seul vecteur et il est non nul)

2. ‚ D’après le théorème du rang version matricielle, 3 “ dimpKerpM ´ 2I3qq ` rgpM ´ 2I3q, ainsi,

dimpKerpM ´ 2I3q “ 1. De plus, comme C1 “ 0, on a 1C1 ` 0C2 ` 0C3 “ 0, donc

¨

˝

1
0
0

˛

‚P KerpM ´ 2I3q.

Ainsi,

¨

˝

¨

˝

1
0
0

˛

‚

˛

‚est une famille libre de KerpM ´2I3q (un seul vecteur et il est non nul) dont le cardinal

est égale à la dimension du noyau, donc

¨

˝

¨

˝

1
0
0

˛

‚

˛

‚ est une base de KerpM ´ 2I3q.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, DS7cor 1

devilliers.loic@gmail.com


‚ D’après le théorème du rang version matricielle, 3 “ dimpKerpM ´ 3I3qq ` rgpM ´ 3I3q, ainsi,

dimpKerpM´2I3q “ 2. De plus, comme C1 “ ´C2, on a 1C1`1C2`0C3 “ 0, donc

¨

˝

1
1
0

˛

‚P KerpM´3I3q.

Comme C3 “ ´7C2, on a 0C1 ` 7C2 ` 1C3 “ 0, donc

¨

˝

0
7
1

˛

‚P KerpM ´ 3I3q.

Ainsi,

¨

˝

¨

˝

1
1
0

˛

‚,

¨

˝

0
7
1

˛

‚

˛

‚ est une famille libre de KerpM ´ 3I3q (deux vecteurs et ils sont non colinéaires)

dont le cardinal est égale à la dimension du noyau, donc

¨

˝

¨

˝

1
1
0

˛

‚,

¨

˝

0
7
1

˛

‚

˛

‚est une base de KerpM ´ 3I3q.

3. Posons B1 “

¨

˝

¨

˝

1
0
0

˛

‚,

¨

˝

1
1
0

˛

‚,

¨

˝

0
7
1

˛

‚

˛

‚ la concaténation des deux bases. Soit pα, β, γq P R3. Supposons :

α

¨

˝

1
0
0

˛

‚` β

¨

˝

1
1
0

˛

‚` γ

¨

˝

0
7
1

˛

‚“ 03,1

Ainsi,

¨

˝

α
β ` 7γ

γ

˛

‚ “

¨

˝

0
0
0

˛

‚ donc γ “ 0 puis β “ 0 puis enfin α “ 0. Dès lors B1 est une famille libre de

M3,1pRq. De plus, |B1| “ 3 “ dimpM3,1pRqq, on en déduit que B1 est une base de M3,1pKq.
4. On sait que M “ MatBpfM q. Cherchons MatB1pfM q.

‚ fM

¨

˝

¨

˝

1
0
0

˛

‚

˛

‚“ M

¨

˝

1
0
0

˛

‚“

¨

˝

2
0
0

˛

‚“ 2

¨

˝

1
0
0

˛

‚` 0

¨

˝

1
1
0

˛

‚` 0

¨

˝

0
7
1

˛

‚

‚ fM

¨

˝

¨

˝

1
1
0

˛

‚

˛

‚“ M

¨

˝

1
1
0

˛

‚“

¨

˝

3
3
0

˛

‚“ 0

¨

˝

1
0
0

˛

‚` 3

¨

˝

1
1
0

˛

‚` 0

¨

˝

0
7
1

˛

‚

‚ fM

¨

˝

¨

˝

0
7
1

˛

‚

˛

‚“ M

¨

˝

0
7
1

˛

‚“

¨

˝

0
21
3

˛

‚“ 0

¨

˝

1
0
0

˛

‚` 0

¨

˝

1
1
0

˛

‚` 3

¨

˝

0
7
1

˛

‚

Ainsi, posons D “ MatB1pfM q “

¨

˝

2 0 0
0 3 0
0 0 3

˛

‚. De plus, d’après la formule de changement de base M “

PDP ´1 avec P “ PBÑB1 “

¨

˝

1 1 0
0 1 7
0 0 1

˛

‚

Décathlon

1. Soit pP, Q, λq P E2 ˆ R, alors par linéarité de l’intégrale :

LpλP ` Qq “

ż 1

´1
pλP ` Qqptq dt “

ż 1

´1
λP ptq ` Qptq dt “ λ

ż 1

´1
P ptq `

ż 1

´1
Qptq dt “ λLpP q ` LpQq

De plus, LpP q P R, ainsi, L : E Ñ R est linéaire, donc L est une forme linéaire sur E.
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2. Soit k P rr 0 ; 2n ss,

Lpekq “ LpXkq “

ż 1

´1
tk dt “

„

tk`1

k ` 1

ȷ1

´1
“

1
k ` 1 ´

p´1qk`1

k ` 1 “

# 0 si k impair
2

k ` 1 si k pair

3. Présentons deux méthodes :
‚ Comme L est une forme linéaire non nulle (car Lp1q “ 2 ‰ 0), son noyau est un hyperplan de E, donc

dimpKerpLqq “ dimpEq ´ 1 “ p2n ` 1q ´ 1 “ 2n. De plus, d’après le théorème du rang, dimpEq “

dimpKerpLqq ` dimpImpLqq, on en déduit que dimpImpLqq “ 1.

‚ ImpLq Ă R. Soit λ P R, par linéarité de L, L

ˆ

λ

2 ˆ 1
˙

“
λ

2 Lp1q “ λ, on en déduit que λ P ImpLq,

ainsi, R Ă ImpLq, par double inclusion, ImpLq “ R et dimpImpLqq “ 1, d’après le théorème du rang,
on en déduit que dimpKerpLqq “ dimpEq ´ dimpImpLqq “ 2n ` 1 ´ 1 “ 2n

4. Comme Lpe1q “

ż 1

´1
t dt “ 0, e1 P KerpLq, de plus pe1q est une famille libre de KerpLq (un seul vecteur

non nul). Or, KerpLq est un espace vectoriel de dimension finie, ainsi, d’après le théorème de la base
incomplète il existe U une base de KerpLq dont le premier vecteur est e1.

5. Soit P P vectpe0q X KerpLq, alors il existe λ P R, tel que P “ λe0 “ λ, de plus, P P KerpLq donc LpP q “ 0,
par linéarité, LpP q “ λLpe0q “ λ2, donc λ “ 0, ainsi, P “ 0, donc vectpe0q X KerpLq Ă t0u, comme ce
sont des sous-espaces vectoriels, on en déduit que vectpe0q X KerpLq “ t0u. Ainsi, la somme est directe.
De plus, pe0q est une famille génératrice de vectpe0q et comme e0 ‰ 0, cette famille est libre, ainsi, pe0q

est une base de vectpe0q. Donc dimpvectpe0qq “ 1, de plus, dimpKerpLqq “ dimpEq ´ 1. Par conséquent,
dimpvectpe0qq ` dimpKerpLqq “ dimpEq.
D’après un résultat de cours, on peut en conclure, que E “ vectpe0q ‘ KerpLq.

6. Soit P P E, remarquons que d˝λLpP qX ď 1 ă 2 ď 2n (car n P N˚q, donc λLpP qX P E, comme E est un
espace vectoriel, on en déduit que TλpP q “ P ` λLpP qX P E.
De plus, soit pP, Q, αq P E2 ˆ R, comme L est linéaire :

TλpαP ` Qq “ αP ` Q ` λLpαP ` QqX “ αP ` Q ` λpαLpP q ` LpQqqX

“ αpP ` λLpP qXq ` pQ ` λLpQqXq “ αLpP q ` LpQq

Par conséquent, Tλ est un endomorphisme de E.
7. Comme pe0q est une base de vectpe0q et U est une base de KerpLq, alors pe0qYU (concaténation des deux

bases) est une base adaptée à E “ vectpe0q ‘ KerpLq. Notons B1 cette base, alors B1 “ pf0, f1, . . . , f2nq

avec f0 “ e0, f1 “ e1, remarquons donc que pour tout k P rr 1 ; 2n ss, fk P KerpLq.
‚ Tλpf0q “ e0 ` λLpe0qX “ e0 ` 2λX “ 1 ˆ f0 ` 2λ ˆ f1 ` 0 ˆ f2 ` . . . ` 0 ˆ f2n.
‚ Tλpf1q “ e1 ` λLpe1qX “ e1 “ 0 ˆ f0 ` 1 ˆ f1 ` 0 ˆ f2 ` . . . ` 0 ˆ f2n.
‚ Soit j P rr 2 ; 2n ss, Tλpfjq “ fj ` λLpfjqX “ fj “ 0 ˆ f0 ` . . . ` 0 ˆ fj´1 ` 1 ˆ fj ` 0 ˆ fj`1 ` . . . ` 0f2n.

Ainsi,

MatBpTλq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0 . . . 0
2λ 1 . . . 0 . . . 0

0 0 . . . ...
...

...
... 1

...
...

... 0 . . . ...
...

...
... 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ I2n`1 ` 2λE2,1

8. Proposons deux méthodes :
‚ Tλ est un endomorphisme dont la matrice dans la base B est triangulaire inférieure avec des termes

diagonaux non nuls, donc cette matrice est inversible et donc Tλ est un automorphisme de E.
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‚ Soit P P KerpTλq, alors P ` λLpP qX “ 0, donc P “ ´λLpP qX, en notant α “ ´λLpP q P R, on
obtient, P “ αX, si α ‰ 0, alors X “

1
α

P P KerpTλq (car un noyau est un espace vectoriel), or
TλpXq “ X ‰ 0, ainsi nécessairement α “ 0, donc P “ 0 puis KerpTλq “ t0u, par suite Tλ est injective
comme c’est un endomorphisme en dimension finie, on en déduit que Tλ est un automorphisme de E.

9. Soit pα, βq P R2. Proposons deux méthodes :
‚

MatBpTα ˝ Tβq “ MatBpTαqMatBpTβq “ pI2n`1 ` 2αE2,1q ˆ pI2n`1 ` 2βE2,1q

“ I2n`1 ` 2αE2,1 ` 2βE2,1 ` p2αqp2βqE2,1E2,1

“ I2n`1 ` 2pα ` βqE2,1 “ MatBpTα`βq

Or, l’application f ÞÑ MatBpfq est un isomorphisme de E vers M2n`1pRq, en particulier, cette fonction
est injective, donc Tα ˝ Tβ “ Tα`β.

‚ Soit P P E, alors, par linéarité de L :

pTα ˝ TβqpP q “ TαpTβpP qq “ TαpP ` βLpP qXq “ pP ` βLpP qXq ` αLpP ` βLpP qXqX

“ P ` βLpP qX ` αpLpP q ` βLpP qLpXqqX

“ P ` pβ ` αqLpP qX ` αβLpP qLpXqX “
LpXq“0

P ` pβ ` αqLpP qX “ Tβ`αpP q

Ceci étant valable pour tout P P E, on en déduit que Tα ˝ Tβ “ Tα`β

10. Remarquons que pour tout P P E, T0pP q “ P , ainsi, T0 “ IdE . D’après la question précédente, on en
déduit que Tλ ˝ T´λ “ T0 “ IdE , de même T´λ ˝ Tλ “ IdE , ainsi, Tλ

´1 “ T´λ

Disco

1. Soit M “

ˆ

a b
c d

˙

P E et M 1 “

ˆ

a1 b1

c1 d1

˙

P E et λ P C, alors

fpλM ` M 1q “ f

ˆ

λa ` a1 λb ` b1

λc ` c1 λd ` d1

˙

“ pλa ` a1q ` pλc ` c1q “ λpa ` cq ` pa1 ` c1q “ λfpMq ` fpM 1q

Par conséquent, f est linéaire.

2. Soit M “

ˆ

a b
c d

˙

P E.

M P Kerpfq ðñ fpMq “ 0 ðñ a ` d “ 0 ðñ d “ ´a

ðñ M “

ˆ

a b
c ´a

˙

ðñ M “ a

ˆ

1 0
0 ´1

˙

` b

ˆ

0 1
0 0

˙

` c

ˆ

0 0
1 0

˙

ðñ M P vectpE1,1 ´ E2,2, E1,2, E2,1q

Par équivalence, on a montré que Kerpfq “ vectpE1,1 ´ E2,2, E1,2, E2,1q. On a noté Ei,j les matrices
élémentaires de E. Ainsi, BK “ pE1,1 ´ E2,2, E1,2, E2,1q est une famille génératrice de Kerpfq. Montrons
qu’elle est libre. Soit pa, b, cq P R3, supposons apE1,1 ´ E2,2q ` bE1,2 ` cE2,1 “ 02. On obtient donc
ˆ

a b
c ´a

˙

“ 02. Par identification, on obtient a “ b “ c “ 0. Ainsi, la famille BK est libre. On a donc

démontré que BK était une base de Kerpfq.
3. Notons B “ pE1,1, E1,2, E2,1, E2,2q la base canonique de M2pCq et C “ p1q la base canonique de C. Alors,

comme fpE1,1q “ 1, fpE1,2q “ 0, fpE2,1q “ 0 et fpE2,2q “ 1, on a MatB,C pfq “ p1, 0, 0, 1q
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4. Soit M P G X Kerpfq. Alors M P G, il existe λ P R tel que M “ λI2 “

ˆ

λ 0
0 λ

˙

. De plus, M P Kerpfq,

donc fpMq “ 0. Ainsi, λ ` λ “ 0. Donc 2λ “ 0, puis λ “ 0, ainsi, M “ 0I2 “ 02. On a ainsi prouvé que
G X K Ă t02u. Comme ce sont des SEV, l’inclusion réciproque est toujours vraie. Ainsi, G X K “ t02u,
dès lors, G et K sont en somme directe.
De plus, par définition de G, pI2q est une famille génératrice de G, et c’est une famille libre (un seul
vecteur non nul). D’où pI2q est une base de G, donc dimpGq “ 1.
Alors, dimpKerpfqq ` dimpGq “ 3 ` 1 “ 4 “ dimpEq, comme Kerpfq et G sont en somme directe, cela
suffit pour que Kerpfq et G soient supplémentaires dans E.

5. Comme E “ G ‘ Kerpfq, il existe un unique couple pA, Kq P G ˆ Kerpfq tel que M “ A ` K. Comme

A P G “ vectpI2q, il existe λ P C tel que A “ λI2. Et comme K P Kerpfq, on a N “

ˆ

α β
γ δ

˙

avec

α ` δ “ 0. Donc δ “ ´α. Ainsi, N “

ˆ

α β
γ ´α

˙

. En sachant que M “ A ` K on a donc

ˆ

a b
c d

˙

“

ˆ

α β
γ ´α

˙

`

ˆ

λ 0
0 λ

˙

“

ˆ

α ` λ β
γ λ ´ α

˙

Par identification, on obtient

$

’

’

&

’

’

%

γ “ c
β “ b
α ` λ “ a
λ ´ α “ d

ðñ
L3ÐL3`L4

$

’

’

’

&

’

’

’

%

γ “ c
β “ b

λ “
a ` d

2
λ ´ α “ d

Ainsi, ppMq “ A “ λI2 “
a ` d

2 I2.

6. Rappelons que la base canonique de E est B “ pE1,1, E1,2, E2,1, E2,2q. En utilisant la question précédente :

‚ ppE1,1q “ p

ˆ

1 0
0 0

˙

“
1
2I2 “

1
2E1,1 ` 0E1,2 ` 0E2,1 `

1
2E2,2.

‚ ppE1,2q “ p

ˆ

0 1
0 0

˙

“ 0I2 “ 0E1,1 ` 0E1,2 ` 0E2,1 ` 0E2,2.

‚ ppE2,1q “ p

ˆ

0 0
1 0

˙

“ 0I2 “ 0E1,1 ` 0E1,2 ` 0E2,1 ` 0E2,2.

‚ ppE2,2q “ p

ˆ

0 0
0 1

˙

“
1
2I2 “

1
2E1,1 ` 0E1,2 ` 0E2,1 `

1
2E2,2.

Ainsi,

MatBppq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
2 0 0 1

2
0 0 0 0
0 0 0 0
1
2 0 0 1

2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

7. A “

ˆ

a b
c d

˙

P E et B “

ˆ

a1 b1

c1 d1

˙

P E, alors AB “

ˆ

aa1 ` bc1 ab1 ` bd1

ca1 ` dc1 cb1 ` dd1

˙

, ainsi

fpABq “ paa1 ` bc1q ` pcb1 ` dd1q “ aa1 ` bc1 ` cb1 ` dd1

De même, BA “

ˆ

a1a ` b1c a1b ` b1d
c1a ` d1c c1b ` d1d

˙

, ainsi,

fpBAq “ pa1a ` b1cq ` pc1b ` d1dq “ aa1 ` bc1 ` cb1 ` dd1 “ fpABq
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8. Prenons, par exemple 1, A “ B “ I2, on a alors

fpABq “ fpI2 ˆ I2q “ fpI2q “ 2 et fpAqfpBq “ fpI2qfpI2q “ 2 ˆ 2 “ 4 ‰ 2 “ fpABq

Ainsi, la proposition «pour tout pA, Bq P M2pCq2, fpABq “ fpAqfpBq» est fausse 2.
9. Soit C P E . Il existe pA, Bq P E2 tel que C “ AB ´ BA. Comme f est linéaire, il vient

fpCq “ fpAB ´ BAq “ fpABq ´ fpBAq

De plus, d’après la question 7, fpBAq “ fpABq, ainsi, fpCq “ fpABq ´ fpABq “ 0. On a donc prouvé
que C P Kerpfq et ce pour tout C P E . Dès lors, E Ă Kerpfq.

10. Supposons que I2 P E , alors I2 P Kerpfq d’après la question précédente. Donc 2 “ fpI2q “ 0. Ceci est
absurde, donc I2 R E .

11. Posons l’hypothèse de récurrence Pppq : «ApB ´ BAp “ αpAp».
‚ Pour p “ 0, on a A0B ´ BA0 “ I2B ´ BI2 “ B ´ B “ 02 “ α0A0. Ainsi, Pp0q est vraie.
‚ Soit p P N, supposons Pppq vraie. Alors

Ap`1B ´ BAp`1 “ ApApBq ´ BAp`1 “ ApαpAp ` BApq ´ BAp`1

“ αpAp`1 ` pAB ´ BAqAp “ αpAp`1 ` αAAp “ αpp ` 1qAp`1

Ainsi, Ppp ` 1q est vraie.
‚ Par principe de récurrence, pour tout p P N, ApB ´ BAp “ αpAp.

12. Comme AB´BA “ αA P E Ă Kerpfq, on a αA P Kerpfq. Or Kerpfq est un espace vectoriel et α ‰ 0, ainsi,
α´1pαAq P Kerpfq. D’où A P Kerpfq. De plus, d’après la question précédente, A2B ´ BA2 “ 2αA2 P E Ă

Kerpfq. Donc 2αA2 P Kerpfq. De même, comme 2α ‰ 0, on a p2αq´1p2αA2q P Kerpfq. Donc A2 P Kerpfq.

Notons A “

ˆ

a b
c d

˙

, comme A P Kerpfq, a ` d “ 0. Donc d “ ´a. Ainsi, A “

ˆ

a b
c ´a

˙

. En calculant

A2, on obtient A2 “

ˆ

´a2 ´ bc 0
0 ´a2 ´ bc

˙

. Or, comme fpA2q “ ´2pa2 ` bcq “ 0. On en déduit que

a2 ` bc “ 0. Donc A2 “ 02. Dès lors, A est une matrice nilpotente. 3

13. Après calculs 4 :
‚ E1,2 “ E1,2 ˆ E2,2 ´ E2,2 ˆ E1,1 P E .
‚ E2,1 “ E2,1 ˆ E1,1 ´ E1,1 ˆ E2,1 P E .
‚ E1,1 ´ E2,2 “ E1,2E2,1 ´ E2,1 ˆ E1,1 P E .

14. Soit M P Kerpfq, alors il existe pa, b, cq P C3 tel que M “

ˆ

a b
c ´a

˙

.

‚ Si a ‰ 0, alors, on pose A “

ˆ

´c{a 1
0 0

˙

et B “

ˆ

0 0
a b

˙

. Alors AB ´ BA “

ˆ

a b
0 0

˙

´

ˆ

0 0
´c a

˙

“

M P E .
‚ Si a “ 0, alors M “

ˆ

0 b
c 0

˙

. On pose alors A “

ˆ

1 0
0 2

˙

et B “

ˆ

0 ´b
c 0

˙

. Alors AB ´ BA “

ˆ

0 ´b
2c 0

˙

´

ˆ

0 ´2b
c 0

˙

“ M P E .

15. Soit pM, Nq P E2 et λ P R, alors

ΦApλM ` Nq “ fpApλM ` Nqq “ λfpAMq ` fpANq “ λΦApMq ` ΦApNq

Ainsi, ΦA est linéaire, de plus pour tout M P E, fpAMq P R, d’où ΦA : E Ñ R. Par conséquent,
ΦA P L pE,Rq.

1. Rappelons que pour montrer que la proposition «Pour tout A P E, pour tout B P E, fpABq “ fpAqfpBq» est fausse, il suffit
de trouver un exemple de A P E et B P E tel que fpABq ‰ fpAqfpBq.

2. On aurait pu prendre bien d’autres exemples : A “ E1,1 et B “ E2,2.
3. On peut montrer que si A P MnpCq avec AB ´ BA “ αA et α P C˚ implique que A est nilpotente en taille n P N˚, mais c’est

plus compliqué.
4. Il faut connaître la formule du produit des matrices élémentaires : Ea,b ˆ Ec,d “ δb,cEa,d (avec δb,c le symbole de Kronecker).
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16. On a déjà montré à la question précédente que pour tout A P A, ΦA P L pE,Rq. Soit pA, Bq P E2 et λ P R.
Le but est donc de montrer que ΦpλA ` Bq “ λΦpAq ` ΦpBq. Comme ce sont des fonctions, nous allons
calculer l’image par M P E de ces fonctions 5 :

ΦλA`BpMq “ fppλA`BqMq “ fpλAM`BMq “ λfpAMq`fpBMq “ λΦApMq`ΦBpMq “ pλΦA`ΦBqpMq

Et ce pour tout M P E. Cela montre que ΦλA`B et λΦA ` ΦB sont des fonctions égales :

ΦpλA ` Bq “ λΦpAq ` ΦpBq

Ainsi, Φ est linéaire.

Montrons que Φ est injective. Soit A “

ˆ

a b
c d

˙

P KerpΦq. Donc ΦA “ ΦpAq “ 0L pE,Cq (fonction nulle de

E dans C). Ainsi, ΦA est la fonction nulle. Donc pour tout M P E, ΦApMq “ 0. Donc 6 pour tout M P E,
fpAMq “ 0.

‚ Pour M “ E1,1, on obtient a “ 0
‚ Pour M “ E1,2, on obtient c “ 0
‚ Pour M “ E2,1, on obtient b “ 0
‚ Enfin, pour M “ E2,2, on obtient, d “ 0.

Ainsi, A “ 02. Il s’ensuit KerpΦq Ă t02u, comme l’inclusion réciproque est toujours vraie, Φ est injective.
De plus, dimpL pE,Cqq “ dimpEq ˆ dimpCq “ dimpEq ˆ 1 “ dimpEq. Ainsi, Φ est une application linéaire
injective entre espaces vectoriels de même dimension finie, d’après le cours Φ: E Ñ L pE,Cq est donc un
isomorphisme.

Ainsi, comme φ P L pE,Cq (φ est donc un élément de l’ensemble d’arrivée de Φ), il existe une unique matrice
A P E telle que φ “ ΦpAq “ ΦA.

5. Rappelons que pour des fonctions f : E Ñ F et g : E Ñ F , on a f “ g si et seulement si pour tout x P E, fpxq “ gpxq.

6. Une autre méthode consiste à prendre M “

ˆ

ā c̄

b̄ d̄

˙

ainsi, 0 “ fpAMq “ |a|
2

` |b|
2

` |c|
2

` |d|
2

“ 0 donc a “ b “ c “ d “ 0.
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