
Algèbre

1. Soient px, y, zq P R3, px1, y1, z1q P R3 et λ P R

fpλpx, y, zq ` px1, y1, z1qq “ fpλx ` x1, λy ` y1, λz ` z1q

“ pλx ` x1, ´pλz ` z1q, pλy ` y1q ` 2pλz ` z1qq

“ λpx, ´z, y ` 2zq ` px1, ´z1, y1 ` 2z1q

“ λfpx, y, zq ` fpx1, y1, z1q

Par conséquent, f est linéaire.
2. Soit u “ px, y, zq P R3.

u P Kerpf ´ IdR3q ðñ pf ´ IdR3qpuq “ p0, 0, 0q ðñ fpuq ´ u “ p0, 0, 0q

ðñ px, ´z, y ` 2zq ´ px, y, zq “ p0, 0, 0q ðñ

$

&

%

0 “ 0
´y ´ z “ 0
y ` z “ 0

ðñ y ` z “ 0 ðñ y “ ´z

ðñ u “ px, ´z, zq ðñ u “ xp1, 0, 0q ` zp0, ´1, 1q

ðñ u P vectpp1, 0, 0q, p0, ´1, 1qq

Posons BK “ pp1, 0, 0q, p0, ´1, 1qq, par double inclusion, on a montré que Kerpf ´ IdR3q “ vectpBKq.
Ainsi, BK est une famille génératrice de Kerpf ´ IdR3q. Or, cette famille contient exactement deux
vecteurs et ces deux vecteurs sont non colinéaires. Donc, BK est libre. Ainsi, BK est une base
de Kerpf ´ IdR3q.

3. Notons B “ pp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1qq la base canonique de R3. Alors :
‚ fp1, 0, 0q “ p1, 0, 0q “ 1p1, 0, 0q ` 0p1, 0, 0q ` 0p0, 0, 1q

‚ fp0, 1, 0q “ p0, 0, 1q “ 0p1, 0, 0q ` 0p1, 0, 0q ` 1p0, 0, 1q

‚ fp0, 0, 1q “ p0, ´1, 2q “ 0p1, 0, 0q ` p´1qp1, 0, 0q ` 2p0, 0, 1q

Ainsi, M “ MatBpfq “

¨

˝

1 0 0
0 0 ´1
0 1 2

˛

‚

4. detBpB1q “

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 ´1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´1 (déterminant d’une matrice triangulaire), comme detBpB1q ‰ 0, on en

déduit que B1 est une base de R3.

5. p0, ´1, 2q “ 0p1, 0, 0q ` 1p0, ´1, 1q ` 1p0, 0, 1q, ainsi les coordonnées de p0, ´1, 2q dans B1 sont

¨

˝

0
1
1

˛

‚

Alors :
‚ fp1, 0, 0q “ p1, 0, 0q “ 1p1, 0, 0q ` 0p0, ´1, 1q ` 0p0, 0, 1q

‚ fp0, ´1, 1q “ p0, ´1, 1q “ 0p1, 0, 0q ` 1p0, ´1, 1q ` 1p0, 0, 1q

‚ fp0, 0, 1q “ p0, ´1, 2q “ 0p1, 0, 0q ` 1p0, ´1, 1q ` 1p0, 0, 1q

Ainsi, T “ MatB1pfq “

¨

˝

1 0 0
0 1 1
0 0 1

˛

‚

6. Comme :
‚ p1, 0, 0q “ 1p1, 0, 0q ` 0p0, 1, 0q ` 0p0, 0, 1q

‚ p0, ´1, 1q “ 0p1, 0, 0q ` p´1qp0, 1, 0q ` 1p0, 0, 1q

‚ p0, 0, 1q “ 0p1, 0, 0q ` 0p0, 1, 0q ` 1p0, 0, 1q

Notons P “ PBÑB1 “

¨

˝

1 0 0
0 ´1 0
0 1 1

˛

‚. Alors, d’après la formule de passage M “ PTP ´1. De plus,

‚ p1, 0, 0q “ 1p1, 0, 0q ` 0p0, ´1, 1q ` 0p0, 0, 1q

‚ p0, 1, 0q “ 0p1, 0, 0q ` p´1qp0, ´1, 1q ` 1p0, 0, 1q
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‚ p0, 0, 1q “ 0p1, 0, 0q ` 0p0, ´1, 1q ` 1p0, 0, 1q

Donc P ´1 “ PB1ÑB “

¨

˝

1 0 0
0 ´1 0
0 1 1

˛

‚

7. Remarquons que T “ I3 ` E2,3, de plus, E2,3
2 “ 03, ainsi, comme I3 commute avec E2,3, d’après la

formule du binome de Newton,

T n “ pI3 ` E2,3qn “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

E2,3
k

loomoon

“03 si kě2

I3
n´k “

1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

E2,3
k “ I3 ` nE2,3 “

¨

˝

1 0 0
0 1 n
0 0 1

˛

‚

De plus,

Mn “ PT nP ´1 “

¨

˝

1 0 0
0 ´1 0
0 1 1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 1 n
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 ´1 0
0 1 1

˛

‚

“

¨

˝

1 0 0
0 ´1 ´n
0 1 n ` 1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 ´1 0
0 1 1

˛

‚“

¨

˝

1 0 0
0 1 ´ n ´n
0 n n ` 1

˛

‚

8. (a) Posons P “ I3, alors P est inversible et P ´1 “ I3, dès lors, PAP ´1 “ I3AI3 “ A, donc A est
semblable à A.

(b) Supposons que A est semblable à B, alors il existe P P GL3pRq tel que A “ PBP ´1, donc
AP “ PB, puis P ´1AP “ B, posons alors Q “ P ´1, ainsi, Q est inversible et Q´1 “ P , ainsi,
B “ QAQ´1 donc B est semblable à A.

(c) Supposons que A soit semblable à B et que B soit semblable à C, alors il existe P une matrice
inversible telle que A “ PBP ´1 et il existe Q une matrice inversible telle que B “ QCQ´1,
Alors, A “ P pQCQ´1qP ´1, posons R “ PQ, alors R est inversible et R´1 “ Q´1P ´1 de sorte
que A “ RCR´1, donc A est semblable à C.

(d) Supposons que A soit semblable à B donc il existe P une matrice inversible telle que A “ PBP ´1,
alors,

detpAq “ detpPBP ´1q “ detpP q detpBq detpP ´1q

Or, detpP ´1q “ detpP q´1, de sorte que

detpAq “ detpP q detpBq detpP q´1 “ detpBq

(e) Par contraposée, si detpAq ‰ detpBq alors A n’est pas semblable à B.
9. ‚ detpT q “ 1 ˆ 1 ˆ 1 ‰ 0 (matrice triangulaire) donc T est inversible.

‚ D’après la question 8d, detpAq “ detpT q “ 1 donc A est aussi inversible.
‚ De plus, detpNq “ 0 ˆ 0 ˆ 0 “ 0 (matrice triangulaire), donc N n’est pas inversible.

10. N2 “

¨

˝

0 α β
0 0 γ
0 0 0

˛

‚

¨

˝

0 α β
0 0 γ
0 0 0

˛

‚ “

¨

˝

0 0 γα
0 0 0
0 0 0

˛

‚ puis N3 “ N2N “

¨

˝

0 0 γα
0 0 0
0 0 0

˛

‚

¨

˝

0 α β
0 0 γ
0 0 0

˛

‚ “ 03.

Proposons plusieurs méthodes pour inverser T :

‚ Rappelons que si C et D sont deux matrices qui commutent, Cn ´ Dn “ pC ´ Dq
n´1
ř

k“0
CkDn´k, ici

on applique ce résultat avec C “ I3, D “ ´N et n “ 3 ce qui est possible car I3 et ´N commutent
dans ce cas, et on obtient :

In
3 ´ p´Nq3 “ pI3 ´ p´NqqpI3 ´ N ` N2q

Comme p´Nq3 “ ´N3 “ 03, on en déduit que In “ T ˆpI3 ´N `N2q, dès lors, T ´1 “ I3 ´N `N2

‚ T ˆpI3 ´N `N2q “

¨

˝

1 α β
0 1 γ
0 0 1

˛

‚ˆ

¨

˝

1 ´α γα ´ β
0 1 ´γ
0 0 1

˛

‚“ I3 (après calcul) donc T ´1 “ I3 ´N `N2.
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‚ On inverse T en faisant des opérations sur les lignes et en effectuant les mêmes opérations sur I3
et on trouve que T ´1 “ I3 ´ N ` N2 (flemme).

Comme A “ PTP ´1, par produit de matrices inversibles, on a

A´1 “ pP ´1q´1T ´1P ´1 “ PT ´1P ´1 “ P pI3 ´ N ` N2qP ´1

11. Si N “ 03, alors T “ I3 et donc A “ PI3P ´1 “ I3, donc A “ I3 est semblable à A´1 “ I3 d’après la
question 8a.

12. Soient E et F deux K-espace vectoriel avec E de dimension finie. Si f P L pE, F q alors dimpEq “

dimpKerpfqq ` rgpfq

13. (a) Soit y P Impwq, donc il existe x P Kerpui`jq tel que y “ wpxq “ ujpxq. Alors, uipyq “ uipujpxqq “

ui`jpxq “ 0E (car x P Kerpui`jq), dès lors, y P Kerpuiq. On a donc montré que Impwq Ă Kerpuiq.
(b) Soit x P Kerpwq, alors wpxq “ ujpxq “ 0, donc x P Kerpujq, dès lors, Kerpwq Ă Kerpujq.
(c) D’après le théorème du rang appliqué à w, dimpKerpui`jq “ dimpKerpwqq ` dimpImpwqq. D’après

les questions 13a et 13b, Kerpwq Ă Kerpuiq donc dimpKerpwqq ď dimpKerpuiqq et Impwq Ă Kerpuiq

donc dimpImpwqq ď dimpKerpujqq, ainsi, par somme d’inégalités

dimpKerpui`jqq “ dimpKerpwqq ` dimpImpwqq ď dimpKerpuiqq ` dimpKerpujqq

14. (a) D’après le théorème du rang 3 “ dimpEq “ dimpKerpuqq ` rgpuq donc dimpKerpuqq “ 1.
(b) En appliquant 13c avec i “ j “ 1, on obtient dimpKerpu2qq ď dimpKerpuqq ` dimpKerpuqq “ 2.

En appliquant 13c avec i “ 2 et j “ 1, on obtient dimpKerpu3qq ď dimpKerpu2qq ` dimpKerpuqq.
Comme u3 “ 0, Kerpu3q “ E, donc dimpKerpu3qq “ 3, ainsi, 2 ď dimpKerpu2qq. Par double
inégalité, dimpKerpu2qq “ 2

(c) Comme Kerpu2q Ă E et dimpKerpu2qq ă dimpEq, on peut en conclure, que Kerpu2q ‰ E, ainsi,
il existe a P EzKerpu2q, comme 0E P Kerpu2q, a ‰ 0, comme a R Kerpu2q, u2paq ‰ 0E . Soit
pλ1, λ2, λ3q P R3. Supposons que λ1u2paq ` λ2upaq ` λ3a “ 03.

‚ En composant par u2, on obtient, λ1u4paq ` λ2u3paq ` λ3u2paq “ 0E , comme u3 “ 0, u4 “

u3 ˝ u “ 0, donc λ3u2paq “ 0E , comme u2paq ‰ 0E , on en déduit que λ3 “ 0.
‚ Ainsi, λ1u2paq ` λ2upaq “ 0E , en composant par u, il vient λ2u2paq “ 0E , comme u2paq ‰ 0E ,

λ2 “ 0
‚ Il en découle que λ1u2paq “ 0E . Encore une fois u2paq ‰ 0E donc λ1 “ 0

Ainsi, Ba “ pu2paq, upaq, aq est une famille libre de plus, |Ba| “ 3 “ dimpEq, donc Ba est une
base de E.

(d) ‚ upu2paqq “ 0E “ 0u2paq ` 0upaq ` 0a
‚ upupaqq “ u2paq “ 1u2paq ` 0upaq ` 0a
‚ upaq “ upaq “ 0u2paq ` 1upaq ` 0upaq

donc U “ MatBapuq “

¨

˝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

˛

‚. De plus, comme on sait que f ÞÑ MatBapfq est linéaire et que

MatBapf ˝ gq “ MatBapfq ˆ MatBapgq, on peut en déduire que

V “ MatBapu2 ´ uq “ MatBapuq2 ´ MatBapuq “ U2 ´ U “

¨

˝

0 ´1 1
0 0 ´1
0 0 0

˛

‚

15. (a) D’après le théorème du rang, 3 “ dimpKerpuqq ` rgpuq donc dimpKerpuqq “ 2.
(b) Comme rgpuq “ 1, u ‰ 0, donc il existe b P E tel que upbq ‰ 0E , comme up0Eq “ 0E , en particulier

b ‰ 0E .
(c) upupbqq “ u2pbq “ 0E , donc upbq P Kerpbq, comme upbq ‰ 0E , pupbqq est une famille libre de

Kerpbq on peut la compléter en une base de Kerpbq, nécessairement une telle base contient deux
vecteurs, ainsi, en notant c un tel vecteur, pupbq, cq est donc libre. Soit pλ1, λ2, λ3q P R3. Supposons
λ1b ` λ2upbq ` λ3c “ 0E .

‚ En composant par u, il vient, λ1upbq ` λ2u2pbq ` λ3upcq “ 0E , donc λ1upbq “ 0E . Comme
upbq ‰ 0E , λ1 “ 0.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, CBcor 3

devilliers.loic@gmail.com


‚ Ainsi, λ2upbq ` λ3c “ 0E . Or, pupbq, cq est libre, on en déduit que λ2 “ λ3 “ 0.
Par conséquent, Bb “ pb, upbq, cq est une famille libre de E de plus, |Bb| “ 3 “ dimpEq, on en
déduit que Bb est une base de E.

(d) ‚ upbq “ 0b ` 1upbq ` 0c
‚ upupbqq “ 0E “ 0b ` 0upbq ` 0c
‚ upcq “ 0E “ 0b ` 0upbq ` 0c

Donc U 1 “ MatBb
puq “

¨

˝

0 0 0
1 0 0
0 0 0

˛

‚. De plus,

V 1 “ MatBb
pu2 ´ uq “ MatBb

puq2 ´ MatBb
puq “ U 12 ´ U 1 “

¨

˝

0 0 0
´1 0 0
0 0 0

˛

‚

16. (a) Soit B une base quelconque de E, d’après le cours f ÞÑ MatBpfq est un isomorphisme de L pEq

vers M3pRq. En particulier, il existe u P L pEq tel que MatBpuq “ N . Alors, MatBpu3q “ N3 “ 03,
d’après la question 10. Par injectivité, u3 “ 0. De plus, rgpuq “ rgpNq “ 2. On peut donc appliquer
le résultat des questions 14c et 14d, il existe a tel que Ba “ pu2paq, upaq, aq soit une base de E,
alors MatBapuq “ U . Par formule de changement de base, N “ PUP ´1 avec P “ PBÑBa . Ainsi,

N est semblable à U “

¨

˝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

˛

‚.

(b) Comme M “ NpN ´ I3q et que N et N ´ I3 commutent, M3 “ N3pN ´ I3q3 “ 03pN ´ I3q “ 03.
De plus,

M “ N2 ´ N “ pPUP ´1q2 ´ PUP ´1 “ PU2P ´1 ´ PUP ´1 “ P pU2 ´ UqP ´1 “ PV P ´1

Or, multiplier par une matrice inversible (à gauche ou à droite) ne change pas le rang, donc
rgpMq “ rgpPV P ´1q “ rgpV P ´1q “ rgpV q. Or, V contient une colonne nulle ainsi que deux
colonnes non colinéaires, donc rgpV q “ 2. Ainsi, rgpMq “ 2.

(c) En appliquant le résultat de la question 16a à M (car cette matrice vérifie les mêmes propriétés
que N : à savoir M3 “ 03 et rgpMq “ 2), on peut en déduire que M est semblable à U . Comme de
plus, U est semblable à N (question 8b), on en déduit d’après la question 8c, que M est semblable
à N .

(d) D’après ce qui précède, il existe Q une matrice inversible telle que M “ QNQ´1. Ainsi, en
utilisant la question 10,

A´1 “ PTP ´1 “ P pI3 ` MqP ´1 “ P pI3 ` QNQ´1qP ´1

“ P pQI3Q´1 ` QNQ´1qP ´1 “ P pQpI3 ` NqQ´1qP ´1 “ pPQqpI3 ` NqpPQq´1

Ainsi, A´1 est semblable à T , T est semblable à A donc A´1 est semblable à A (question 8c).
17.
18. Prenons A “ ´I3, alors A est inversible et A´1 “ ´I3, ainsi, d’après la question 8a, A est semblable

à A “ A´1. Supposons que A soit semblable à une matrice T “

¨

˝

1 α β
0 1 γ
0 0 1

˛

‚, alors il existe P une

matrice inversible telle que ´I3 “ PTP ´1, donc T “ P ´1p´I3qP “ ´P ´1P “ ´I3 donc comme deux
matrices égales ont mêmes coefficients, il en découle que 1 “ ´1 ce qui est absurde. La réciproque est
donc fausse.

Analye
1. Comme f est le quotient de deux fonctions dérivables sur R` donc le dénominateur est strictement

positif sur R`, f est dérivable sur R` et pour tout x P R`,

f 1pxq “
1pe x ` 1q ´ xe x

pe x ` 1q2 “
p1 ´ xqe x ` 1

pe x ` 1q2
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2. Posons g : x ÞÑ p1 ´ xqe x ` 1, par produit et somme de fonctions dérivables sur R`, g est dérivable
sur R`, et pour tout x P R`, g1pxq “ ´xe x ď 0, De plus, comme g1 s’annule qu’en 0, on peut en
déduire que g est strictement décroissante sur R`. Remarquons que gp1q “ 1 et gp2q “ 1 ´ e 2 ă 0,
ainsi, gp2q ă 0 ă gp1q, comme g est continue sur r 1 ; 2 s, d’après le théorème des valeurs intermédiaires,
il existe α P r 1 ; 2 s tel que gpαq “ 0, comme gp2q ă gpαq “ 0 ă gp1q, on peut aussi affirmer que
α P s 1 ; 2 r. De plus, comme g est strictement décroissante, elle est injective, donc g s’annule une et

une seule fois sur R`. De plus, comme, pour tout x ě 0, f 1pxq “
gpxq

pe x ` 1q2 , f 1pxq “ 0 ssi gpxq “ 0 ssi

x “ α. Dès lors, f 1 s’annule une et une seule fois sur R`.
3. import numpy as np

def g(x):
return (1-x)*np.exp(x)+1

def Dichotomie(epsilon):
assert epsilon > 0
a=1# g(a)>0
b=2# g(b)<0
while b-a>epsilon:

c=(a+b)/2
if g(c)<0:# alors g(c) < 0 < g(a)

b=c#on regarde g sur [a,c]
else:# alors g(b)< 0 <= g(c)

a=c#on regarde g sur [b,c]
return a

4. On a p1 ´ αqe α ` 1 “ 0, comme 1 ´ α ă 0, on a e α “
1

α ´ 1 donc

fpαq “
α

e α ` 1 “
α

1
α ´ 1 ` 1

“
αpα ´ 1q

1 ` pα ´ 1q
“ α ´ 1

5. Commençons par faire le DL2p0q d’exponentielle 1 :

fpxq “
0

x

1 ` x `
x2

2 ` Opx2q ` 1
“

x

2 ` x `
x2

2 ` Opx2q

“
x

2 ˆ
1

1 `
x

2 `
x2

4 ` Opx2q

On pose alors u “
x

2 `
x2

4 ` Opx2q ÝÝÝÑ
xÑ0

0, alors u2 “
x2

4 ` Opx2q, comme u2 „
x2

4 , Opu2q “ Opx2q.
Ainsi,

fpxq “
x

2 ˆ
1

1 ` u
“

x

2 p1 ´ u ` u2 ` Opu2qq

“
x

2

„

1 ´

ˆ

x

2 `
x2

4 ` Opx2q

˙

`

ˆ

x2

4 ` Opx2qq

˙

` Opx2q

ȷ

“
x

2

´

1 ´
x

2 ` Opx2q

¯

“
x

2 ´
x2

4 ` Opx3q

6. Ainsi, par troncature à l’ordre 1, y “
x

2 est la tangente de f en 0, fpxq ´
x

2 „
0

´
x4

4 , comme deux
fonctions équivalentes en 0 ont même signe au voisinage de 0, on en déduit que f est en dessous de sa
tangente en 0 au voisinage de 0.

1. À l’ordre 2, car on a anticipé le x au numérateur qui fera gagner un ordre à la toute fin.
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7. Comme g est strictement décroissante sur R`, pour tout x P r 0 ; α r, gpxq ą gpαq “ 0, ainsi, f 1 est
strictement positive sur r 0 ; α r et f 1pαq “ 0, donc f est strictement croissante sur r 0 ; α s. De même,
comme g est strictement décroissante sur R`, pour tout x P s α ; `8 r, gpxq ă gpαq “ 0, ainsi, f 1pxq ă 0
et f 1pαq “ 0, donc f est strictement décroissante sur r α ; `8 r.
De plus, fp0q “ 0, fpxq „

`8

x

e x
ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

0 (par croissance comparée).

‚
1

Figure 1 – La courbe de f en rouge avec la tangente en 0 en bleu.

8. Notons m : x ÞÑ e x ` 1, par quotient de fonctions de classe C n sur R` dont le dénominateur ne
s’annule pas f est de classe C n tout comme m. De plus, mp0q : x ÞÑ e x `1, tandis que pour tout i P N˚,
mpiq : x ÞÑ e x. Appliquons la formule de Leibniz à f ˆ m : x ÞÑ x, (avec n ě 2) :

n
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

f piqmpn´iq “ 0

En isolant le terme pour i “ n, il vient

f pnq : x ÞÑ
´e x

e x ` 1

n´1
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

f piqpxq

9. Comme f est strictement croissante et continue sur r 0 ; α s, d’après le théorème de la bijection stric-
tement monotone, f réalise une bijection de r 0 ; α s vers J “ fpr 0 ; α sq “ r fp0q ; fpαq s “ r 0 ; α ´ 1 s

10. Soit n P N˚, alors 0 ď
α ´ 1

n
ď α ´ 1, il en découle que α ´ 1

n
P J , or, f réalise une bijection de r 0 ; α s

vers J , ainsi, α ´ 1
n

admet un unique antécédent dans r 0 ; α s. Ainsi, il existe un unique un P r 0 ; α s

tel que fpunq “
α ´ 1

n
. Remarquons que un “ h

ˆ

α ´ 1
n

˙

.

11. Comme f est strictement croissante sur r 0 ; α s, on en déduit que h est aussi strictement croissante.
Soit n P N˚, remarquons que α ´ 1

n ` 1 ă
α ´ 1

n
, par croissance stricte de h, on en déduit que

h

ˆ

α ´ 1
n ` 1

˙

ă h

ˆ

α ´ 1
n

˙

Donc un`1 ă un. Ainsi, la suite punqn est strictement décroissante.

12. Comme f est continue sur r 0 ; α s, h est aussi continue sur J en particulier en 0, or, α ´ 1
n

ÝÝÝÑ
nÑ8

0,

donc d’après la caractérisation séquentielle de la continuité en 0, h

ˆ

α ´ 1
n

˙

ÝÝÝÑ
nÑ8

hp0q, or fp0q “ 0,

donc hp0q “ 0, on en déduit que un ÝÝÝÑ
nÑ8

0

13. La fonction f est dérivable en 0 et f 1p0q “ 1{2 ‰ 0, d’après le théorème de dérivabilité de la bijection
réciproque, on en déduit que h est dérivable en 0 “ fp0q et que

h1p0q “
1

f 1php0qq
“

1
f 1p0q

“ 2

Dès lors, comme h est dérivable en 0, h admet un DL1p0q :

hpxq “
0

hp0q ` xh1p0q ` Opxq “ 2x ` Opxq „ 2x

En particulier, h

ˆ

α ´ 1
n

˙

„ 2α ´ 1
n

. On en déduit que un „ 2α ´ 1
n
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14. Soit x P R`, alors kpxq “ x ssi 1 ` e ´x “ x ssi e x ` 1 “ xe x ssi e xp1 ´ xq ` 1 “ 0 ssi gpxq “ 0 ssi x “ α

15. Comme α ą 1, α “ kpαq “ 1`e ´α ă 1`e ´1 (par croissance stricte d’exponentielle), ainsi, α´1 ă e ´1

16. Remarquons que k est continue sur r 1 ; `8 r, dérivable sur s 1 ; `8 r, de plus pour tout x ą 1,

|k1pxq| “ | ´ e ´x| “ e ´x ă e ´1

D’après l’inégalité des accroissements finis, k est e ´1-lipschitzienne sur r 1 ; `8 r. En particulier, pour
tout x ě 1, |kpxq ´ kpαq| ď e ´1|x ´ α| comme kpαq “ α, |kpxq ´ α| ď e ´1|x ´ α|

17. Remarquons que r 1 ; `8 r est un intervalle stable par k, en effet si x ě 1, kpxq “ 1 ` e ´x ě 1. Ainsi,
pour tout n P N, vn P r 1 ; `8 r. Posons, pour n P N, Ppnq : «|vn ´ α| ď e´pn`1q»

‚ Pour n “ 0, |v0 ´ α| “ α ´ 1 ă e´1 (question 15) donc Pp0q est vraie.
‚ Soit n P N, supposons Ppnq vraie. Alors, comme vn ě 1, d’après la question 16, il en découle que

|vn`1 ´ α| “ |kpvnq ´ α| ď e´1|vn ´ α| ď
Ppnq

e´1e´n´1 “ e ´pn`2q

Ainsi, Ppn ` 1q est vraie.
‚ Par récurrence, pour tout n P N, |vn ´ α| ď e´n´1

18. Comme e´n´1 ÝÝÝÑ
nÑ8

0, par le théorème des gendarmes, on en déduit que vn ´ α ÝÝÝÑ
nÑ8

0 donc que
vn ÝÝÝÑ

nÑ8
α, il suffit d’approximer α par vn avec n assez grand :

import numpy as np

def Approximation(epsilon):
assert epsilon > 0
v = 1# v = v_0
E = np.exp(-1)#majoration de l'erreur pour n = 0
r = np.exp(-1)
while E > epsilon:

v = 1+np.exp(-v)#v_{n+1}=k(v_n)
E = E*r# la majoration de l'erreur est une suite géométrique de raison r

#Quand la boucle while s'arrête, cela veut dire que e^{-n-1}<epsilon
#donc que |v_n-alpha| < epsilon
return v

19. Dans la dichotomie, l’erreur est majorée par 2´n, dans la méthode qui précède l’erreur est majorée
par e´n´1, comme e ´n´1 “ Op2´nq, on en déduit que la seconde méthode converge plus rapidement.
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