
Marchons dans les mines de la Moria (a.k.a. «fuyez pauvres fous !»)

1. Par définition de l’espérance, EpXkq “ 1PpXk “ 1q ` p´1qPpXk “ ´1q “
1
2 ´

1
2 “ 0. De plus, par

définition de la variance, VpXkq “ EppXk ´ EpXkqq2q “ EppXk ´ 0q2q “ Ep1q “ 1
2. Par linéarité de l’espérance,

EpSnq “ Ep

n
ÿ

k“1
Xkq “

n
ÿ

k“1
EpXkq “

n
ÿ

k“1
0 “ 0

De plus, par somme de variables aléatoires deux à deux non corrélées (car indépendantes),

VpSnq “ V

˜

n
ÿ

k“1
Xk

¸

“

n
ÿ

k“1
VpXkq “

n
ÿ

k“1
1 “ n

3. pX1 “ 1q et pX1 “ ´1q sont deux évènements qui forment un système complet d’évènements. Ainsi,
d’après la formule des probabilités totales :

PpS2 “ 2q “ PpS2 “ 2 X X1 “ 1q ` PpS2 “ 2 X X1 “ ´1q

“ PpX1 ` X2 “ 2 X X1 “ 1q ` PpX1 ` X2 “ 2 X X1 “ ´1q

“ PpX2 “ 1 X X1 “ 1q ` PpX2 “ 3 X X1 “ ´1q “ PpX2 “ 1qPpX1 “ 1q ` 0 “
1
4

PpS2 “ 0q “ PpS0 “ 2 X X1 “ 1q ` PpS0 “ 2 X X1 “ ´1q

“ PpX1 ` X2 “ 0 X X1 “ 1q ` PpX1 ` X2 “ 0 X X1 “ ´1q

“ PpX2 “ ´1 X X1 “ 1q ` PpX2 “ 1 X X1 “ ´1q

“ PpX2 “ ´1qPpX1 “ 1q ` PpX2 “ 1qPpX1 “ ´1q “
1
2 ˆ

1
2 `

1
2 ˆ

1
2 “

1
2

PpS2 “ ´2q “ PpS2 “ ´2 X X1 “ 1q ` PpS2 “ ´2 X X1 “ ´1q

“ PpX1 ` X2 “ ´2 X X1 “ 1q ` PpX1 ` X2 “ ´2 X X1 “ ´1q

“ PpX2 “ ´3 X X1 “ 1q ` PpX2 “ ´1 X X1 “ ´1q “ 0 ` PpX2 “ ´1qPpX1 “ ´1q “
1
4

4. Comme on l’a démonté à la question précédente PpS2 “ 2XX1 “ ´1q “ 0, or PpS2 “ 2qPpX1 “ ´1q “
1
4 ˆ

1
2 “

1
8 . Ainsi, les variables aléatoires S2 et X1 ne sont pas indépendantes.

5. X1pΩq “ t´1, 1u, ainsi, ´X1pΩq “ t1, ´1u, De plus, Pp´X1 “ 1q “ PpX1 “ ´1q “
1
2 et Pp´X1 “

´1q “ PpX1 “ 1q “
1
2 , ainsi, ´X1 a bien la même loi que X1. Soit ω P Ω, alors si X1pωq “ 1, alors

p´X1qpωq “ ´1 et si X1pωq “ ´1, alors p´X1qpωq “ 1, ainsi, X1 et ´X1 sont des variables aléatoires
différentes.

6. En appliquant la formule d’addition du cosinus, puis la linéarité de l’espérance, il vient,

EpcospS ` T qq “ EpcospSq cospT q ´ sinpSq sinpT qq “ EpcospSq cospT qq ´ EpsinpSqqEpcospT qq

Comme S et T sont indépendantes, par propriétés des variables aléatoires images, cospSq et cospT q

sont indépendantes, de même, sinpSq et sinpT q sont indépendantes. Or l’espérance du produit de deux
variables aléatoires indépendantes est égale au produit des espérances. Il vient

EpcospS ` T qq “ EpcospSqqEpcospT qq ´ EpsinpSqqEpsinpT qq

Appliquons la formule de transfert pour calculer EpsinpT qq :

EpsinpT qq “
ÿ

tPT pΩq

sinptqPpT “ tq “
ÿ

tPT pΩq
tă0

sinptqPpT “ tq ` sinp0qPpT “ 0q `
ÿ

tPT pΩq
tą0

sinptqPpT “ tq
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Remarquons que t ÞÑ ´t induit une bijection de T pΩq XR˚
´ vers T pΩq XR˚

` (car T et ´T ont la même
loi), ainsi par changement d’indice u “ ´t dans la première somme

EpsinpT qq “
ÿ

uPT pΩq
uą0

sinp´uqPpT “ ´uq ` 0 `
ÿ

tPT pΩq
tą0

sinptqPpT “ tq

“
ÿ

uPT pΩq
uą0

´ sinpuqPpT “ uq `
ÿ

tPT pΩq
tą0

sinptqPpT “ tq “ 0

Ainsi, EpcospS ` T qq “ EpcospSqqEpcospT qq

7. Procédons par récurrence, avec la propriété Ppnq : «pour tout t P R, EpcosptSnqq “ cosnptq».
‚ Pour n “ 1. Pour tout t P R, d’après la formule de transfert,

EpcosptS1qq “ EpcosptX1qq “ cospt1qPpX1 “ 1q ` cospt ˆ ´1q “ cosptq
1
2 ` cosp´tq

1
2 “ cosptq

‚ Soit n P N˚. Supposons Ppnq vraie. Soit t P R D’après le lemme des coalitions tSn et tXn`1 sont
indépendantes. De plus, tXn`1 et ´tXn`1 ont la même loi (elles prennent les valeurs t et ´t avce
probabilité 1

2 chacune si t ‰ 0 et sont égale si t “ 0), ainsi, d’après la question 6 ,

EpcosptSn`1qq “ EpcosptSn ` tXn`1qq “ EpcosptSnqEptXn`1q “ cosnptq cosptq “ cosn`1ptq

Dès lors, Ppn ` 1q est vraie.
8. On remarque que S2p`1 est une somme de nombres impairs et qu’il y a un nombres impairs dans la

somme, ainsi S2p`1 est impair. Donc pS2p`1 “ 0q est un évènement impossible. Donc PpS2p`1q “ 0.
Pour que l’évènement pS2p “ 0q se réalise, il faut et suffit qu’il y ait autant de termes égaux à 1 dans
la somme que de termes égaux à ´1. Il faut donc p termes égale à 1 et p termes égale à ´1. Il y
a

`2p
p

˘

façons de choisir lesquels des Xk vaut 1, une fois ce choix fait, les autres Xk vaille ´1. Soit
px1, x2, . . . , x2pq P t´1, 1u2p, par indépendance

Pp

2p
č

k“1
pXk “ xkqq “

2p
ź

k“1
PpXk “ xkq “

1
22p

. Ainsi, PpS2p “ 0q “

`2p
p

˘

4p

Les intégrales de Bruce Wallis

Soit n P N. On note Wn “

ż π
2

0
cosnptq dt.

1. Donner une primitive de cos ainsi que la dérivée de t ÞÑ cosn`1ptq.

2. En intégrant par parties Wn`2 “

ż π
2

0
cosn`1ptq ˆ cosptq dt, démontrer que Wn`2 “

n ` 1
n ` 2Wn.

3. Démontrer que pour tout n P N, W2n`1 “
22npn!q2

p2n ` 1q! .

4. Posons t “ arcsinpuq, comme u P r 0 ; 1 s, sinptq “ sinparcsinpuqq “ u, de sorte que cosptq dt “ du,
Ainsi, par changement de variable,

In “

ż 1

0
p1 ´ sin2ptqqn cosptq dt “

ż 1

0
cosptq2n cosptq dt “ W2n`1

5. Posons u : t ÞÑ t et v : t ÞÑ ´
cosn`1ptq

n ` 1 , alors pu, vq P C 1pr 0 ; π{2 s ,Rq2, u1 : t ÞÑ 1 et v1 : t ÞÑ

sinptq cosnptq. Ainsi, par intégration par parties :
ż π{2

0
t sinptq cosnptq dt “

„

t ˆ ´
cosn`1ptq

n ` 1

ȷπ{2

0
´

ż π{2

0
1 ˆ

ˆ

´
cosn`1ptq

n ` 1

˙

dt “
Wn`1
n ` 1

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, DS8cor 2

devilliers.loic@gmail.com


Je n’ai pas de titre drôle, mais vos réponses absurdes feront l’affaire

1. fpxq “

1 ` x `
x2

2 `
x3

6 ` Opx3q

1 ` x ´
x3

6 ` Opx3q

. On pose u “ x´
x3

6 ` Opx3q, alors u2 “ x2 ` Opx3q, u3 “ x3 ` Opx3q,

comme u3 „ x3, Opu3q “ Opx3q. Ainsi,

fpxq “
0

p1 ` x `
x2

2 `
x3

6 ` Opx3qq
1

1 ` u

“ p1 ` x `
x2

2 `
x3

6 ` Opx3qqp1 ´ u ` u2 ´ u3 ` Opu3qq

“

ˆ

1 ` x `
x2

2 `
x3

6 ` Opx3q

˙ ˆ

1 ´ px ´
x3

6 ` Opx3qq ` x2 ` Opx3q ´ x3 ` Opx3q

˙

“

ˆ

1 ` x `
x2

2 `
x3

6 ` Opx3q

˙ ˆ

1 ´ x ` x2 ´
5x3

6 ` Opx3q

˙

“ 1 `
x2

2 ´
x3

6 ` Opx3q

2. La fonction x ÞÑ 1 ` sinpxq est de classe C 3 sur s ´π{2 ; π{2 r et ne s’annule pas sur cet intervalle,
x ÞÑ e x est aussi de classe C 3. Par quotient de deux fonctions de classe C 3 dont le dénominateur ne
s’annule pas, f est de classe C 3 sur s ´π{2 ; π{2 r. Ainsi, d’après la formule de Taylor-Young :

fpxq “
0

fp0q ` f 1p0qx `
f2p0qx2

2 `
f p3qp0qx3

6 ` Opx3q

Par unicité d’un développement limité, fp0q “ 1, f 1p0q “ 0, f2p0q “ 1 et f p3qp0q “ ´1.

Un exercice où vous allez prendre votre pied !
1. Il y a dix chaussures à aligner, il s’agit donc de dénombrer les permutations à 10 éléments, soit 10!

2. Il s’agit de prendre deux éléments dans un ensemble à dix éléments soit
`10

2
˘

“
10 ˆ 9

2 “ 45 possibilités.

3. Pour la chaussure gauche il y a cinq possibilités et cinq possibilités pour la chaussure droite, soit
5 ˆ 5 “ 25 possibilités.

4. Il y a cinq possibilités de choisir la chaussure gauche. Mais une fois la chaussure gauche choisie il ne
reste que quatre possibilités pour la chaussure droite. Soit 5 ˆ 4 “ 20 possibilités.

5. Soit la chaussure gauche est rouge et celle de droite est verte ce qui fait 3 ˆ 2 “ 6 possibilités, soit la
chaussure gauche est verte et celle de droite rouge ce qui fait 2 ˆ 3 “ 6 possibilités. En sommant sur
ces deux cas disjoints, cela fait 12 possibilités.
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