Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.
Correction de ’exercice 3.

Correction de ’exercice 4.

Correction de ’exercice 5. 1. Posons f: ¢ — , cette fonction est définie et continue sur |0;1[

1
In(t)
(comme inverse d’une fonction continue et qui ne s’annule pas sur |0;1[. Soit z € |0;1[, alors comme f
est continue sur [:L’2 : x], (x) est bien définie.

2. Soit x € ]0;1[, remarquons alors que 2

vient

< z. Par croissance de la fonction logarithme sur [3:2 ;:1;], il

Vte[z®;a] In(z?) < In(t) < In(z) < 0
Par passage a l'inverse (décroissante sur R*), il s’ensuit
1 1 1
<

el ] e S @ S e

Ainsi, en intégrant sur [:B2 ;x], on a par croissance de l'intégrale (avec x?

1 1 o1
——dt< | —xdt< | ——dt
Lz In(x) L2 In(t) Lz In(x2)

2 2 2 2

<)

T—x T —x ¢ —x Tt —x
el Lt <" . < < 2 0 N
Ainsi, (@) S o(r) < In(2?) Ainsi, 3Tn(z) o(x) () Or z° —x 2 0~ et In(x) %
_ T2 —
par quotient, ror_, 0, de méme * — 0, par théoréeme d’encadrement, p(z) — 0. Ainsi, ¢ se
In(z) 70 21n(z) 70 z—0

prolonge en 0.

3. Comme f est continue sur ]0;1[, il existe F' une primitive de f sur ]0;1[, ainsi pour tout = € ]0;1],
o(z) = F(2?) — F(x), or F et @ — 2% sont dérivables sur ]0;1[, par composition et soustractions de
fonctions dérivables, ¢ est dérivable sur |0;1[ et

2z 1 z—1
i1 '(2) = 22F'(2%) — F'(z) = 22 f(2?) — = - =
Veel0sl[ @) = 20F () ~ F(@) = 20f(0) — f(2) = ooy — s = o
Correction de I’exercice 6. Soit n € N. Pour z[0;1], 1 < 14+z < 2. Comme la fonction inverse es décroissante

sur R*, 1 7{2 < 1/(1 + z) < 1. En multipliant par 2™ (qui est positif donc ne change pas le sens des inégalités),
x x

> S172 < z". Par croissance de 'intégrale,

1 1 " 1
Jx”/deéJ dxéjx”dx
0 01+£E 0

En calculant 'intégrale de droite et celle de gauche il vient :

1 Jl z" 1
< dz <
2(n+1) ol+z n+1

1 n
Or,1/(n+1) —— 0 et 2/2(n + 1) —— 0. D’apres le théoréme d’encadrement, on f 13: dz —— 0.

n— 00 n— 00 0 +x n—a0
Correction de ’exercice 7. 1. Si f est positive, alors |f| = f et donc f et | f | ont la méme intégrale.
b
Réciproquement, supposons J lf| = f f- Ainsi, par linéarité de l'intégrale, f |f| = f = 0. Or, comme
< |fl, IfI—=f = 0. Ainsi, |f| — f est une fonction positive, continue (par composée avec la valeur absolue
qu1 est une fonctlon continue ' et par différence) et d’intégrale nulle. D’apres le théoreme de nullité de
Pintégrale, on en déduit que |f| — f = 0 soit f = |f|. Par conséquent, f est une fonction continue.

1. Car 1-lipschitzienne

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, TD20 1


devilliers.loic@gmail.com

2. Proposons deux méthodes :
e Comme f et |f| sont continues sur [a;b], leur intégrale est la limite des sommes de Riemann. Or, par

inégalité triangulaire sur une somme :
b—a
o= = f 1

— —a
Z <a + /~c )
) > f f et que le module est continue, par caractérisation

e ( o
b—

séquentielle de la limite, a+ ki

conservées par passage a la limite, on en déduit que

I

b

b_an—l
<=2
n

k=0

De plus, comme
b

n—00 af'

Lbf < Lblfl.

son module et § un argument de ce complexe (si ce complexe

Comme les inégalités larges sont

. J f est un complexe. Posons p =
a

b
f = pei?. Par conséquent, fe_ie f = p. Ainsi, par définition de

a

est nul, prenons # = 0). Ainsi, J
a
I'intégrale d’une fonction a valeurs complexes :

b b
p= J Re(e 19f) + iJ Im(e ') eR

b
Par identification des parties réelles et imaginaires d’un complexe, on en déduit que J Im(e -0 )=0

b a
et p = f Re(e 7% f). Rappelons que Re(z) < |z| pour tout z € C, ainsi Re(e ™'f) < e 10 f| = |f].

a Lbf ,
J.s

b
linéarité de l'intégrale, f |f| —Re(e % f) = 0. Subséquemment, | f| —Re(e 7% f) est une fonction continue,

b b
Par croissance de 'intégrale, il vient p = J Re(e 710 f) < J || Et comme p = on en déduit que
a a

g <Lb|f|-

3. En reprenant les notations introduites dans la question précédente. Supposons

b
= J |f|. Alors, par

positive et d’intégrale nulle, ainsi d’aprés le théoréme de nullité de I'intégrale, |f| — Re(e 71 f) = 0. Donc
b

le719f| = Re(e719f) Dot e 719 f = [e 719 f|. Ainsi, f = e'?|f|. Ainsi, si f fl= j |f1, alors il existe 6 tel
a a

que f = el f|. Autrement, dit la fonction f prend ses valeurs sur une demi-droite partant de 0.

‘| x me]:le\f\

ssi il existe 6 € R tel que f = e!?|f].

Réciproquement, s'il existe € R tel que f = ei?|f|, alors
b b

A=l
a a
b

)

Correction de ’exercice 8.

VI

e”m\ _

b
En conclusion, f If] =
a

Correction de ’exercice 9.
Correction de ’exercice 10.

Correction de 1’exercice 11.
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Correction de I’exercice 12. 1. X?" —1 est un polynéme de degré 2n qui admet 2n racines distinctes qui

sont les racines 2n-iéme de 1'unité. Ces racines sont e' 2» pour” k € [0;2n — 1]. Comme X2" — 1 est
unitaire, on peut écrire :

2n—1 . n—1 oy 271 . n-l B 2
2 _ PRT i km i km _ i kT it
x -1 = [] (X—e n)—H(X—e ) I1 (X—e n)j:2_n7k (X—e n)H(X—e
k=0 k=0 k=n k=0 j=1
n—1

= (X -1)(X+ 1)n_1 <X2 —2X cos <l‘:> + 1>

k=1

On remarque que X — 1 et X + 1 sont des polynomes irréductibles (car de degré 1) et pour tout k €

k s T 3 s
[1;n—17], X2 —2X cos <W> + 1 est un polynoéme réel de degré 2 dont les racines sont i et e i
n

donc complexes non réelles, ainsi ce polynéme est irréductible. Ainsi, on a bien la décomposition en
facteurs irréductibles de X" — 1 dans R[X].

2. Soit te[0;m] :

3. D’

Sit =0, alors a® — 2acos(t) + 1 = (a —1)®> > 0 (car a # 1)

Sit =, alors a? —2acos(t) + 1 = (a+1)? > 0 (car a # —1)

Site]o;m[, X2 —2Xcos(t) +1 = (X —e'?)(X —e~i?), ainsi le polynéme X? — 2X cos(t) + 1 est
un polynéme de degré 2 n’ayant pas de racines réelles donc garde un signe constant sur R, comme le
coefficient devant le X2 est positif, on en déduit que la fonction polynomiale associée ne prend que des
valeurs strictement positives sur R en particulier, a® — 2a cos(t) + 1 > 0.

aprés ce qui précede, t — a? — 2acos(t) + 1 prend des valeurs strictement positives sur [0;7] et est

continue sur [ 0; 7 ], par composition avec le logarithme (fonction continue sur R*), ¢ + In(a®—2a cos(t)+1)
est continue sur [0; 7 ]. En particulier, on peut appliquer le théoréme des sommes de Riemann :

T — km
2 _ . N .
J In(a® —2acos(t) +1) = lim S, ou 72 <a 2a cos ( > + 1>

0

B\ﬂ

Soit n € N*.

Su = Tlna?+1)+In (]:[ (a —2acos<k:>+1>)—Zln(a2+1)+zln<wf2:)(_a1+1)>

2n

——0Oet

Si|a| < 1, alors a
n—0o0

n—1 1

@a—Da+1) mow I—afat1) "

Par continuité du logarithme,

ln(m—CLZ(—czlﬂ)) = 1“<<1—a>1<a+1>>

Par produit et par somme, S, — 0.
n—

Si |a| > 1, alors :
Sy = T In(a® + 1) — T In(a® — 1) + T In(a®" — 1)
n n

n

2. On

pourrait gagner du temps en affirmant que 'on peut prendre k € [ —n + 1;n] car c’est plus symétrique par rapport & 0.
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Or, In(a® — 1) = In(|a|*® — 1) = In(|a]?*"(1 — |a|~2")) = 2n1n(|a|) + In(1 — |a|=2"). Ainsi,

Su = "In(a® +1) — = In(a® — 1) + 2rIn(jal) +  In(1 — [a| ")
n n n

Par produit et par somme S, —o 2 In(|al). Ainsi :
n—

T 0 si |a| <1
In(a? — 2 1) dt =
L n(a” — 2acos(t) + 1) dt {27r1n(ya\) S o] >1
Correction de l’exercice 13. 1. Comme g est continue sur [0;1], d’apres le théoréme des sommes de

b
Riemann, — Z g(k/n) — g(x) dz. Or, pour tout k € [0;n — 1], a < g(k/n) < b. Par somme

a
n—1
d’inégalités, on obtient na < Z g(k/n) < nb. En divisant par n,

12 (k/n) <

3

1
Comme les inégalités larges sont conservées par passage a la limite, a < J g(z) dz < b. Par conséquent,

flg(m‘) dz e [asb] 0

0
n—1
2. Posons, pour tout k€ [0;n — 1], Ay = 1/n, alors >, A\p = 1. Ainsi, comme ¢ est convexe en utilisant le
k=0

résultat de I’exercice 30 du TD11, on obtient :

n—1 n—1
” (Z Akg(k/n)> < ) Alpog)(k/n) (1)
k=0

k=0
Par composée de fonctions continues, wog est continue, ainsi, d’apres le théoreme des sommes de Riemann

- 1
Z)\k (pog)(k/n) =%Z (pog)(k/n) —— Ogo(g(:v))dx

n—0o0
k=0

De plus, d’aprés ce méme théoreme :

- 1
Z Aeg(k/n) = % Z (k/n) — . g(x) dzx

n—0

1

Or ¢ est continue sur [a;b] donc en f g, donc par caractérisation séquentielle de la limite
0

@ (:Z: g(’f/ﬂ)) —=9 (folg(x) dx)

On utilise alors I'inégalité (1) et on passe a la la limite (les inégalités larges sont conservées par passage

a la limite), ainsi
1 1
()
0 0

Correction de ’exercice 14. 1. Pour tout ¢t > —1,
. S0 =
1+t
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—1

o fU(t) = A+02
¢ PO =200+ = ft)g
. [0 () = —6(1+1)? _ =6

(1+1¢)8 (1+t)*

(=D (k- 1)
(1+t)k

vraie, alors on peut dériver f (k) par la formule de I'inverse d’une fonction dérivable, ainsi

On pose ainsi ’hypothése de récurrence, Z(k) : « f¥): t — . Soit k € N*, supposons Z (k)

®. (D" — D! x k(1 + )1 (=1)Fk!
it (1+t)2k - (1+t)k+1

(~)F1(k - 1)!
(1+t)k

Dés lors, Z(k+1) est vraie. Par récurrence, on a prouvé que pour tout k € N*, f(¥): ¢

(k—1)! - (k—1)!
(1+tk = 1
%) sur [0;1] est atteint en 0 et vaut (k — 1)!.

. Soit k€ N* et t € [0;1], alors |f*)(¢)] = = |f®)(0)]. Ainsi, la valeur maximum de

. Appliquons la formule de Taylor & a = 0 et = 1, on obtient :

F(1) = i f(k)(o) (1- O)k + jl(l_ﬂnf(rwl)(t) dt = In(1) + i ﬂ + Jl(l_t)nf(n—s-l)(t) dt

| |
0 n: 1 k 0 n:

1 n n ! "
Jﬂ—t)fwn(t) dt‘ <f1<1;!”rf<”+”(t>\dt<f o contar = —

1 0 n' 0 0 n' n + 1
s & (—1)Ft
Par encadrement, cela montre que® Y, ~—— — In(2).
=1 k n—+00

Correction de l’exercice 15. Notons f: xz — e et b = 1 et a = 0. Soit n € N, remarquons que f €
¢"*1([a;b],R), appliquons donc la formule de Taylor avec reste intégrale :

n!

D Y R L

On a donc

k=0 0
no1
Majorons la valeur absolue de e — —
K=o k!
51 - L1 —¢)n 1
e—Z—' <J ( ')etdt)éf( ')eldtze1 '—>0
= k! 0 n! o nl (n+1)! noo

no1
Ce qui prouve que < > k') est bien une suite convergente et qu’elle converge vers e.
k=0 ™/ neN

3. Dans le chapitre sur les séries, on notera Y,

+o0 (_1)k—1
- = In(2).

k=1
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int

Correction de ’exercice 16. Soit n € N*, appliquons la formule d’intégration par parties a f et ¢t — —
in
qui sont bien des fonctions de classe ¢! sur [a;b] on a donc :

[roeea-[oe] [

| (b)| einb eina
= d —0,d —— 0. De pl
o 0, donc f(b)— o 0, de méme f(a) o 0. De plus,

On remarque que

n—00

o i< Jlf f|f’ hae

Donc, par somme de termes tendant vers 0, on a montré que

b
f ft)e'™dt —— 0

n—aoo
Correction de 1’exercice 17.

Correction de ’exercice 18. La fonction g est continue sur [a;b]. D’apres le théoréme des bornes atteintes,
elle est bornée et atteint ses bornes : il existe (o, 3) € [a;b]? tel que pour tout z € [a;b], g(a) < g(x) < g(B).
Pour tout z € [a;b], f(z) = 0, ainsi f(z)g(a) < f(x)g(x) < g(B)f(x), par croissance de I'intégrale, on a donc :

o) j ) da = f )l dx < f f)a(e) dr < j "9(8) 1) dz = g(8) f ' f(a) da

b
Comme f est positive, J f(x) dz = 0. Distinguons les cas :
a

ff
ff

Comme g est continue sur [« ;3] (ou [ ;] si f < «), on peut donc appliquer le théoréme des valeurs
intermédiaires :
f fla

f fa

b
Ainsi, pour un tel c€ [a;b], j f(z)g(z) do = g(c)f f(z)dz

b
Si f f(z) dx > 0, alors

< 9(B)

dee|a; ]

e Si J f(x) dx = 0, alors comme f est positive et continue, d’apres le théoréeme de stricte positivité de

Pintégrale, on peut en conclure que f = 0, ainsi 1’égalité demandée sera vraie pour tout c € [a;b].

1 1 1
Correction de l’exercice 19. e Par linéarité de l'intégrale J ft)—tdt = J f(t)dt — J tdt =0.
0 0
e Supposons que pour tout t € [0;1], f(t) > t, alors f(t) —t > 0 et donc par I'intégrale d’une fonction
1
continue, positive et au moins strictement positive, on aurait | f(t) —tdt > 0, ce qui n’est pas le cas,

0
donc notre hypothese est absurde, donc il existe ty € [0;1] tel que f(to) —t <0
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e De méme, supposons que pour tout ¢t € [0;1]¢ > f(¢), alors t — f(¢) > 0 et donc par l'intégrale d’une
1
fonction continue, positive et au moins strictement positive, on aurait J t— f(t)dt > 0, ce qui n’est pas

le cas, donc notre hypothese est absurde, donc il existe t1 € [0;1] tel q?le t1 — f(t1) <0.

e Posons donc g: t — f(t)—t, g est continue sur [0; 1], g(to) < 0 et g(t1) = 0, par application du théoréeme
des valeurs continues, il existe to € [tg;t1] (ou [¢1;t0]) tel que g(t2) = 0, donc f(t2) — to = 0, ainsi ty
est un point fixe de f.

e

Correction de l’exercice 20. 1. Notons g: t — 11 cette fonction est définie et continue sur R\{—1}

(comme quotient de fonctions continues et dont le dénominateur ne s’annule pas sur R\{—1}). Or
€T

d’apres le cours, | g¢(t) dt existe si et seulement si g est continue sur [0;z ]. Donc, pour que f(x) existe,

0
il faut et suffit que [0;2] < R\{—1}. Ceci est possible si et seulement si x > —1. Ainsi 'ensemble de
définition de f est | —1;+00].

T
2. Comme g est continue sur |—1;+00[,  — J g(t) dt y est dérivable comme primitive de g. Ainsi, par

0
produit de fonctions dérivables, f est dérivable sur | —1;+00[. De plus, pour tout z > —1, on a :

T x t x
() = | g(t)dt — | S dt+a-"
F@) = [ otar+age) - | 55 at+ar

T
On remarque que g est une fonction positive sur | —1;+c0[. Ainsi, pour > 0, f g(t) dt = 0 (inté-

0
grale d’une fonction positive dont les bornes sont dans le bon sens), z > 0 et g(z) = 0, donc par produit
et somme de termes positifs, f/(x) = 0. Donc f’ est positive sur [0; +o0 [, f est donc croissante sur [ 0; +00 [.

T 0 0
Sixze]—1;0], alors J g(t) dt = —J g(t) dt et J g(t) dt = 0 (intégrale d’une fonction positive dont les

0 T T
X
bornes sont dans le bon sens), ainsi j g(t)dt < 0. De plus, z < 0 et g(z) = 0, donc zg(x) < 0, par somme

0
de termes négatifs, f/(x) < 0. Donc f’ est négative sur | —1;0], f est donc décroissante sur | —1;0].

0 t -1
3. Soit x € |—1;0[, alors f(x) = —.%J g(t) dt. Remarquons que pour tout ¢ € [x;0], li_ ; > lei—i—t’ par
xr

croissance de l'intégrale sur [2;0], on a

0 0 o-1 )
t)dt > dt = —e "In(1+2x
Jowar= 1 (1 +2)
Multiplions cette inégalité par —z (le sens de l'inégalité sera conservé car —z > 0), on obtient f(x) >

e lzIn(1+ z). Or lim+ zIn(1 + x) = +00. Donc par minoration, on a lim+ f(x) = +o0.
r——1 z——1

y
Correction de I’exercice 21. 1. Soit x € R. Posons F': y — J et dt. Comme fit— et” est continue, le

0
théoreme fondamental de ’analyse stipule que F' est une primitive de f, ainsi F' est dérivable sur R et

F' = f > 0. Ceci prouve que F est strictement croissante sur R. Soit y € R, remarquons aussi que pour
Yy Yy

tout t € R, e?” > 1, donc par croissance de lintégrale F(y) > J ldtsiy=0et F(y) < J 1dtsity < 0.
0
Ceci prouve par majoration/minoration que lir+nOOF (y) = +oo tandis que limOO F(y) = -c0. Ainsi, F' est
y— y—-—
une bijection de R dans R.
Soit € R. On cherche donc & montrer que ’équation d’inconnue y € R

Fly) - F(z) =1

0 0 Y
2
4. Attention a ce cas-1a, les bornes ne sont pas dans le bon sens, ainsi écrire, au besoin, F(y) = —J et dt < —f dt = f dt.
y y

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, TD20 7


devilliers.loic@gmail.com

a une unique solution, or F(y) — F(z) = 1 si et seulement si y = F~!(1 + F(x)). Dés lors a(x) existe, est
unique et vaut F~1(1 + F(z)).

2. Comme F’ = f ne s’annule pas et que F est de classe €1, d’apres le théoreme de dérivabilité de la bijection
réciproque, F~1 est aussi €}, ainsi a: z — a(z) = F71(1 + F(z)) est de classe ¢! par composition de
fonctions de classe €.

z+1 T+1
3. Soit z € R,. Remarquons que J et dt > f dt, ainsi, F(z + 1) — F(z) > 1, donc

xX xX
Fzx+1)>F(x)+ 1= F(x)
Comme F' est continue, le théoréeme des valeurs intermédiaires affirme qu’il existe y € [z ;2 + 1] tel que
F(y) = F(x) + 1, par unicité de a(x), on a alors y = a(x) € [z;z + 1], soit < a(x) < x + 1 ~ x, par

théoréme d’encadrement a(x) oo
iy 0 T\ \"
Correction de ’exercice 22. 1. Posonsz = §—t, alors dr = —dt. Ainsi, W,, = f (cos (az — 5)) (—dx) =
g

JQ sin(z)™ dx.

0
2. Commencons par linéariser les puissances de cosinus, soit t € R :

9 (et yeTi 2_ e+ 24e720 2cos(2t) +2 1+ cos(2t)
cos“(t) = 5 = 1 = 1 = 5
X B et 4 g—it\3 B ei3t | 3ai2t—it | 3gitg—i2t 4 o—i3t
cos®(t) = 5 3
_ 2cos(3t) +6cos(t)  cos(3t) + 3cos(t)
a 8 - 4
o Wy = fz cos?(t) dt = JQIdt I
0 0 2

o Wy = Lz cos!(t) dt = [sin(t)]g =1

21 4 cos(2t) 4 — [t sin(2t)}72r o

g
o Wy =J cos?(t) dt =f =+
o o 2 2" 4|,

4
.« W= Lz cos3(t) dt J;)2 cos(3t) —Z 3 cos(t) df = [51r11(23t) N 381:(75)]0 _ _% N Z _ %
3. Soit ne Net te[0;7/2], alors comme cos(t) € [0;1], cos™ (t) < cos™(t), par croissance de I'intégrale,
Wn-',-l < Wn
4. Soit n € N, comme, pour tout t € [0;7/2], cos™(t) = 0, par positivité de U'intégrale, W,, = 0. Ainsi, (W),
est une suite décroissante et minorée (par 0 par exemple). Par conséquent, d’apres le théoréme de la limite
monotone, (W, ), est une suite convergente.

Wl

5. Soit n € N, alors f: t — cos™(t) est continue et positive sur [0;7/2], de plus f(0) = 1 > 0, d’apres le
théoreme de stricte positivité de I'intégrale, W,, > 0.

+1

6. Soit n € N. Pour calculer W,,4 9, intégrons par parties, posons u = sin et v = cos "+, v et v sont de classe
+25 ) )
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T,
€ sur [0;5]"’ et u' = cos et v' = —(n + 1) sincos™ :

Whio = [sin(¢) cos"“(t)]og - LQ — (n + 1) sin®(t) cos™ (t) dt

™

~ e+ 1)L2(1 ~ cos?(t)) cos™(¢) dt

= (n+ 1)]2 cos"(t)dt — (n + 1)]: cos" T2 (t) dt

jus

0
= (n+ )W, —(n+1)Wyio
n+1
Wiz = n+2 "

7. Soit n € N, alors d’apres la question précédente,
(n +2) Wy 2Wiir = [(n+ 2)Whi2] Wit = [(n + D)Wy ] Wi

Ceci montre que la suite ((n + 1)W,4+1W),)nen est constante. La constante est donc W1 Wy = 7/2. Ainsi,

pour tout n € N, (n + )W, 11 W), = 5

8. Soit n € N, comme (W,,),, est décroissante, W11 < W, en divisant par W,, qui est strictement positif,

n+1 n+2 _ Wi

on obtient < 1. De plus, (n+1)/(n +2) = . On en déduit les inégalités demandés.

Wn Wn+1 - Wn
n+1 n n+1 W,
9. Comie ~ — =1, on en déduit que —— 1, par théoreme d’encadrement, ntl 1.
n+2 n n+2 n-ow n n—o0
Ainsi, W,11 ~ W,.
T T
10. On sait que (n + V)W, 1W,, ~ 7/2, en divisant par n + 1, on obtient : W, W, ~ —— ~ —. De
q ( ) n+1VVn / ) b n¥¥n+1 10 2(n+1) m
T
surcroit, W,+1 ~ W, on obtient Wg ~ — d’ou
+00 2n
T
" i 2n

[
Comme o ow 0 et que deux suites équivalentes ont méme limite, on en déduit que W, — 0.
n n— N

11. Pour les termes pairs il y a deux méthodes : une récurrence qui suppose que ’on connaisse la formule a
montrer, ainsi qu'une méthode avec des ... qui permet de trouver la formule. De méme pour les termes
impairs :

@) T powrp oo, 2P T

22r(ph)?2 2 22r(ph22 2

2(0) est vraie. Supposons Z(p) vérifiée, alors, en utilisant la question 6, on obtient

e Pour p € N, on pose Z(p) :«Ws, = = Wy = Waxg et Ainsi,

2p+1 _2p+1 (2p)! ©  (2p+2)(2p+1)(2p)!

(2p + 2)!
2p X 52p ()2 2p(p1)2
2p + 2 2p+2  22r(p!) 2(p+ 1)2(p + 1)2%2(p!)

T
20+ (p + D) 2

7-(-_
5 =

Wopr)y = Wopta =

Ainsi, & (p) est vraie pour tout p € N.

B+ oo simil
W par une recurrence similaire.
p:

e Soit p € N*, alors en utilisant la question 6, avec n = 2p — 2, on obtient

e On montre la formule W, 1 =

n+1 2p—1
Waop = Wit = Wy, = Woy,—
2p n+2 n+ 2 n 2p 2p—2

5. 11 est conseillé de préciser qui sont u et v et qu’elles sont de classe €.
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1 2p—3
n+W D

En utilisant la question 6 avec n = 2p — 4, on obtient Wo, o = Wy = n = ———=Woy_4.
n+2 2p —2
Ainsi,
2p—1 2p—3
Wo, = Wop,—
2p % ><2p_2>< 2p—4
En continuant ainsi, de proche en proche, on obtient :
2p—1 2p— 2p — 1
ngzp ><p 3><p 5><...><§><f><I/V0
2p 2p—2 2p—4 4 2
Ainsi,
_ p—1
UO(Qk: +1 1_[ (2k + 1) ] (Qk) (2p)! (2p)! -
Wap = = WO - E Vo m GpE T mr * 2
[1(2k) ( I (k) ) |
k=1 k=1
[ ]
2p 2p 2p — 2 2p 2p — 2 4 2
W = Wop_1 = Wop_3 = coxX = x = x W,
LTy I T T X g T T g g1 N g
Donc
p p 2
klj (26) <kH1(2k)) 222 (p!)?
Woper = g M G
[T(2k+1) [TR2k+1) ] (2k) '
k=1 k=1 k=1

2p
p 2
12. Ainsi, p! ~ C/p (£> , et (2p)! ~ Cy/2p (p) , on trouve par quotient d’équivalents que
e e
(2p)!

20\ %

cw(2)”

9w (pl)22 2 (C ﬁ@)f’)?? vz \ 4
e

s 7T

~ _

m/4dp V27
C\2pym  C p—o+w
V2
Tﬂ = 1, soit C = +/27. Par conséquent, n! ~ v/27wn (ﬁ>n

e

us .
1 Comme est une constante qui tend vers 1, on a que

Ainsi, par division,
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