(% Chapitre 22

Espaces Préhilbertiens reels

Le but de ce chapitre est d’étudier les produits scalaires dans des espaces vectoriels quelconques, contrairement a la
physique ou & la SI oi1 vous étes habitués & utiliser un produit scalaire dans R? ou dans R3.
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Dans tout ce chapitre E est un R-espace vectoriel, F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.

1 Produit scalaire et norme associée

=
Déﬁnition d’un produit scalaire, d’un espace préhilbertien réel et d’un espace euclidien

On dit que p: E x E — R (on note souvent {x,y) = (z|]y) = z-y = ¢(z,y)) est un produit scalaire sur FE si ¢ est
e symétrique si pour tout (x,y) € E2, o(z,y) = ¢(y, x)
e bilinéaire si pour tout z € E, y — ¢(x,y) est linéaire, pour tout y € E, x — ¢(z,y) est linéaire.
e positive si pour tout x € E, ¢(z,x) =0
e définie si pour tout x € E, p(z,2) =0 = x=0g
(E, ) est appelé préhilbertien réel. Si E est de dimension finie alors (F, ) est appelé espace euclidien.

/2
Exemples 1. e (PQ)— J P()Q(t) sin(t) dt est un produit scalaire sur R[X].

0
e (X,Y) — cov(X,Y) est une forme symétrique, bilinéaire et positive.

>
Deﬁnltlon de la norme associée au produit scalaire

F—R
L’application || |: est appelée norme associée au produit scalaire. Ainsi, |z|? = (x,z).
x — Kz, x
A partir de maintenant, (E,{ , ) désigne un préhilbertien réel et | | est la norme associée & E.
(ij Proposition n°1 : propriétés de la norme associée 4 un produit scalaires, identité remarquable )
Pour tout (z,y) € E? et (z1,22,...,7,) € E" et Ae R :
1. |zl =0 et [Az]| = |A] x ||« 2. |z =0 = =z=0g
n 2 n
3. o+ yl? =l + 2<z, ) + Jyl? 4 1 Ya| =YlwlP+2x ¥ Loy
i=1 i=1 I<i<j<n
1
L 5. {x,y) = §(||.7: +y)? = |z|? = |y|?) (formule de polarisation) )
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Démonstration du théoréme n°1 : Soit ( , ) une forme bilinéaire, symétrique et positive. Fixons (z,y) € E?, alors pour
tout t e R, P(t) = {x + ty,x + ty) = (x,z) + 2t {x,y)> + t* (y, 9> = 0. Il y a deux cas :

e Si {y,yy # 0, alors P est polynomiale de degré 2 toujours positive ainsi son discriminant est négatif, donc A = 4<x,y>2 -

4z, z){y,y) < 0. Soit (x,y)* < (@, 2){y,y).

e Si{y,y) =0, alors t —> (x, ) + 2t {x,y) = 0 (équation d’une droite) donc 2{x,y) = 0 ainsi, 0 = (z,y)* < (z,z){y,y) = 0
Prenons maintenant {( , ) un produit scalaire. On remarque que si x = Ay ou 'inverse, alors il y a bien égalité. Réciproquent s’il
y a égalité, alors dans le cas ou (y,y) = 0, on a y = 0 donc y = Ox. Dans le cas ou {y,y) # 0, cela veut dire que A = 0, ainsi il
existe to € R tel que (& + toy, z + toy)y = 0, donc = + toy = 0 et ainsi y = —tox. |

Remarques 1. e Soit (z,y) € (E\{0g})?, ||z| est la longueur du vecteur x et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
il existe 0 € R, tel que cos(0) = (x,y) /(|z| % ||ly|), ainsi {x,y) = |z||y| cos(d). On dit que 8 est angle (non orienté)
des vecteurs z et y. A partir du produit scalaire, on définit donc les notions d’angles et de longueurs.

e L’inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie pour une forme bilinéaire, symétrique positive (d’apres la preuve). En
revanche, le cas d’égalité a besoin du caractere «définie» du produit scalaire.

Exemples 2. e Inégalité de Cauchy-Schwarz sur ¢°([a;b],R) :
b\ 2 b b
Woee (e v? ([ fo) <([£)([s]) e fg f2
e Inégalité de Cauchy-Schwarz sur R™ : soient © = (z1, Z2,...,Z,) € R™ y = (y1,¥2,---,Yyn) € R", alors

n n
| < 2ty 2w
i=1

n 2 n n n
(Z xzyz> < <2 1'1'2) X <2 yi2> et Z Ty
i=1 i=1 i=1 i=1

e Inégalité de Cauchy-Schwarz pour des variables aléatoires : soient X: Q@ — R et Y: Q — R, alors |cov(X,Y)| <

VVX)VV(Y) = a(X)o(Y)

'_-:J Proposition n° 2 : inégalité triangulaire et cas d’égalité
| Pour tout (z,y) € E? lz +yll < 2] + lyl
De plus : V(z,y) € E? lz+yll=|z| +|y|] <= 3IA=0 =Xy ou y=Az

Démonstration de la proposition n° 2 : En développant la norme au carrée de x+y et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on obtient :
2 2 2 2 2 2
lz+yl™ = =1 + 2<z, v) + lyl” < lzI” + 2l [y + lyI® = (=] + [y])
Supposons qu’il existe A = 0 tel que x = Ay ou y = Az. Si x = Ay, alors
lz+yl = 2y +yll = 1A+ Dyl = X+ 1yl = A+ Dy

Tandis que |z| + |y|| = |Az| + |y] = [My] + Iyl = (A + 1)[ly|. Ainsi, il y a égalité. Idem dans le cas y = Az.
Réciproquement, supposons que |z + y|| = ||z| + [y|, remarquons que si z = Og on a bien z = Ay avec A = 0 > 0. Supposons
donc que x # Og, alors en mettant le tout au carrée, on obtient

ll” + 24z, 9 + yl* = l=l* + 2]zl + ly)®

Ainsi (z,y) = |z||yl|, par le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz, on obtient, qu’il existe A € R tel que y = Az, ainsi A {z, z) = |z||y[| = 0,
par division par (x,z) > 0, on trouve que A = 0. |

2 Orthogonalité

2.1 Vecteurs orthogonaux, famille orthogonale, SEVs orthogonaux, orthogonal d’un SEV

Déﬁnition de Porthogonalité et d’une famille orthogonale

On dit que z et y sont orthogonaux si (x,y) = 0, dans ce cas on note = L y.
On dit que .% = (x;)ier, une famille de vecteurs de F, est orthogonale si les vecteurs de # sont deux a deux

orthogonaux, autrement dit si : V(i,j) e I? i#j = (x,r;)=0
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Exemples 3. e Le vecteur nul est orthogonal & tous les vecteurs de E (y compris & lui méme).
e Muni du produit scalaire usuel de R3, (1,3,1) et (0,1, —3) sont orthogonaux.

ﬁ Théoréme n° 2 de Pythagore (le logo colle au théoréme pour une fois)
p |2

| Si (x1,%2,...,xp) est une famille orthogonale finie de E, alors : Yoz o= 2l
i=1 i=1

Remarque 2. La réciproque est fausse (sauf si p = 2). Prendre z = (1,0,0), y = (1,1,0), z = (—1,1,0) dans R3.

ﬁ Proposition n° 3 : liberté d’une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul
| Soit .# une famille orthogonale de E ne contenant pas le vecteur nul, alors .% est libre.

Démonstration de la proposition n°3 : Soit % = (e1,e2,...,e,) une famille orthogonale vecteurs de E non nuls. Montrons

que .Z est libre. Soit (A1, A2,...,An) € R". Supposons Y, Axexr = 0g. Soit j € [1;n]), alors :
k=1

0={e;,0m) = <6j7 >, Ak€k> = > Medejeny = Ajegre5)
k=1 k=1
Or, comme e; # Og, on en déduit que {ej,e;» # 0. Ainsi, A; = 0. Et ce pour tout j € [1;n]. Ceci montre que .# est une famille

libre de E. |

)
Déﬁnition de sous-espaces orthogonaux
| On dit que F et G sont orthogonaux si pour tout (f,g) € F x G, {f,g) = 0 (on note F' L. G dans ce cas).

Remarque 3. Si F L G, alors F®G. Si (z1, %2, . . ., &) est une famille orthogonale, alors vect(x1, . .., zp) L vect(Tpt1, ..., 2n).

I
Déﬁnition de Porthogonal d’un sous-espace vectoriel

Soit X une partie de E. L’orthogonal de X est 'ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les éléments de X :
Xt ={yeE Vee X {(y,z)=0}

Exemple 4. Dans R? muni du produit scalaire usuel, si X = {(1,0,0)} que vaut X+ et dans le cas o1 X = {(1,0,0), (0,1,0)}?

Remarque 4. Il ne faut pas confondre le fait que deux SEV soient orthogonaux avec 'orthogonal d'un SEV :si F 1 G
cela ne veut pas dire que G = F*. Cependant, F' L G ssi G < F*.

&J Proposition n°4 : propriétés de ’orthogonal
Soit X < F et F et G deux sev de E.
. Xt estunSEVde E 2. F 1 F* 3. FoF+ 4. Fc (FhHt

\ 5. Bt ={0g} 6. {0}t =FE 7. FcG=G+ c F*

(

K? Si F est de dimension infinie, I'inclusion 4. peut étre stricte.

Attention a la dimension infinie
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2.2 Famille orthonormées/orthonormales, algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

-
Déﬁnition d’une famille orthonormée (ou orthonormale)

Un vecteur x € F est dit unitaire si {z,z) = 1 (c’est équivalent a |z| = 1).
Une famille & = (x1, 22, ..., x,) orthogonale de vecteurs unitaires de E est dite orthonormée (ou orthonormale) :

V(Z7j)€ [[17p]]2 <'riaxj>:6i,j
Exemple 5. Pour les produits scalaires usuels, les bases canoniques de R"™, .#,, ,(R) sont orthonormées.

Comment obtenir des bases orthonormées ? Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Soit & = (f1, fo,- .-, fr) une base de F. Construisons par étapes &' = (g1, g2, - - -, gr) une base orthonormée de F
telle que pour tout g € [ 1;7]], vect (f1, fo, ..., fq) = vect (g1,92,-..,94) :

1. Posons g1 = f1/| f1]|-

2. Posons u = fo — {f2,91) g1, puis g2 = u/|u].

3. Posons u = f3 —(f3,91) 91 — {f3,92) g2 puis g3 = u/||u].

R q—1 U
q.- A (91,92,--.,9¢—1) déja créée, posons u = fq — > {fq, i) g; puis gq = Tl
i=1

Démonstration de l’algorithme de Gram-Schmidt : Posons ’hypotheése de récurrence, pour g € [1;7 [, £(q) : «Il existe
(91,92, -,9q) une famille de vecteurs orthonormée tel que vect (g1, g2, - - -, gq) = vect (f1, fo,..., fq).»
o Initialisation : si ¢ = 1, comme f; # Og (car fi appartient & une famille libre), alors on pose g1 = fi/| fi], ainsi |g1 = 1,
(g1) est donc une famille orthonormée et on a vect(g1) = vect(f1). Ainsi, (1) est vraie.
o Hérédité : soit g € [2;r]], supposons & (q—1) vraie et montrons que Z(q) est vraie. Il existe (g1, g2, - . ., gg—1) une famille de
vecteurs orthonormée tel que vect (g1, gz, . .., gq—1) = vect (f1, f2,..., fq—1). Le but est donc de rajouter g, un vecteur unitaire

q—1
orthogonale & tous les g; pour ¢ < ¢ — 1 tel que vect (g1, 92, ..., 9q) = vect (f1, f2,..., fq). Posons u = fo — > {fq,9:) gi. Soit
i=1

je[1;q— 17, par linéarité a droite du produit scalaire

~
84

i=1

(g5 = s> — 3 fargd @005 = Far 959 — Fargid = 0

Ainsi, u est orthogonal & tous les g; pour i € [[1;¢ — 1]], on souhaite poser g4 = u/|u|, mais est-ce que u = O ? Supposons
u = 0p. Soit ¢ € [1;q — 1], alors g; € vect (g1, 92, ...,9q—1) = vect (f1, fz,..., fq—1), ainsi, par combinaison linéaire, on
qg—1
obtient fq = > {fq,9i)gi € vect (f1, f2,..., fq—1). Ceci contredit le fait que (f1, f2,..., fp) soit libre. Donc u # Og, on pose
i=1
1

alors gq = u/|u|. Pour tout i € [1;9—11], {g9q4,9:) = Tal {u, giy = 0 et on avait déja, par hypothése de récurrence, pour tout

(i,5) e [1;q9 — 1173, {gi,9;> = bi, également |g,| = 1. Ainsi, la famille (g1, g2, ..., gs) est une famille orthonormée. Nous
avons déja dit que pour tout i € [1;¢ — 17|, ¢; € vect (f1, fo,. .., fa—1) < vect (f1, fa,..., fq), ainsi,

q—1
9q = m (fq -2 <fq,gi>gi> € vect (f1, f.- .-, fo)

i=1
Par stabilité par combinaison linéaire, vect (g1, g2, ..., 9q) < vect (f1, f2,..., fq). Or, (f1, f2,..., fq) est libre, donc

dim(vect (f1, f2,..., fq)) = q

De plus, (91,92, --,9q) est une famille de vecteurs de norme 1 (donc cette famille ne contient pas le vecteur nul) est elle est
orthogonale donc libre, de méme dim(vect (g1, g2, ..., 9q)) = ¢, par inclusion et égalité des dimensions, vect (g1,92,.-.,9q) =
vect (f1, fe, ..., fq), ainsi P(q) est vraie.

e Par récurrence finie, pour tout g € [1;7]], £(q) est vraie.

Remarques 5. e Il n’y a pas unicité d'une telle famille, car & chaque étape, on peut poser g, = +u/|u].
e Il y a unicité si on rajoute la condition : «pour tout g € [1;7]], {gq, fg) > 0.
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f3 g3

F1GURE 1 — Principe de Gram-Schmidt : g; est unitaire et proportionnel a fi, go est unitaire et appartient au plan défini
par f1 et fo, g3 est unitaire et appartenant a ’espace engendré par fi, fa et fs.

q—1

1 —1
e Comme u = fq — ;1 {fq:9i) i alors [ul® = | f[* — ?;1 <fqagi>2 et gg = (fg — ?gl (fa> 92 93)/|ull

Exemple 6. Appliquer Gram-Schmidt & .% = (f1, fa, f3) dans R* muni du produit scalaire usuel avec f; = (1,1,0,0),
f2=1(0,1,1,0) et f3 =(0,1,1,1).

3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Remarque 6. Soient F' = vect (f1, fa,...,fr) etz € E: xe Ft — Vie[[l;7] =L f;.

Démonstration du théoréme n°3 : Comme F est de dimension finie, il admet une base, de plus, par le procédé de Gram-
Schmidt, on peut transformer cette base en une base orthonormée & = (g1, g2, - - . , gr). On sait déja que FO®F* et que FOF+ c E.
Soit z € E, montrons que z € F + F* :

o Analyse : supposons que z € F + F, alors il existe f € F et g€ F* tel que = f + g, de plus, f € F = vect (91,925 -+, 9r),

V4 T
donc il existe (A1, A2,...,Ap) € R? tel que f = > Aigi. Dés lors @ = > A\igi + ¢. Fixons j € [1;p], alors {z,g;) =
i=1 i=1

T s s
21 Aidgir gi) + (9,950 = Aj- Ainsi, f = Y (z,giygiet g=x— 3 (z,9:) 9
i=1 i=1 i=1
T T
o Syntheése : posons f = 3 (x,g;>g; et g =z — 3 {(x,9:>g:. Alors f € F, f + g = =. Montrons que g € F*. Soit je [1;p],

i=1 1=1

P
alors (g, ;> = {x,g;> — 3. {x,9:){gi,9;> = 0. Dés lors, pour tout j € [1;7]], {g,9;> = 0, par la remarque 6, g € F*.
i=1

Ainsi, z € F@® F*. Ce qui montre que F = F @ F*. |

Remarque 7. Il n’y a pas unicité des supplémentaires de F. Mais il y a unicité du supplémentaire orthogonal : si
E=F@®Get F LG, alors G=F*. On dit que F! est le supplémentaire orthogonal de F.

Caractérisation du projeté orthogonal avec une base (quelconque) de F

Soient F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E de base (fi, f2,..., fr) et z € E.
o pp(x) est 'unique vecteur de F' tel que r — pp(x) e FL.
e pr(x) est I'unique vecteur de F' tel que pour tout i € [1;r], (x —pr(z), fiy =0
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F

FIGURE 2 — La projection orthogonale sur F' du vecteur z.

-
Remarque 8. On peut calculer pp(z) : en écrivant pp(z) = >, A;f; et en résolvant le systéme d’inconnues Ag, ..., A,
i=1

Remarque 9. Ainsi, pp(z) est le vecteur de F le plus proche de = pour la norme. |z — pp(z)| est la distance entre le
vecteur x et l’espace vectoriel F. On note d(z, F') = }lcnlng — fl =z —pr(x)|.
€

1
Exemple 7. Si E = R[X] calculer la distance de X2 & F = R;[X] dans F muni du produit scalaire (P, Q) = J P(t)Q(t)dt.
0

4 Spécificités des espaces euclidiens

Dans toute cette partie, on considére (F,{ , )) un espace euclidien.

~N

ij Théoréme n° 5 : existence de base orthonormée/théoréme de la base incompléte orthonormée
| 1l existe 2 une base de E orthonormée. Toute famille .% orthonormée peut étre complétée en une base orthonormée)

~N

&J Proposition n°5 : calculs dans une base orthonormée
Soit & = (e1,ea,...,e,) une base orthonormée de E. Soient (z,y) € E?.Notons X = Matg(z) et Y = Matg(y).

Loa=2@epe 2 @iy = X @eyx@e) 3 laf*= X we)
(x,e1)
4. X = Matg(x) = 5. <x,y> - XTy 6. ”xH _JXTX
\_ <x7en> )

iJ Théoréme n° 6 : dimension du supplémentaire orthogonal
| Si F un sous-espace vectoriel de E, alors dim (F*) = dim (E) — dim (F)
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Remarque 10. Soient F un espace euclidien et F' un sous espace vectoriel de E, alors F' = (F4)+

5 Exercice classique et méthodes

& Exercice classique

1
| Calculer inf J (t3 — at — b)? dt.
(a,b)eR? Jy

Méthode pour résoudre cet exercice classique
1. Reconnaitre ’'EV E| le produit scalaire et le SEV de dimension finie F' correspondant a la situation.

2. Faire le lien entre la question et d(z, F') ot « € E et calculer la distance d(z, F') grace au projeté orthogonal.

/" Méthodes pour calculer la projection orthogonale
Soient F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E un préhilbertien et x € E.

1. Si on connait la décomposition z = f + g ot f € F et g€ F*, alors f = pp(z).

T
2. Si (g1,92,---,9-) est une base orthonormée de F, alors pr(z) = >, {z,gr) gk-
k=1

3. Si(f1, f2,---, fr) est une base quelconque de F. Alors, pp(x) = > A\ fx, avec (x — pp(x), f;> = 0 pour tout
k=1

i€[[1;n]. On résout donc un systéme linéaire a r équations et r inconnues.

4. Si on connait pp1 (par une des méthodes précédentes), alors pr = Idg — ppe.
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