Intégrales

. . . In?"%4(z
1. On reconnait une fonction de la forme «/'u?°?4, ainsi, une primitive de z — A sur R¥ est
T
1n2025 (1,)
T —
2025

2. Les racines de I’équation 2+ 72412 = 0 sont —3 et —4. Par conséquent, pour tout = € R, 22+ 72 +12 =
(x4 3)(x + 4). Il existe (A, B) € R?, tel que pour tout x € R\{—3, —4},

1 B 1 A N B
2472412 (2+3)(x+4) z+3 z+4
1 B 3
e En multipliant par x + 3, il vient =A+ M, ainsi, A = 1.
z+4 A z+4
1 4
e En remultipliant, par x + 4, il vient = (z+4) + B, ainsi, B = —1.

) T+ 3 x+3
Par conséquent :

fldx — fl LI dz = [In(z + 3) — In(z + 4)];

022+ Tx +12 or+3 x+4

In(4) — In(5) — (In(3) + In(4)) = In <16>

15

3. En utilisant la question précédente et la linéarité de 'intégrale :

1 7
f zdo J12(29¢+7)—2d 111 2047 7f1 do
e = Sdx = - —  dax — = R —
02 +Trx+12  Jo 22+ Tz +12 20m2+7x+12 2J)o 22 + Tz + 12

1o oy 7 16) 1. (20N 7 (16

1 —
2 _ CEV2 ainel e . . _
4. Pour tout z € R, 2* — 10z 4+ 25 = (z — 5)*, ainsi une primitive de 105 555 est x P
L sur]-00;5[ ou sur |5; 40
sur | -00; 5[ ou sur |5; .
5_$ Y ’+
5. Pour z e R,
J J 2t — 31 f 3
dt
2t+31 (2t+31 )(2t — 3i) 42 +9 4t2+9
1 3i 1
=| - — dt
f4 4t2+9 1,9
_l’_f
4
1 3 2 2
:41 n(4z> +9)—41><3arctan(;>
Ainsi L (422 + 9) — Larctan (25 est imitive d R
insi, x — — In(4x — —arctan [ — | est une primitive de x — sur R.
T 2 3 Py 22 + 3i

6. On pose u = sin(t), alors du = cos(t) dt, de plus, cos?(t) = 1 — sin?(t) = 1 — u?. Par conséquent :

2 cos(t) 1 du 1 Ju i
7o) = — arctan(1) — arctan(0) = ©
L 2 — cos2(t) L 2 (1— &2 L a2~ 2t an(1l) — arctan(0) 1

7. On pose u: x — sin(z) et v: x — In(1 + cos(z)) sur [0;7/2], comme cos prend des valeurs positives
sur [0;7/2], v est bien définie. Les fonctions u et v sont bien de classe ¢! et on peut procéder a une
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intégration par parties :

JQ cos(z) In(1 + cos(x)) dz = [sin(z) In(1 + COS(HU)]U% - JQ sin(z) x _—sin(z) da
0

0 1 + cos(x)
T .9
—O—i-JQSm(JU)dx
0

1 + cos(x)
_ 21— cos?(x) . 2 (1 — cos(z))(1 + cos(z)) .
B JO 1 + cos(x) dr = L 1 + cos(x) d
- L 1 — cos(z) dz = [z — sin(z)]g = g 1

Complexes

2431 (2+30)(7+2) 14-6+i21+4) 8 .25

TT o2 (T-20)(T+2) 53 ~ 55

2. | —104/3 +i10| = 4/300 + 100 = 20, ainsi,

3. Les racines n-iémes de 'unité sont les e*

~10v/3 +i10 = 20 < >
() i () -

pour ke [0;n—1].

2km
n

4. Soit (a,b) € R2, alors :

21\ 2 o _par 12
(a+ib)? = 8 — 6i « {](a—i—lb) | = |8—6i] - { la +1b|* = /64 + 36

(a+ib)? = 8—6i a? — b% + 2iab = 8 — 6i
a2+ = 10 a® + b? 10
— {a?2-p = 8 — 2a2 18
2ab = —6 2ab = —6

— b = =1
ab = -3
La derniere équation indique que a et b sont de signe opposé, ainsi, les racines carrées de 8 — 6i sont
3—iet -3 +i.
. Le discriminant de cette équation du second degré vaut A = (1—3i)2 —4x (—4) = 1—6i—9+16 = 8—6i.
D’aprés la question précédente, si on pose 6 = 3 —1i, alors 62 = A, ainsi, les solutions de ’équation sont

—(1-3i)+9 —(1-3i)—4
z = (2) et z9 = (21), apres simplification, on trouve z1 = 1 +iet z0 = -2+ 2i
. Soit z € C, alors d’apres la question précédente, 28 + (1 — 3i)2* —4 = 0ssi (24)2 + (1 - 3i)2* -4 =0
ssi 2zt =1+1ouz2* = —2+ 2i Il agit donc de déterminer les racines quatriemes de 1 +1 et —2 + 2i.

1
OI', ’1“‘1‘:\/5, dO]flC1‘1‘1:’\/§<\/§—|—1\/§

) — 23017, Ainsi, les racines quatriémes de 1 + i sont :
1 % i 2k
<22) e't6e' 1 pour ke [[0;3].

1 1 1 s
Or, | —2+2i] =+/8,d 92492 =48 ——— +i—— ) = 82¢
1“| 1| \f onc 1 \f( \/i 1\/§>

i . Ainsi, les racines quatritmes de
1
1 +1sont : (8;>4 el T5el ™ pour k€ [0;3].

Par conséquent, ’ensemble des solutions de ’équation est

3 ;lx _3 ;197 _3 ;27m
{\felﬁfe16\fe 16 fe1 28e162§e1 28e1 28e 16}
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7. La fonction f n’est pas bornée si

VMeR 3dzel |f(z)>M

8. Soient f: I — C et g: I — C bornées, ainsi, il existe M € R tel que pour tout z € I, |f(z)| < M et il
existe NV € R tel que pour tout = € I, |g(z)| < N. Ainsi, soit x € I, par inégalité triangulaire :

((f +9)(@)| = |f(2) + g(@)| < [f (@) + |g(x)| < M + N

Par conséquent, f + g est bornée. De méme, pour x € I,

[(F9)(@)| = |f(z)g(x)] = [f(x)] x [g(x)] < MN

Par conséquent, fg est bornée.

9. Prenons I =R et f:xz— xet g: x— —x. Soit M € R, si M <0, alors |f(3)] =3 > M, si M >0,
alors |[f(M + 1) = M + 1| = M + 1> M, ainsi, f: R — C est non bornée. On montre de la méme
fagon que g: R — C est non bornée. En revanche f + g est bornée, car pour tout x € R,

[(f +9)(@)] = [f(x) + g(x)] = [0] =0 < 42

On a donc montré que si f et g sont non bornées, alors f + g n’est pas nécessairement non bornée.

Fonctions usuelles

On considere dans cet exercice les fonctions f et g définies par :

sh(z) )

1
frax— 3 arctan(sh(z)) et g: x — arctan (

1+ ch(zx)
T —x T __ -
1. ch(z) = S sh(z) = ©c-°
2 2
1
2. arctan est dérivable sur R et pour tout x € R, arctan’(x) = 152
x
3. Pour tout x € R, ch(z) = 0 (comme demi-somme de deux exponentielles), ainsi, 1 + ch(z) = 1 > 0.
h
Ainsi, pour tout x € R, 1 + ch(z) # 0. Ainsi, z — 148_(;:3) est définie sur R et a valeurs dans R. De
ch(z
plus, arctan est définie sur R. Par composée, g est définie sur R.
1 1 h(0
4. f(0) = Qarctan(sh(())) =3 arctan(0) = 0 et ¢g(0) = arctan <1S—|—c(h)(0)> = arctan(0) = 0.

5. Soit z € R, ch?(z) — sh?(z) = 1. En effet, pour tout = € R, par identité remarquable :

ch?(z) —sh?(z) = (Chi:v) —i—i};(:c))(mch(x)_;sh(a:)) o
_ <e +2e Lo —2e )X<e +2e e —2e >=exxe_x=1

6. f est dérivable sur R comme composée de fonctions qui le sont, g comme composée et quotient (le
dénominateur ne s’annulant pas d’apres ce qu’on a montré lors de la question 1) de fonctions qui le
sont. Pour x € R, en utilisant la dérivée d’une composée et que 1 + sh?(z) = ch?(z) :

N G 1 _ ch(z) 1
f'(x) = 5sh (x)l +sh?(z)  2ch(z) 2ch(x)

2
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et

J@) - ch(z)(1 + ch(z)) — sh?(z) . 1
(1 + ch(z))? 1+< sh(z) )2
1+ ch(x)

ch(zx) + ch?(z) — sh?(z)
1 + 2ch(x) 4 ch?(x) + sh?(x)
ch(z) +1
2ch(z) + 2ch?(z)
ch(z) +1
2chl(x)(1 + ch(x))
2ch(x)

7. La fonction h = f — g est dérivable comme différence de fonctions dérivables, de plus, i’ = f'—¢' =0
d’apres la question précédente. La fonction h est ainsi constante sur Uintervalle R. De plus, h(0) =
f(0) —g(0) =0—0 =0, d’apres la question 4. Ainsi, la fonction h est la fonction nulle. Il en découle
que f =g.

8. La fonction tan est définie sur D = R\ {g +km| € Z}.

9. Pour z dans R, on a 2f(x) = arctan(sh(z)) € ] —g ;g [ c D et donc tan(2f(z)) est bien défini. De
plus :
tan(2f(z)) = tan(arctan(sh(z))) = sh(x)

10. On dit que f: I — J est bijective si

VyeJ 3zel y = f(x)

11. Supposons que f: I — J est bijective. Soit y € J, alors il existe un unique x € I tel que y = f(x), on
pose alors f~1(y) = z. Ceci définit une fonction f~1: J — I.

12. La fonction k est dérivable comme quotient de fonctions qui le sont (le dénominateur ne s’annulant
pas), et pour = € R,

K () = ch(z)(1 + ch(z)) — sh?(x) _ ch(z) + ch?(z) — sh?(z) _ 1+ ch(z) _ 1 ~0
(1 + ch(x))? (1 + ch(x))? (14 ch(z))2 1+ ch(z)

Donc k est strictement croissante sur R. De plus :

VeeR k(z) = sh(z)  2sh(z) = e —e® e”(1 — e2%) _ 1—e 2@
1+ch(x) 2+2ch(z) 2+ef+e? ef(2e+14+e28) 241 4e 2

———let2e T4+ 14+e 2 —— 1, par quotient, k(z) —— 1. Par imparité de
r—+00 r—+00 Tr—+00

k on a aussi k(x) — L Comme k est continue (car dérivable) et strictement monotone sur R,
T——

d’apres le théoreme de la bijection strictement monotone, k£ est une bijection de R sur

De plus, 1 —e 2

B(R) = | tim f(z); lim f(z)| =]-131]

r——00 r—+00

13. Comme k(0) = 0 et k'(0) = 1/2, ’équation de la tangente de k en 0 est y = 0 + x/2
14. Soit y € | —1;1[, il existe un unique x € R tel que y = k(x), alors :

e’ —e
vo= 24+e* e 7
(2+e +e™ ) = e¥—e "
2u+e(ly—1)+e *(y+1) = 0
(e®)*(y — )+2ye +y+1) = 0
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Ainsi, e” est une solution de ’équation :
(y—DX?+2yX + (y+1)=0

Comme y — 1 # 0, on obtient une équation du second degré dont le discriminant vaut
(29) =4y -y +1)=4>0

Les solutions de cette équation du second degré sont :

2 22
—_— e —_—
2(y — 1) 2(y — 1)

On' en déduit que :

+1
Remarquons que e® > 0 contrairement & —1, donc nécessairement e® = '7;7 Ces deux quantités
. : - : : R y+1y
étant strictement positives (—1 < y < 1), en appliquant le logarithme, il vient z = In s Ainsi,
-y
on a montré que
] -1 N 1 [ — R
—1.
k= (y + 1)
Y — In | ¥—
l—y

FIGURE 1 — En rouge la courbe de k, en bleu la courbe de k™!, en pointillé la tangente de k en 0, en vert
les asymptotes de k et en violet les asymptotes de k=1,

15.

1
y+ [ en déduire la

1. On aurait pu aussi remarquer que —1 était racine évidente et que comme le produit des racines vaut

deuxieme racine.
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16. On a cos(20) = cos?(f) — sin?(0) = 2cos?(A) — 1 = 1 — 2sin?(0) et sin(20) = 2 cos(f) sin(6).

17. Pour 0 € ] —% ; % [, alors tan(f) # +1 et donc le dénominateur ne s’annule pas et
sin 6
2tan 6 cos 0 2cosfsiné sin(260)
1 —tan?6 ) sin?f  cos?26 —sin?0  cos(26) an(26)
cos? 6

18. D’apres la question 12, pour z € R, —1 < k(z) < 1 et arctan est strictement croissante sur R ceci

implique que —% < arctan(k(x)) < % puis 2g(x) € ] 72T ;T [ Ainsi 2¢g(x) € D et tan(2g(x)) est bien

défini. De plus, on calcule :

2tan(g(x)) 2 tan(arctan(k(x))) 2k(x)
tan(29(z)) - = 1 —tan?(g(x)) T 1 tan?(arctan(k(z))) 1 k2 (z)
2sh(x)
_ 1+ ch(x)
sh(z) \?
<1 + ch(x))
2sh(z)(1 +ch(z)) 2sh(z)(1 + ch(x))

(14 ch(z))2 —sh?(z) 1+ 2ch(z) + ch(z)? — sh?(x)
_ 2sh(x)(1 + ch(x)) ~ sh(z)
2 + 2ch(x)

19. Les questions précédentes montrent que pour z € R, tan(2f(z)) = tan(2¢g(z)), ainsi arctan(tan(2f(z))) =
arctan(tan(2g(x))), comme 2f(z)) et 2g(x) sont dans | —7/2;7/2[ et qu’arctan est la bijection réci-
proque de la fonction tangente restreinte & | —w/2;7/2 [, on obtient 2f(x) = 2¢(x). En divisant par 2,
on a donc démontré que f = g.

20. On a :
1

1 ez 4 e=3l®) 32,3712 3.1 2
2 2 243 /3

1 1
1 Lin@3) _ —L1n(3) 1/2 _ a-1/2 1 1
sh{=-In(3) | = - €’ _3 3 _3 =
2 2 2 2¢/3

et de méme :

Sl

1
21. L’égalité f(x) = g(x) pour la valeur B In(3) donne donc :

1 1
> arctan <\/§> = arctan L i
V3
Il en découle que :
T _ arctan #
12 2+4/3
1 (2-+3)

On en déduit quetan<12> =2+\/§= 21 v3)2—v3) =2—4/3.

Involution
1. Soit x € R, g(g(z)) = g(m —x) = 7 — (m — &) = x, ainsi, g est une involution.
1 1
2. Soit z € R, si # = 0, alors h(h(x)) = h(h(0)) = h(0) =0 =z, si x # 0, h(h(x)) = h <>, or — # 0,
x x

donc h(h(z)) = + = x. Par conséquent, h est une involution.

8|~
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3. Soit (x,z') € R?, supposons que f(z) = f(z'), alors en appliquant f, on obtient f(f(z)) = f(f(z")),
en utilisant le fait que f soit une involution, il en découle que = = 2.

4. Soit f une involution croissante, soit x € R, alors il y a deux cas : f(z) <z et f(x) > x :
e Si f(z) < z, alors en appliquant la fonction f qui est croissante, f(f(z)) < f(z) donc z < f(x).
Par double inégalité, on obtient f(x) = x
e Si f(x) = z, alors en appliquant la fonction f qui est croissante, f(f(z)) = f(z) donc x > f(z).
Par double inégalité, on obtient que f(z) = x
Ainsi, pour tout x € R, f(x) = z.

5. Soit y € R, on cherche = tel que y = h(zx), or y = h(h(y)) en posant z = h(y) € R, il s’ensuit que
y = h(z), ainsi, y admet au moins un antécédent. Soit =’ un éventuel autre antécédent de y par h,
alors h(z') = y = h(x), en utilisant la question précédente, =’ = . Par conséquent, y admet un unique
antécédent par h et c’est h(y). Dés lors, f: R — R est une bijection, de plus, h=1(y) = h(y) et ce pour
tout y € R, donc h™! = h.

6. Pour z < 0, on pose k(x) = x et pour k > 0, on pose k(x) = 1/x, ainsi, k: R — R. Soit = € R, si
1 1
x <0, k(z) =2 <0, donc k(k(x)) = k(z) =z, si z > 0, k(z) = i 0, et donc k(k(x)) = T = Par

x
conséquent, k est une involution. Ce n’est pas une fonction de la forme x — a — x (une telle fonction

1
tend vers —o0 en +00, tandis que k(x) — 0, ce n’est pas la fonction x — x, car k(3) = 3 # 3, ce
Tr—>

—1
n’est pas h, car h(—2) = 5 # k(—2) = —-2.

Equation fonctionnelle

1. Montrons d’abord, que pour tout n € N, u,, > 0, tout d’abord ug = = > 0, soit n € N, supposons
up > 0, alors comme f: R* — R¥ u,11 = f(up) > 0, par récurrence, pour tout n € N, u, > 0.
Soit n € N, alors comme wu,, > 0 par hypothese sur f, il vient f(f(u,)) = 3u, — 2f(uy,), de plus,
flun) = uns1 et f(f(up)) = f(unst1) = upt2, on obtient donc uy 49 = 3uy, — 2up1, ce qui est le résultat

voulu.

. Uy — U 3ug +u
2. Posons? o = 04 letﬁz%

e Pour n =0, a(—3)0—|—ﬁ=a+ﬂzu0

. Pour n € N, posons Z(n) : «up, = a(—3)" + [B».
— U 3ug + uy

4 4
Uy — UL 3ug + ug

= ug donc Z(0) est vraie.

e Pourn=1,a(-3)+8=-3a+p=-3

Soit n € N, supposons Z(n) et Z(n + 1) vraies, alors, en utilisant la question 1 :

= u; donc Z(1) est vraie.

Upt2 = —2Up41 + 3Up

= —2(a(=3)""" + ) + 3(a(-3)" +
(=3)" ((=2)a(=3) +3)) + B (-2 +3)
(=3)" x9+ 8= (=3)"(=3)° + 8
(—3)"** + 8

Par conséquent, & (n + 2) est vraie. Par récurrence double, pour tout n € N, u, = a(—3)" + .

3. Sia#0,alorsa>0o0ua<0

e Si a > 0, alors, pour tout 7 € N ug, 1 = —a3?"*! + 3, or comme 327+1 —— +0 et —a <0, par
n—
produit, uan+1 — -0
n—
e Si a < 0, alors, pour tout n € N, ug, = a3?” + 5. Or 32" —— +0 et a < 0, par produit

n—a0
U2y —> -0
n—00

2. Pour comprendre pourquoi on a posé ce a et ce 3, il faut comprendre qu’on cherche a et 8 tel que up = a + 8 et
u1 = —3a + B. On résout donc le systéme

{uo = a+ — { Ug = a+@(:){a =

ug — U1l

4
N 3’lL0 + Uy

U1 = —3a+ P LoeLo—L; (U1 —ug = —4da B = w—a=
4
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4. Si ugy, —— > ~00, On pose, Up = Uzy alors pour M = —1, il existe ng € N tel que pour tout n € N, si
n = ng, alors v, < —1, en particulier ug,, = vp, < —1 < 0. Si ugp+1 o7 ~90, 0N pose, Uy = Usn+1
alors pour M = —1, il existe ng € N tel que pour tout n € N, si n > ng, alors v, < —1, en particulier
U2ng+1 = Ung S -1 <0.

5. Comme a prouvé a la question 1 que pour tout n € N, u, > 0, on obtient une contradiction, ainsi,
nécessairement, o = 0, des lors, pour tout n € N, u, = 3, pour n =0, 8 = ug = x.

6. D’apres ce qui précede, f(z) = f(ug) = u1 = 8 = x, et ce pour tout x > 0. On a donc montré que si
f: R* — R* vérifier, pour tout > 0, f(f(z)) = 3z — 2f(x), alors f: . — x.

Réciproquement, si f: z — x est définie sur R*, alors pour tout > 0, 3z — 2f(z) = 3z — 2z = =,
tandis que f(f(z)) = f(x) = x, ainsi f: z — x est bien une solution.

Par analyse-synthese (déguisée), la seule fonction f: R* — R* vérifiant pour tout = > 0, f(f(x)) =
3z — 2f(x) est la fonction f: x — z.

Exercice limite

Soit x € [0; 7], alors

nsin(z) sin(z) nsin(x) — (x + n) sin(x) _ - sin(x) <0
r+n T+n Tr+n

s
— sin(z) dz < J 0 dz = 0, par linéarité de 'intégrale
0

S
. . L nsin(z
Ainsi, par croissance de l'intégrale, A
o T +n

Up, — f sin(z) dz < 0, soit u, < f sin(z) = [— cos(x)]f = 2.
0 0

nsin(x x sin(x mx1 T nsin(x
De plus, sin(x) — (z) = (z) < < —, par croissance de I'intégrale, f sin(z) — 7() dzr <
r+n T+n rT+n n 0 T+n
L. 2 2 2
J — dx = —. Par linéarité de I'intégrale 2 — u,, < —. En rassemblant les deux résultat, 2 — — < u,, < 2.
o n n n n
2
Comme 2 — — —— 2, d’apres le théoréme d’encadrement u,, —— 2.
n mn—ow n—00
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