DM2 : a rendre le 6 décembre

Vous ne pourrez pas faire les questions 13 a 16 avant la fin du chapitre sur les suites.

Wallis in wonderland '

%
Pour tout entier n > 0, on pose W,, = f cos™(t) dt.
0

1

. Grace a la formule du binéme de Newton, linéariser cos?(t), cos?(t), cos*(t), cos’(t) et cosS(t).

Remarque 1. On ne connait pas de primitives explicites de ¢ — cos™(t) pour un entier n quelconque.

2.

3.

Calculer Wy, Wy, Wy, W3 et Wy.
g

Montrer que pour tout n e N, W,, = j sin™(z) dz.
0

. Montrer que (W,,),, est décroissante.

5. En déduire que (W},,), est une suite convergente.

2 n+1
. Soit n € N. En remarquant que W, ;o = f cos™t1(t) x cos(t) dt, montrer que W, o = )
0 n

Indication : se rappeler que pour tout t € R, sin?(t) + cos?(t) = 1

n-

7. En déduire que pour tout ne N, W, # 0

8. Montrer que ((n + 1)W,+1 W, )nen est constante. Que vaut cette constante ?

9. Soit p € N, exprimer a ’aide de factorielles les produits suivants :

10

p
e I1x2x...xp=1]]k
k=1

« 2xdx6... x(2p) = [](2k)

k
p
e 1 x3x5...x(2p+1)=]](2k+1)
k=0

[y

. Soit p e N*. Exprimer Wy, en fonction de Wo,_» puis en fonction de Ws,_4 en réitérant le processus
exprimer Wy, en fonction de Wy et de certaines factorielles et de puissances.

Le raisonnement que I'on vient de faire peut sembler peu rigoureux avec 'usage des ... on peut rendre ca
rigoureux en laissant cette partie au brouillon et procéder comme suit :

11

12

13
14

15

. Montrer, par récurrence, que pour tout p € N, on a
2p)! 2% (p!)*
Wop = 55 x = et W: = —
27 2 (plh2 T 2 T (2p+ 1))
n+1 Wn+1
. Montrer que pour tout n e N < <1
duep "n+2 W,

. Déduire de la question 12 que W41 ~ W,,.
. En déduire un équivalent de W,,, quelle est la limite de W,, 7
B n
. En admettant ? qu’il existe C > 0 tel que n! ~ C'y/n <E> déterminer la valeur de C
e

L’équivalent de n! une fois C trouvé s’appelle la formule de Stirling et sera une formule & connaitre en
deuxiéeme année.

16

. A laide de la formule de Stirling, en déduire un équivalent de (2:) quand n — +00.

1.
2.

Merci & Armand Mabondzo d’avoir proposé ce titre.
On admet ce résultat provisoirement, et on le démontrera en fin d’année.
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