Des polynhommes et des polynfemmes (pour ’inclusivité)

1.
2.

P est de degré 6 et de coefficient dominant 2.

D’aprés les relations entre les racines et les coefficients d’'un polyndéme, s = 5 = 1letp =
(10(-12)
5 =
. On calcule les dérivées successives de P en i (en partant de la dérivée 0-iéme) jusqu’a trouver la

premiere dérivée non nul.

P(i) = 2i% — 2i® — 8i* — 4i® — 22i% — 2i — 12
=221 —844i+22-2—12=0
P =12X° — 10X* — 32X3 — 12X? — 44X — 2
P'(i) = 12i° — 10i* — 32i® — 12i% — 44i — 2
=121 —10+32i +12 - 44i —2=0
P" = 60X" —40X3 — 96X? — 24X — 44
P’ (i) = 60i* — 40i® — 961 — 24i — 44
= 60 + 40i + 96 — 24i — 44 = 16i + 112 # 0

D’apres la caractérisation de la multiplicité, i est racine de P et sa multiplicité vaut 2.

. Comme P est un polynoéme & coefficients réels, —i = i est aussi racine de P avec la méme multiplicité

que celle de i, ainsi —i est racine double de P.

. Notons 21 = x5 =i, x3 = x4 = —i et x5 et xg les autres racines complexes de P. Alors, d’apres la
question 2
l=x1+x0+ 23+ 24+ 25+ T
—6 = T1X2X3X4T5T¢
En remplacant x1 et xo par i et x3 et x4 par —i, on obtient x5 + g = 1 et 506 = —6. On cherche

donc deux nombres dont la somme vaut 1 et le produit —6, 3 et —2 conviennent et ce sont les seuls.
Ainsi, les racines de P sont —2, 3, i et —i, i et —i sont de multiplicités 2, comme P est degré 6, —2
et 3 sont nécessairement des racines simples.

. D’apres la factorisation d’un polynéme dans C[X] connaissant ses racines, leur multiplicité et le

coefficient dominant :
P=2(X —1)*X +i)*(X -3)(X +2)

Comme les polynémes de degré 1 sont irréductibles, ceci est bien la décomposition en facteurs irré-
ductibles de C[X] (unique a l'ordre des facteurs pres). De plus,

(X —D)XHX +i)? = (X —)(X +1)2= (X2 +1)?

Ainsi,
P=2(X?+1)*X -3)(X +2)

Les polynémes X — 3 et X + 2 sont aussi irréductibles dans R[X] car de degré 1 et X2 + 1 aussi (car
de degré 2 et a discriminant strictement négatif). Ainsi, ceci est bien la décomposition en facteurs
irréductibles de R[X].

B(1) =0,B(2) =8—4—-8+4=0et B(—2) = -8 —4+8+4 = 0, ainsi, on a trouvé trois racines
distinctes de B et B est degré 3 on a donc toutes les racines de B. Ainsi, les racines de B sont 1, 2
et —2.

. D’apres le théoréme de la division euclidienne, il existe un unique (Q, R) € R[X]? tel que (X — 1)" =

BQ+ R avec d°R < d°B = 3, ainsi, d°R < 2, donc il existe (a, b, ¢) € R3 tel que R = aX?+bX +c, donc
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(X —1)" = BQ+aX?+bX +c, ainsi en remplagant X par 1, (1—-1)" = B(1)Q(1)+a+b+c = a+b+c.
De méme (2 —1)" = 4a + 2b+ c et (—3)" = 4a — 2b + ¢. On est donc amené & résoudre le systeme :

a +b +c = 0 a +b +c = 0
4a +2b +c = 1 . <L:>4L —2b -3¢ = 1
da —2b +c¢ = (=3)" 2 li 4l —6b —3c = (=3)"
a +b +c = 0
. <L:>L —2b -3¢ = 1
3«—L3—3Lo 6 _ (_3)n_3
( —(—=3 nfl_l
. 2y
N 2
a = -b—c
—(—3 N—lfl
)
_ _ n
Y
D G )
L N 4

Ainsi, le reste de la division euclidienne de (X — 1)™ par B est

e L PO T )

R = 4 4 2

9. d°X? < d°B = 3 et B est scindé & racines simples, ainsi, d’apres le théoreme de la décomposition
simples, il existe (a, 3,7) € R3 tels que pour tout = € R\{1,2, —2},

z? B z? .« I p n i
w22 —dr+4 (z-D(x-2)(=z+2) -1 -2 z+2
2
—1 —1 —1
e En multipliant par x — 1, on obtient, (g:_;)cw =a+ Bff_ 5 ) + 7(;_}_ 5 ), ainsi, a = 3
2 -2 —2
e En multipliant par £ — 2, on obtient w= 1x($ ) = a;x_ 1 ) +6+ 7%:_2), il vient g =1
2
2 2 1
e En multipliant par = + 2, on obtient v = ol +2) + fla+2) + 7, ainsi, v = -
(x —1)(z —2) x—1 x—2 3
P équent tout z € R\{1,2, —2} i mVE SIS S
ar conséquent, pour tout x — - = — = , ainsi,
d P T Tt — a2 —4x + 4 3 mgl r—2 3x+2
1 2) —In(z —1
x — nz+2) —In(@—1) + In(x — 2) est une primitive de z — < sur |4;+o0].

3 3 —x2 —4r+4

Les suites récurrentes reviennent ! (d’ou leur nom)

1. Le polynéme X2 + X 4 1 a un discriminant strictement négatif donc ne s’annule pas sur R. f est
dérivable sur [0;1] comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.
Pour z € [0;1],

Ix (@ +z+1)—z(2r+1) —z2+1

J'(z) = (x2+x+ 1) - (2 +x+1)2 >0

De plus, f/(z) = 0 ssi 2 = 1. Ainsi, f est strictement croissante sur [0;1]. Soit = € [0;1], alors
0 < z < 1, par croissance de f, f(0) < f(z) < f(1), donc 0 < f(z) < é Ainsi, f([0;1]) < {0;;} c
[0;1]. Par conséquent, [0;1] est stable par f.

2. Comme f est croissante sur [0;1] et que [0;1] est un intervalle stable, la suite (u,), est monotone,

or up = f(up) = f(1) = 3 < uo, ainsi, la suite (uy), est décroissante.
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3. D’apres la propriété de I'intervalle stable, pour tout n € N, u,, € [0;1]. Ainsi, la suite (uy), est minorée
par 0 comme elle est décroissante, d’apres le théoreme de la limite monotone, (uy)neny converge vers
une limite notée ¢. Comme, pour tout n € N, 0 < u, < 1, par passage a la limite qui conserve les
inégalités larges, 0 < ¢ < 1. Or, f est continue sur [0;1] (car dérivable) donc en ¢, ainsi d’apres le
théoréme du point fixe, f(¢) = ¢. Or pour x € R :

X
= — = —
v = f() v 14+ 2+ 22

— 2*(1+2)=0 < ze{0,-1}

= 2(l+z+2))=0 = 2*+22=0

Ainsi, £ € {0,—1}, de plus, £ € [0;1] donc nécessairement ¢ = 0. Par conséquent, u, — 0.
n—

1
4. Soit n € N*  alors comme — + 1+ n > n + 1, en passant a 'inverse (décroissante sur R*), il vient

n
1
f<1>:1 T 1 <11
A T
n? n n
1
5. Posons, pour n € N*, Z(n) : «0 < u, < p—
1
e Comme u; = 3 ona 0<u < 3 des lors Z(1) est vraie.
1
e Soit n € N* supposons Z(n) vraie, ainsi, 0 < u, < 1 < 1, alors par croissance stricte de f
n

sur [0;1],

n+1

f(0)<f(un)<f< ! )

1
n+1

Or, f(O)zOetf<
1
n+2

1
> < ) (en appliquant ce qui précede a n + 1), deés lors 0 < up41 <
n

. Par conséquent, &(n + 1) est vraie.

1

En conclusion, par récurrence, pour tout n € N* 0 < u,, < e

Un

6. Soit n € N, alors S L S—
) n+1 Un2 ¥ u, + 1

, en inversant (possible car u,4+1 # 0),

1 Un? + Uy + 1 1
=7 n =u, +1+ —

1 no1
7. Posons, pour n € N*, Z(n) : «— <n+1+ > —»
U
1

n =1k

o1 I .

e Pourn=1,n+1+ > —=3=— > —, ainsi, &(1) est vraie.
=1k Uy ui

e Soit n € N* supposons &?(n) vraie, en utilisant la question 6,

1 1 nl
—Up+1+— < upt+l+[n+1+ >+
Un+1 Un P(n) ok

1 n+1
De plus, en utilisant la question 5, u, < g ainsi, upy1 <KN+2+ ) T des lors, Z(n+ 1) est
n k=1

vraie.
Par récurrence, pour tout n € N*, I'inégalité demandée est vraie.

8. Soit un entier k > 2, alors pour tout t € [k — 1;k], par décroissance de la fonction inverse sur R*,
1 1 Foar  (k
z < 7 puis par croissance de l'intégrale sur [k — 1;k], j < J - puis par intégration d’une

k-1 k k-1
: T Y
fonction constante, on obtient — < —.
k k—1 t
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Remarque 1. Cette formule s’interpréte graphiquement :

1
L’aire du rectangle bleu vaut — et elle est plus petite que 'aire sous la courbe entre k — 1 et k£ qui vaut

Jk dt
r—1
9. La question précédente, permet de montrer, en utilisant la relation de Chasles, que pour n € N*,

ng_

1 n
Ek—1+2<1+ZL_1t Sl

In(n) +1

n
1
n+l+ Y —<<n+1+mn)+1=n+In(n)+2

1
par décroissance de la fonction inverse, on en déduit que u, > ——————— de plus, en utilisant la
n+ In(n) + 2

. n P )
question 5, nu, < 1 < 1. En réunissant ces deux résultats, pour tout n € N* :
n

n
—  <nup <1
n+ In(n) + 2 ftin

n—

1, par théoréme d’encadrement nu, — 1. On peut

n
Or, n+In(n) +2 ~ n, donc n () +2

1
en conclure que u, ~ —.
n

Les matrices stochastiques (fidéles a leurs lignes)

1. Comme pe]0;1[, p, 1 —p, 1 et 0 sont bien des nombres positifs ou nuls. De plus, p+ (1 —p) +0 =1,
O+p+(1—p)=1et0+0+1=1. Ainsi, la matrice A est bien stochastique.
p* 2p(1—p) (1-p)?
2. A® = I3 par convention et A2 = | 0 p? 1—p?
0 0 1
" an by
3. Pour tout n € N, notons Z(n) la propriété : «il existe (a,,bp,c,) € R3 telsque A" = [ 0 p" ¢, |.»
0O 0 1
P’ ag bo
e Pour n = 0, comme A° = I3, on pose donc ag = 0,by = 0,co = 0, Ainsi, A° = P’ co | et
0 0 1
Z(0) est vraie.
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e Pour n = 1, comme A' = A on pose donc a; = 1 —p, by = 0 et ¢; = 1 — p de sorte que

pl a1 b
At =10 p' ¢ |et 2(1) est vraie.
0 0 1
e Soit n € N. Supposons Z(n) et montrons & (n + 1). Ainsi, il existe (an,bn,c,) € R3 tels que
p" an by
A= 10 p* ¢, |, ainsi, on obtient :
0 0 1
p 1-p) O Pt oan by PP pan +p" —p"tt pby 4+ (1 - p)en
A = AxAm = [0 D 1—p|x[ 0 p" cp]= 0 pntl pen + (1 —p)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ainsi, en posant a, 41 = pa, +p" —p" L, byt = pby + (1 —p)ey et cpi1 = pen + (1 —p), on obtient

pn+1 ant+1 bnit
que A" = 0 p""' cuyq |, ainsi la propriété Z(n + 1) est vraie.
0 0 1

Par récurrence, on en déduit que pour tout n € N, #(n) est vraie. On a de plus, trouvé 'expression
de ag, a1, by, b1, co et c1, ainsi que la relation demandée entre c, 41 et c,.

4. La suite (¢p)nen est une suite arithmético-géométrique. Cherchons le point fixe :

l=pl+(1—-p) <= (1—-pl=(1-p) = (=1
P

On pose, pour n € N, v, = ¢, — £, en effectuant la différence entre ces deux équations,

Cny1 = pen+(1—p)
¢t = pl+(1-p)

On obtient que v,4+1 = pv,. Ainsi la suite (vy,) est géométrique de raison p et donc pour tout n € N,
v =vp"t = —p,ete,=v, +1=1-—p"

5. Gréce a la relation de récurrence de (a,), trouvée a la question 3, on trouve que pour tout n € N :

n+l n+2)

Unt2 — 20An11 + P2an = (Pany1 +p P2 — 2pan 1 + play
= —pans1 +p" = p"t? + pay,

_ _p(pan +pn _pn+1) +pn+1 _pn+2 +p2an =0

6. D’apres la question précédente, (an)neny est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants. On cherche & résoudre I’équation caractéristique 72 — 2pr 4+ p? = 0 d’inconnue . Or,

r? = 2pr +p* = (r —p)°

Ainsi p est racine double de cette équation caractéristique. Par conséquent :
(o, ) eR?* VYneN a,=(a+Bn)p"

1 1-—
Or,ap=0=aeta; =1—p=(a+ B)psoit 1 —p = Bp, comme p > 0, on obtientf = — — 1 = P
p p
Par conséquent, pour tout n € N, a,, = n(p"~! —p") = p"~n(1 - p).
7. Si M et N sont deux éléments de &£, alors MU = U et NU = U, ainsi par associativité du produit
matriciel :

(MN)U = M(NU) = MU =U
et donc M N € &E.

8. Posons, pour n € N, Z(n) : «A™ € Ex.
e Pour n = 0, la propriété est vraie car AU = I3U = U donc A° € £, Z(0) est vraie..

1. (1) n’est pas nécessaire, mais cela permet de donner les valeurs de a1, b1 et ¢1 qui sont demandées.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, DS4cor )


devilliers.loic@gmail.com

px1l+(1—p)x1+0x1
e Porn=1% AU =AU = |0x1+px1+(1—p)x1|=U donc Al € &.
O0x1+0x1+0x1
e Soit n € N, supposons Z(n) vraie, et comme A"l = A" x A est le produit de deux matrices de
£, d’apres la question précédente, on obtient que A"+ € £, par conséquent, Z(n + 1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit que pour tout n € N, A" € £. On en déduit que A"U = U et donc que
la somme des éléments de chaque ligne vaut 1, notamment la premiere ligne, ainsi, pour tout n € N,
p" + an + b, = 1. Dés lors,
VneN bp=1—-p"—ap,=1-p" —n@@E" 1 —p")=1—np" ' + (n—1)p"

Remarque 2. En remplagant a,, b, et ¢, par les expressions trouvés aux questions 4, 6 et 8, on en déduit
que pour tout n € N,

p" np" (1 —p) 1+p" H(—n+pn—1))

A"=10 " 1—p"
0 0 1
9.
1 0 1 1 00
P = —1 1) (O 1 0
0 0 1 0 01
Ly« Ly — Iy
1 0 1 1 0 0
-1 0) <1 1 O)
0 0 1 0 O
Ly < —Lo
1 01 1 0 0
0 1 0) (1 -1 O)
0 1 0 0 1
Ly« L — Ls
1 0 0 1 0 -1
0 1 O) (1 -1 0
0 1 0 0 1
1 0 -1
Ainsi P est inversibleet P~1= |1 —1 0

0 0 1

10. En effectuant successivement les deux produits matriciels, on obtient

p 0 1—p 1 0 1 p 0 1
D=P'BP=P 110 p 1—p||1 -1 1|=P'|p —p
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 -1 p 0 1 p 0 0
=(1 -1 O p —p 1]1=10 p O)
0 0 1 0 0 1 0 01

Ainsi, la matrice D = P~!BP =

oo

00
p 0] est diagonale®.
0 1

p" 0 0
11. Par propriété des puissances des matrices diagonales, D" = [ 0 p™ 0 ].
0 0 1

2. On a pas besoin a priori d’initialiser avec n = 1, mais dans I’hérédité, on va avoir besoin que A € £.
3. D’ou son nom de D.
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12. On démontre par récurrence que :

Vn e N D" = p-lp"p

Donc B® = PD"P~! En effectuant les deux produits matriciels, on trouve que

1 0 1\ /p" 0 01
B" = pp"p! 1 =1 1]10o p» o|Pt=|pr —p 1|P!
0 0o 1/\o 0 1 0 0 1
v 0 1\ /1 0 -1 p" 0 1—p”
=|p* —p" 1 1 -1 0 |J=(0 p* 1-—p"
0o o0 1/\0o 0 1 0 0 1
13. Par produits matriciels :
0 1—-p p—1 0 1—-p p—1 0 00
c’=(o0 o 0 0 0 0 |=10 0 0
0 0 0 0 0 0 000
p 0 1-p\ /0 1—-p p—1 0 p(1-p) plp—1)
BC=[0p 1—p|l0 0O 0 |=1]0 0 0
00 1 0 0 0 0 0 0
0 1-p p—1\(p 0 1-p 0 p(l-p) plp—1)
CB=[0 0 0 0 p l—pl|=1|{o0 0 0
0 0 0 00 1 0 0 0

14.

15.

Ainsi, B et C' commutent, on utilise alors la formule du binéme de Newton

wemer= Bt - B B ) g

k=0 —
Y\ ~0pn Y\ ~1pn—1 n n—1
:<O>CB ()t 0= s nc

En utilisant ’expression des puissances de B déterminée a la question précédente :

p" 1— 0 1—p p—1 prt 0 1—prt
A= 0 p° 1— +n |0 0 0 |x[ o prt 1—pnt
0 0 1 0 0 0 0 0 1
pn 0 1— pn 0 (1 _ p)pnfl <p _ l)pnfl
=10 p" 1—p"|+n|0 0 0
0 0 1 0 0 0
p" +n(l—p)p*t 1—p*+n(p-—1)p*!
=10 p" L—p"
0 0 1

On retrouve ainsi ’expression de A" de la partie précédente.
A€ & ssi AU = U ssipour tout i € [ 1; n]] le coeflicient a la i-ieme ligne de AU Vaut celui a la i-ieme

ligne de U ssi pour tout i € [1;n], Z a; x 1 =1 ssipour tout i € [1;n], Z a;, = 1 ssi Aest

stochastique (car ces coefficients sont posmfs par hypothese).
Soient M et N deux matrlces stochastiques, montrons que P = M N est stochastique. Soit (i,j) €

[1;n ]]2 alors p; j = Z m; kN, ; est une somme de produits de coefficients positifs ou nul, ainsi p; ; > 0.
-1
De plus, PU = (MN)U M(NU) = MU = U, donc P € &, ainsi, en utilisant la question précédente,

P = MN est une matrice stochastique. Par conséquent, le produit de deux matrices stochastiques est
stochastique.
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