Probléme 1 : soyez hyper bons avec les fonctions hyperboliques !

Etude d’une fonction

1. Pour tout z € R, ch(z) = #, sh(z) = #
e® e”
2. Comme e % Nt o(e®), ainsi, ch(x) o0 G et sh(x) o0 5
e ¥ e ”
De méme, €% = o(e™"), ainsi, ch(z) e 3 et sh(z) TS
n g2k n o p2k+1
3. ch(x) = kgo oh)! + o(x?") sh(x) = /Eo k1) + o(z?"*1)
4. On pose u = sh(x), alors
. u?x+x63+(9(m3),

e Ainsi, u? > 23, donc o(u?) = o(z?).
Ainsi, on effectue le DL3(0) de sh(u) :

u3 3 3 x3 z3
sh(sh(z)) = sh(u) sut o(u®) = <$ +tt O(m3)> + 2"+ o@’) +o(z®) =z + 3t o(z3)

3 5 TP
Ainsi, sh(sh(z)) — = 33 + o(z?) T3

5. Soit x € R*, alors —x € R*, et par imparité de sh,

F0) = (=) st (L) = () x (1) s (5 ) = £(2)

—T

Des lors, la fonction f est paire.

r—+00

1 1
6. Comme sh(u) =u+t o(u), sh(u) > u. On obtient alors sh () ~ —. Par produit d’équivalents,
x

1 1
flx) ~ xx—=1,donc f(x) 1. De méme ', f(z) ~ xx—=1,donc f(z) —— 1.

T—+00 X T—+00 T——00 T T——00

. , 1 _1 .
7. Par croissance comparée : x x ez —— +00. De plus,  x e "z —— 0, par somme de limites,
z—0+ x—0+

f(z) ——— +00. Comme f est paire, f(r) —— +00, ainsi f(x) —> +o0.
x—07F z—0 x—0

8. La fonction x — 1/x est dérivable sur R* et sh est dérivable sur R, par composition, z — sh(1/z) est
dérivable sur R*, par produit f est dérivable sur R*.

()

9. Notons th: u — sh(u)/ch(u), alors th est dérivable sur R, comme quotient de deux fonctions dérivables
sur R et dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus,

T

1
sh()
Vz € R* f’(x)zsh<1>+:c><;21xch<1>= z) _1 xch(1>

x X

VueR  th'(u) = Ch(“)cil;(j;l(“)z —1— th2(u)

Proposons deux méthodes :

1. Comme f est paire, on aurait aussi pu dire que puisque f tend vers 1 en +00, nécessairement f tend vers 1 en —o0.
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10.

11.

12.

13.

e Posons, g: u — u — th(u), alors g est dérivable sur R et
VueR g (u) =1 —th'(u) = th®(u) = 0

De plus, th(u) = sh(u)/ch(u) = 0 ssish(u) = 0ssi u = 0. Ainsi, pour tout u > 0, ¢’(u) = th®(u) > 0.
Ainsi, g est strictement croissante sur R, donc pour tout v > 0, g(u) > ¢(0) = 0, donc u > th(u).
e Soit u € R*, th est continue sur [0;u |, dérivable sur | 0;u [, donc d’apres le théoreme des accrois-
th(u) — th(0)

0 = th'(c) < 1, ainsi, th(u) < u.

()

ainsi f est strictement décroissante sur R¥, comme f est paire, on en déduit également strictement
croissante sur RY.
3 5
u 5 .. .
sh(u) =u+ 5 T 120 + o(u”), en divisant par u, on obtient :

sements finis, il existe c€ |0;u[, tel que

1 1
Pour tout x > 0, ch <> > 0 et d’aprés ce qui précede, — — < 0, par produit, f/(x) < 0,
x x

sh(u) w? ot 4
1+t L,
w o1t E T o)

1 . .
Quand x — +00 ou & — 00, U = — i 0, ainsi par ce qui précede
T

Tr— 100

1 1 1 1
f(l‘)z.’lfsh(x) 9:—>:+oo1+6x2+120:c4+0<a:4>

On obtient ainsi le développement asymptotique avec ag = 1, a1 = 0, ag = 1/6, ag = 0, ag = 1/120.
On a:

1 z? 2t 4
Bl IR I
f(x)o +% T 10 7o)

1
Ceci montre, en particulier, que f () — 1. Ainsi, z — f () se prolonge alors par continuité en
z) x> x

une application F' avec F'(0) = 1, F' est dérivable sur R* par composée, de plus, par troncature d’un
développement limité, F'(x) = F(0) + o(z), ainsi F est dérivable en 0 et F'(0) = 0.

Etude d’une suite

14.

15.

16.

Soit n € N*. Comme f est strictement décroissante et continue sur R¥, d’apres le théoreme de la
bijection strictement monotone, f réalise une bijection de R* vers

@) = | tim, f0)s i fa) | <1050

r—+00

n+1 . ) n+1
€ ]1;+00[, ainsi, il existe un unique u,, € R*, tel que f(u,) = :
n

Soit n € N* montrons que up+1 = Uy, SUpposons que u, > Un+1, alors comme f est strictement

Or,

décroissante, f(u,) < f(u ,80it 1+ — <14+ ——, soit — <
7f(7‘b) f(n-‘rl) n Tl-‘rl’ n n+

obtient n + 1 < n, soit 1 < 0 ce qui est absurde, ainsi uy,+1 = Uy et (uy),en* est croissante.

T en passant a l'inverse, on

Comme (up)n est croissante alors, d’apres le théoréme de la limite monotone (uy)y, est majorée ou
bien u,, —— +00. Raisonnons par I’absurde et supposons que (uy)nen* S0it majorée : il existe M € R
n—aoo

tel que pour tout n € N*  w,, < M, Notons alors que M > 0 (car, par exemple, us > 0) comme f

. L,n+l SR .
est décroissante, f(u,) = f(M), soit > f(M). Comme les inégalités larges sont conservées par
n

passage a la limite, on obtient que f(M) < 1, or f(M) € f(R*) =]1;+00[ donc f(M) > 1 ce qui est
absurde. Ainsi, u, — >+,
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17. En utilisant le résultat de la question 12, en tronquant a l’ordre 2, on obtient :

+1 1 1
n = flu,) =1+ +o<u2>

n 6,2 n

En retranchant 1 des deux co6tés, on obtient
1 ‘o 1 1
n 6u,? Uy, 2 6,2

n 7’ . 7’ Y .
Donc u,? ~ —, comme les équivalents sont conservées par passage a une puissance et que u, > 0, on
6

n
obtient u,, ~ e

Probléme 2 : que reste-t’il de vos polynomes ?

Généralités sur ’application ¢

1. Soit P € C,[X], alors AP € C[X] et on effectue la division euclidienne de AP par B, d’apres les
rappels, le reste de cette division, noté p(P), vérifie d°p(P) < d°B = n + 1, dés lors d°p(P) < n Ceci
montre que ¢(P) € C,[X].

2. En développant et en remplacant AP et AP, par leur division euclidienne, on obtient :
A(Pl + )\Pg) = AP + MAP, = BQ1 + R1 + /\(BQQ + Rg) = B(Ql + >\Q2) + Ri + ARy

Remarquons que comme R; et Ry appartiennent a l’espace vectoriel C,,[ X ] alors Ry + ARg € C,,[ X ], en
particulier, d°(R; + AR2) < n < d°B. Par unicité de la division euclidienne de A(P; + A\P») par B # 0,
on en déduit que le reste de cette division est R; + ARy et le quotient de la division euclidienne de
A(P1+AP,) par B est Q1+AQ2. On peut donc en déduire que o(P1+APy) = R1+AR2 = ¢(Py)+Ap(P2).
Ceci prouve que ¢ est linéaire. En utilisant le résultat de la question 1, on peut en déduire que ¢ est
un endomorphisme de C,[X].

Etude d’un premier exemple

3. Calculons ¢(1), p(X), p(X?) et décomposons ces vecteurs dans la base canonique # = (1, X, X?) :
e Ax1=X2+2X=Bx0+(X%+2X) avec d°(X%+2X) =2 < d°B = 3, ainsi, 0 est le quotient
de la division euclidienne de A x 1 par B et X2 + 2X en est le reste. Dés lors,

(1) =X?4+2X =0x1+2x X +1x X?

e AxX=X34+2X2=Bx1+(X2+X+1)avecd’(X?>+ X +1) =2 <d°B = 3, ainsi, 1 est le
quotient de la division euclidienne de AX par B et X2 + X + 1 en est le reste. Dés lors,

OX)=X?+X+1=1x14+1xX+1xX?

e Ax X?=X442X3=Bx (X +1)+(2X +1) avec d°(2X + 1) =1 < d°B = 3, ainsi, X + 1 est
le quotient de la division euclidienne de AX? par B et 2X + 1 en est le reste. Dés lors,

P(X?)=2X+1=1x1+2xX+0x X?

Ainsi, on a montré que
0 1 1
K=1[2 1 2
1 1 0

4. Notons ' = (X2 —-1,X? - X,1+2X + X?), présentons trois méthodes pour montrer que %' est une
base de Ca[X] :
e Soit (a, 3,7) € C3[X], supposons a (X2 — 1) + B(X? — X) + (1 + 2X + X?) = 0. En remplagant
X par 1, on obtient v = 0 et donc (X2 — 1) + 3(X? — X) = 0, en remplacant X par 0, on obtient
que a = 0 d’ott B(X? — X) =0, comme X2 — X n’est pas le polynome nul, 3 = 0, ainsi, la famille
A’ est libre. De plus, dim(Ca[X]) = 3 = |#'|. Donc, %’ est une base de Co[X].
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e Notons Z = (1, X, X?) la base canonique de Co[X], pour démontrer que %’ est une base de Ca[X],
il suffit de montrer que detz(#’') est non nul or ce déteminant vaut (en effectuant une opération
puis la formule du déterminant d’une matrice triangulaire) :

-1 0 1 -1 0 1
-1 2 = 0 -1 2[=4+#0
1 1 1 L3y<—L3+L1+Lo 0 0 4

Ceci prouve que %’ est une base de Co[X].
e Soit (a, B,7) € C3[X], supposons a(X? — 1) + B(X? — X) + (1 + 2X + X?) = 0. Donc (a +
B+7)X2+ (=B +27)X + (—a + ) = 0, ainsi par unicité de la décomposition d’un polynéme

a+pB+v7=0
dans la base canonique, on obtient le systéme { —( + 2y = 0, apres résolution, on trouve que
—a+v=0

a = f =+~ =0 ainsi, la famille %’ est libre. De plus, dim(Cy[X]) = 3 = |#'|. Donc, %’ est une
base de Ca[X].
5. Pour calculer la matrice de ¢ dans la base %', calculons les images des vecteurs de %’ par ¢ et

exprimons ces vecteurs dans la base %’. Comme on a déja calculé (1), o(X) et p(X?), utilisons la
linéarité de ¢ :

P(X?2-1) = o(XH—p(l)=1+2X)-(2X +X?) =-X?+1
= —1(X?2-1)+0(X%?-X)+0(1+2X +X?)
(X2 —X) = oXH)—pX)=1+2X)-(1+X+X)=-X?+X
0(X2—1)+ (—1)(X%2 = X)+0(1 +2X + X?)
(1 +2X + X3 = (1) +20(X) +o(X?) = 2X + X))+ 201+ X + X)) + (2X +1) =3X? +6X + 3
= 0(X?2-D+0(X?2-X)+3(1+X+X?
-1 0 0
Ceci démontre que D = Matg ()= 0 -1 0.
0 0 3
6. D’apres la formule de changement de base, K = PDP~! ot P = Py_, 4 est la matrice de changement
-1 0 1
debasede Za %, P=| 0 —1 2| On sait de plus que pour tout n e N, K™ = PD"P~! apres
1 1 1
calcul de l’inverse il vient que
1 -3 1 1
Pt = a2 22
1 1 1
Ainsi, pour tout n € N :
1 1 — 0 0 -3 1 1
K" = PD"P—lzZ 0 —1 2 | x 0 (=)™ 0|l x2 -2 2
1 0 3" 1 1 1
1 —(=1)" 1
= 1 0 —(=1" 2 X 3” 2 2
(=1)" ( 1
1 3(=1)" + 3" 3 — (=) 3 — (=)™
= 126" = (=" ( ( nm) 203" = (=1)")

3" —(=1)" —(=D" 3= +3"

On remarque que pour n = 0, on retrouve K" = I3 et pour n = 1, K" = K (faire ce genre de
vérification permet de détecter d’éventuels erreurs).
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Etude du cas ou B est scindé a racines simples

7.

10.

11.

12.

Soit j € [0;n ], en séparant les cas o k = j et k # j dans la somme, on obtient :

n n
D(z;) = Z (wr) Li(5) = Plaj) — | P(x;) Li(ay) + Y Plaw) x Li(a;) | =0
k=0 " -0 ~——
=1 lrj =0 car k#j
Ainsi, zg,...,x, sont racines du polynéme D.

. Soit P € C,[X], remarquons alors que le polynéme D de la question précédente est une combinaison

linéaire de polynomes de 1’espace vectoriel C,,[X], ainsi D € C,[X], donc d°D < n, de plus la question
précédente montre que D a au moins n + 1 racines (les xg, x1,...,x, sont distincts). Or, d’apres le
cours, un polynéme non nul posséde un nombre de racines (comptés avec multiplicité) inférieure ou

n
égale & son degré. On peut donc en conclure que D est le polyndme nul, dés lors P = >, P(xy)Lg.

. La question 8 montre que tout polynéme de C,[X], se décomposée comme une combinaison linéaire

de la famille (Lo, L1, ..., L), donc C,[X] < vect (Lo, L1, ..., Ly). En outre, les polynémes Lj sont
dans l'espace vectoriel C,,[X], il s’ensuit que vect (Lo, L1, ..., L,) < C,[X]. Par double inclusion,

(Cn[X] = vect (Lo, Ll, ce ,Ln)

La famille (Lo, L1,...,Ly,) est alors génératrice de C,[X]. De plus, cette famille a pour cardinal
n+ 1 = dim(C,[X]), d’apres le cours, (Lo, L1, ..., Ly) est donc une base de C,[X].

On sait que ALy, = BQ}, + Ry, évaluons ce polyndme en x; avec j # k, on obtient :
A(zj)Li(zj) = B(x;)Qr(x;) + Ri(z))
Or Li(z;) = 0 et B(z;) = 0, dés lors Ry(x;) = 0. En revanche, si on évalue ce polynéme en xy, :

A(xy)Ly(wy) = B(oy)Qr(wr) + Ri(wg)

avec Li(zk) = 1 et toujours B(xg) = 0, on obtient Ry(xx) = A(zk).
En appliquant la question 8 a Ry € C,,[X],

¢(Lr) = Ry = ) Ry(;) Ly
j=0
Comme Rk(:cj) =0sij #k, il reste o(Ly) = Ri(zr)Lr = A(zy)Lg.

D’apres la question précédente, pour tout k€ [0;n ]
gD(Lk) :A(:z:k)Lk =0xLo+0xLy+...+0x Lk,1+A(xk) X Lp+0xLgq1+...0x Ly,

Or Ly est le k + 1-itme vecteur de la base (Lo, L1,...,Ly). Ainsi, la matrice de ¢ dans la base
(Lo, L1,...,Ly) a pour k + 1-iéme colonne les coordonnées de ¢(Ly) dans la base (Lg, L1, ..., Ly),
ces coordonnées sont toutes nulles sauf celles devant Ly qui vaut A(zy) ce coefficient se trouve a la
k + 1-iéme ligne. Ainsi la matrice de ¢ dans la base (Lg, L1,..., Ly) est diagonale dont les éléments
diagonaux sont A(zg), A(z1),. .., A(z,).

Etude d’un second exemple

13.

e Axl=a+pX+vX2=Bx0+ (a+ X +~vX?) avec d°(a + fX +vX?) < 2 < d°B. Donc le
reste de la division euclidienne de A x 1 par B est o + X + vX?2. Ainsi,

@(1):Oé+ﬁX+’}/X2:Oéx1+5XX+,,/XX2

e Ax X =aX +BX2++X3 =B+ (aX + BX?) avec d°(aX + 8X?) < 2 < d°B. Donc, le reste
de la division euclidienne de A x X par B est aX + X?2. Ainsi,

@(X):OZX+ﬂX2=()X1—|—QxX+8XX2
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o Ax X?=0aX?+B8X3+9X*=(7X + B)B + (aX?) avec d°(aX?) < 2 < d°B. Donc, le reste de
la division euclidienne de A x X? par B est aX?. Ainsi,

(X)) =aX?=0x1+0x X +axX?

On a ainsi montré que

a 0 0
T=|p a 0
v B «@
0 00
14. Notons N = [ 0 0| de sorte que T' = als + N remarquons que (al3) x N = aN = N x (al3).
v B0
0 00
De plus, N2 = [ 0 0 0|, N3 = N? x N = 03. La matrice N est donc nilpotente et pour tout
g2 00
entier k > 3, N*¥ = 03. Appliquons alors la formule du binéme de Newton pour les deux matrices qui
commutent :
n
T" = (al3+ N)" Z ( )N’“ (al3)" % = Z ( )Nk (ad3)" Z < ) (ad3)"k
k=0 k=0 03
_ (g) NO(als)" + <71L>N(a13 ( ) (al3)"

= a"I3+na"'N + nin —1) 1)0/’_2]\72

2
a” 0 0
_ na™ 13 a” 0
na™ 1y 4 n(”Q_ 1)an—2/82 na"18 an

15. Puisque que P est une matrice inversible, ¢’est une matrice de passage de la base canonique de Co[ X,
notée A, vers une autre base de Co[X], notée %', ainsi d’aprés la formule de changement de base D
est alors la matrice de ¢ dans la base %'.

16. Notons D = (d”)1<l<3 et B = (P, P2, P3), comme D = Matg (p) et que D est diagonale on en

1

<J<

déduit que
o(P1) =di 1Py +dy1Po+d31P3=di 1 Py

de méme p(P2) = do 2P et p(P3) = d33Ps. En posant d; = dy 1, d2 = d22 et d3 = d3 3, on obtient le
résultat voulu.

17. Soit i € [1;3]], on ¢(P;) = d;P;, ainsi p(P;) — d;P; = 0 donc (¢ — d;Id)(P;) = 0. Comme P; est un
élément d’une base, P; est non nul, ce qui prouve que le noyau de ¢ —d;Id n’est pas réduit au polyndéme
nul, donc ¢ — d;Id n’est pas injective donc pas bijective.

18. Soit i € [ 1;3 ] Donc la matrice de ¢ — d;Id dans la base & n’est pas inversible. Or, cette matrice est
triangulaire supérieure avec oo — d; sur sa diagonale, comme une matrice triangulaire est inversible si et
seulement si ces coefficients sur la diagonale, on en déduit que oo — d; = 0, donc que dy = do = d3 = «,
donc D = a3, donc T = aPIsP~! = al3, par unicité des coefficients d’une matrice, on en déduit que
B =~ = 0. Par contraposée, si (3,7) # (0,0), T n’est pas diagonalisable.

Exercice facultatif
1. 2 est une base de E et .# = (J; j)1<j<n est une famille de réels, comme une application linéaire est

entierement caractérisée par I'image d’une de ces bases, il existe une unique ¢ € .Z(F,K) tel que pour
tout j e [1;n], ¢(e;) = dij.
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3 n
2. Soit (A1, A2,...,A,) € K", supposons que > Apej = 04 (g k). Ainsi, pour tout x € E, > \ef(z) =
k=1 k=1
n
Og. Soit i € [1;n], on évalue en e;, on a donc ] Agej(e;) = 0. Par définition de e}, on a donc
k=1
n
> Akdip = 0, donc A; = 0 et ce pour tout i € [1;n [|. On a donc montré que B* = (ef,...,e}) est
k=1
une famille libre de .Z(E,K), or, d’apres le cours, dim(.Z(E,K)) = dim(E) x dim(K) = n x 1 = n,
ainsi #* est une base de .Z(E, K).
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