Révision 6 (fonctions)

1. e Posons f: x — cos®(z)sin(z), par puissance et produit de fonctions dérivables sur R, f est dérivable sur R et
f(x): @ — —5cos*(z)sin?(z) + cos®(z) = cos*(z) (—5sin®(z) + cos®(z)) = cos* () (1 —4sin®*(z))

e Posons h: x — 1 + cos?(e®), alors h est dérivable sur R par composée de fonctions qui le sont. De plus,
h: R — R* en outre \/ est dérivable sur R*, par composée g = VO h est dérivable sur R et

Jx e e”sin(e®) cos(e®)
24/1 + cos?(e®)

1
2. Remarquons que pour tout t € R, 1 +e2® > 0. Posons u = v/1 + 2, alors u? —1 = e?, et donc t = 5 In(u? —1)
1 2udu

et ainsi, dt = =

52— 1 Soit z € R, alors :

u du

s VIFe® |
[ [ e
V1 +e2t u  uf—1

Or, il existe (A, B) € R? tel que

e g
J (u—1)(u+1)

1 A B

X DX+ X-1 X+1

En multipliant par X — 1 et en remplacant X par 1, on obtient A = 1/2. De méme, en multipliant par X + 1 et
en remplagant X par —1, on obtient B = —1/2, ainsi :

) VT
Sw—1) 20+ du = [2 (In(Ju —1]) — In(Ju + 1|))]

v 1
—dt
J V1+e?
1 1
= 5ln(«/lJre?ﬂﬁ—1)—5111(\/1+e2%+1)

1 1 1
Ainsi,  — 3 In(v/1+e2s —1) — B In(v/1 + 2% 4 1) est une primitive de z A
~ ~ “ingapy - € _C
3. (a) Les solutions sont exactement les fonctions z — Ce = ] = — avec C' e R.
x x

(b) En notant g: z — 1/x. On a ainsi que I’ensemble des fonctions solutions est vect(g). Dés lors (g) est une
famille génératrice de l'espace des solutions, comme g n’est pas la fonction nulle, (g) est libre (famille d’un
seul vecteur qui est non nul) donc (g) est une base de l'espace vectoriel des solutions.

C(x)

(c) Cherchons une solution particuliére de la forme y,: z — avec C une fonction dérivable sur R*, alors

pour tout x >0 :
C'(z)x — C(x) N 1C(x)  C'(2)

2 T x

1
() + Typ(e) =
On cherche donc C telle que pour tout 2 > 0, C’(x) = x cos(x). Or, par intégration par parties :

X

Jwt cos(t) dt = [tsin(t)]" — J sin(t) dt = xsin(z) + cos(z)

Ainsi,  — xsin(x) + cos(x) est une primitive de z — x cos(z), ainsi prenons C: x — zsin(x) + cos(z).

.. . cos(T . . AN p . crs . N .
Ainsi, y,: © — sin(x)+ ﬁ est une solution particuliere de I’équation différentielle. Deés lors, les solutions
x

1
de y'(x) + —y(x) = cos(x) sont exactement les fonctions
x

os(z) v CceRr

f:xH%—&-sin(x)—&-

c 1
De plus, f(n) = — — —, ainsi f(r) = 1881 C — 1 = 7 ssi C = 1 + 7. Ainsi, l'unique fonction solution du
T T
1
probléme de Cauchy est la fonction = — - + sin(z) + M.
x x

4. (a) On pose u = sin(x) ——0—>0.
3 5
o u:x—%—l—leO—l—O(;vf))
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Comme u5 ~ 2%, o(u®) = o(a®).
On effectue donc le DL5( ) d’exponentielle :
(u) RO
e = Ut —+ — + —
MU0 2 76 24 120

3 5 1 4 1 5 1
exp(sin(z)) = 1+ < % + %0 +o(x )) +5 <x2 - % + O(x5)) + (mg - % + O(x5)> + 57 (z*+ o

+ o(u)

+Elo (a® + o(z®))

S I P (NI RISV (LI DI (I R + o(z?)
N 2 6 6 6 24 120 12 120
:L‘4 .%‘5

1
= 1+x+2x —§—1—5+o( %)

(b) Par troncature du développement limité a 'ordre 1, on constate alors que = — 1 + x est tangente a la
fonction = — exp(sin(x)).

(¢) Comme
2

exp(sin(z)) — (1 + x) 5 % >0
la fonction 2 — exp(sin(x)) est au-dessus de sa tangente en 0 au voisinage de 0.
(d) Par composition de fonctions de classe €°, f: x — exp(sin(z)) est de classe €°. D’aprés la formule de

1" (5)
Taylor, exp(sin(z)) = £(0) + f(0)z + L 2(0) % + f(Sé(O) x5+ f(;fo) xt + f125)0)

développement limité, on obtient f(0) = f(0) = f7(0) = 1, f®(0) =0, W (0) = -3 et f®)(0) = —8.

x5 + o(x®). Par unicité d'un

5. Soit x > 3, alors

(=) = (=) (o (-2) o (-2))
(e E o (1)) e (2o (1)) et oy

—3\”*
Par continuité de la fonction exp en —1, on obtient que <x> — exp(—1).
z ‘

—2 Tr—+00
1 1
. = = avec :
cos(z) 0 z?2 ot 14+u
1o T 4
i 24+24+(9(x)
__r .z 4
o U= 2+24+O(x)
o
ou2:I+O(ac4)
!

o u? ~ T donc o(u?) = o(z?).

Ainsi, appliquons le développement limité & ’ordre 2 de u — n :
U

1 1 22 2t 2t z?  bxt
= =l-u+tw’+oW)=1+=%-+=+o@h)=1+—=+"—+o0
cos(z)  1+u utu’+o(u’) 7 g1t g Tol) g+ o o))
2 2 / 2 2 2 2
. Prenons z > 0, \/x2+2x+2=\/ (1+ +2) = z4/1+ — 4+ —. On pose alors u = — + —, alors
x oz x  x
, 4 1 , 4 11, ) _
u?=—+o0|— |, commeu’ ~ —, o(u . De plus, v1+u =1+ —u— -u*+ o(u?), on obtient
x2 x2 0 2 8
done: 1 /2 4 1 1 1
/2 — i N el il - il -
T +2x+2zﬁ+wz<1+2(x+x2> 8<x2>+0<x2>) $+1+2x+o(x>
1
On en déduit que z — = + 1 est une asymptote & la fonction en +o0, de plus, V22 + 2z +2— (z +1) ~ o
z—+00 21

on en déduit que la fonction est au-dessus de son asymptote au voisinage de +o0.
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[0;1] — R
8. Soit n € N*. On pose f,: x

r —1—=—2z"

2
(a) La fonction f,, est dérivable car polynémiale, de plus, f/: z — —1/2 — nz™ ! on en déduit que f, est
strictement décroissante sur [0;1], comme elle est continue, on en déduit qu’elle réalise une bijection
de [0;1] vers

n—1

Ja([051]) = [fu(1); fn(0)] = [—1/2;1]
Ainsi, 0 € f,([0;1]), dés lors, 0 admet un et un seul antécédent dans [0;1].

(b) Comme f,(0) # 0 et fn(1) # 0, on en déduit que z,, # 0 et x, # 1, ainsi 0 < z,, < 1, en multipliant par

z," > 0, on en déduit que z," " < z,”, donc —z," < —x,"*!, ainsi,
0= fulzn) =1-— % —xyt <1 - % —2," = frii(zn)

(c) Soit n € N* foi1(2py1) = 0 < frui1(xn), comme f, 1 est décroissante, nécessairement * x,, 11 > z,. Ceci
montre que (Z,)pen+ est strictement croissante. Elle est, de plus, majorée, par 1 donc ainsi, d’apres le
théoréme de la limite monotone, la suite (z,),en+ converge.

(d) Notons ¢ la limite de (z),, comme, pour tout n € N* 0 < x,, < 1, grice a la conservation des inégalités
larges par passage a la limite, 0 < £ < 1.

(e) Supposons que ¢ < 1. Alors, pour tout n € N, z,, < £ alors 0 < z,"* < {" —— 0, d’aprés le théoréme

n—o0

d’encadrement, x,,” —— 0. Ainsi

n—o0

Ty n 4
Ozlf?fxn mlfifo

L
Par unicité de la limite 1 — = = 0, ainsi £ = 2. Ce qui est absurde. Ainsi, nécessairement, { > 1, comme

¢ <1, on en déduit que x,, —— ¢ = 1.

n—o0
1
9. On pose, pour x =0, f(x) = .
pose, p flz) =5~
(a) La fonction f est continue sur R,, dérivable sur R* (car inverse d’une fonction dérivable et ne s’annulant
pas sur R*), et pour tout > 0, f'(z) = —1/(2 + z)?, ainsi |f'(z)| < 1/4. Ainsi, d’apres 'inégalité des

accroissements finis, f est 1/4-lipschitzienne.
(b) Remarquons que R* est un intervalle stable par f. Cherchons le ou les éventuels points fixes de f. Soit
x € R*%,
fa)=2 <= z2+2)=1 <= 2°+20-1=0

—2—4/8 —24+4/8
2

Les solutions de cette équation du second degré sont ————— < 0 et > 0, Ainsi, d’apres le

théoréme sur les suites récurrentes définies par une fonction f: I — I k-lipschitizienne avec k = 1/4 < 1
avec I = R* on peut en conclure que u,, —— /2 — 1.
n—0o0

1
R 1. = —
emarque o ull f(uo) 12+u0
o ue=Jlm)=gom = T
1 2+1U0
o uz = f(uz) = = 1
2+ us 2+ :
2+
1 21+UQ
o u = flug) = =—— = .
2+ ug 24 -
2+
1
2+
2+ ug
e etc. Ainsi, quand on a fait tendre n vers +00, on obtient
1 1
V2—-1= T soit V2=1+ 1
2+ - i 2+ ot 1
1 1
2+71 2+ T
2 2
o T

Ceci est Iécriture en fraction continue de /2.

1. Par Pabsurde, si n, = Tn+1, alors frny1(xn) < fat+1(Tn+1), ce qui n’est pas le cas.
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