
Révision 8 (complexes, polynômes, sommes, produits)

1. Les racines n-ièmes de 1 sont les n nombres complexes e i k 2π
n “ ωk pour k P rr 0 ; n ´ 1 ss (en utilisant la formule

de Moivre).

2. Soit z P C˚. Comme l’application
#

R` ÝÑ R`

x ÞÝÑ x2
est injective, on a :

|z| “ 1 ðñ |z|2 “ 1 ðñ zz “ 1 ðñ z “
1
z

Ainsi |z| “ 1 si et seulement si z “
1
z

3. Soit k P rr 0 ; n ´ 1 ss, comme ω est une racine n-ième de 1, ωk “
1

ωk
“

ωn

ωk
“ ωn´k.

‚ Si k “ 0, on a ωk “ ω0.
‚ Si k P rr 1 ; n ´ 1 ss, ωk “ ωr avec r “ n ´ k P rr 0 ; n ´ 1 ss.

Ainsi, pour tout k P rr 0 ; n ´ 1 ss, il existe r P rr 0 ; n ´ 1 ss tel que ωk “ ωr, avec r “

"

0 si k “ 0
n ´ k si k P rr 1 ; n ´ 1 ss

4. Proposons deux méthodes :
‚ ω0, ω1, . . . , ωn´1 sont les racines du polynôme Xn ´ 1, donc d’après les relations coefficients-racines d’un

polynôme scindé de degré n :
— La somme des racines est l’opposé du coefficient en Xn´1 divisé par le coefficient dominant, donc ici

Sn “
0
1

— Le produit des racines est p´1qn fois le coefficient constant divisé par le coefficient dominant donc ici
Pn “ p´1qn ´1

1 “ p´1qn`1

‚ — Sn “
n´1
ř

k“0
ωk “

1 ´ ωn

1 ´ ω
“ 0 (somme des termes d’une suite géométrique de raison ω ‰ 1 et ωn “ 1)

— Pn “
n´1
ś

k“0
e i 2kπ

n “ e
i

n´1
ř

k“0

2kπ
n

“ e i 2πpn´1q

n
n
2 “ e i πpn´1q “

`

e i π
˘n´1

“ p´1qn´1 (somme des termes d’une

suite arithmétique)
5. Comme la fonction z ÞÑ Impzq est une application linéaire (en voyant C comme un R-espace vectoriel),

n´1
ÿ

k“0
sin

ˆ

k
2π

n

˙

“

n´1
ÿ

k“0
Im

´

e i k2π
n

¯

“ Im
˜

n´1
ÿ

k“0
ωk

¸

“ Imp0q “ 0

6. Soit x P Rzt1u, alors en utilisant la somme des termes d’une suite géométrique de raison x ‰ 1,
n
ř

k“1
xk “ x

1 ´ xn

1 ´ x

7. Q1 “ P .
8. Comme

@x P Rzt1u Qpxq “
x ´ xn`1

1 ´ x

Donc en dérivant, on a :

@x P Rzt1u P pxq “ Q1pxq “
p1 ´ pn ` 1qxnqp1 ´ xq ` px ´ xn`1q

p1 ´ xq2 “
nxn`1 ´ pn ` 1qxn ` 1

px ´ 1q2

9. La question précédente montre que pour tout x P Rzt1u, px ´ 1q2P pxq ´ pnxn`1 ´ pn ` 1qxn ` 1q “ 0. Ainsi,
pX ´ 1q2P pXq ´ pnXn`1 ´ pn ` 1qXn ` 1q a une infinité de racines (tous les réels différents de 1), c’est donc le
polynôme nul, ainsi pX ´ 1q2P pXq “ nXn`1 ´ pn ` 1qXn ` 1.

10. Pour k P rr 1 ; n ´ 1 ss, ωk est une racine n-ième de l’unité différente de 1. Ainsi,

P
`

ωk
˘

“
npωkq

n`1
´ pn ` 1qpωkq

n
` 1

pωk ´ 1q
2 “

nωk ´ pn ` 1q ` 1
pωk ´ 1q

2 “
n

`

ωk ´ 1
˘

pωk ´ 1q
2 “

n

ωk ´ 1

11. Les complexes ω0, ω1, . . . , ωn´1 sont les racines du polynôme unitaire Xn ´1 et elles sont toutes distinctes, ainsi :

Xn ´ 1 “

n´1
ź

k“0

`

X ´ ωk
˘

“ pX ´ 1q

n´1
ź

k“1

`

X ´ ωk
˘
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De plus, en utilisant la factorisation de An ´ Bn par A ´ B :

Xn ´ 1 “ Xn ´ 1n “ pX ´ 1q

n´1
ÿ

k“0
Xk1n´1´k “ pX ´ 1q

n´1
ÿ

k“0
Xk

Ainsi, pX ´ 1q

„

n´1
ř

k“0
Xk ´

n´1
ś

k“1

`

X ´ ωk
˘

ȷ

“ 0. Or, CrXs est intègre et X ´ 1 ‰ 0, par conséquent

n´1
ź

k“1

`

X ´ ωk
˘

“

n´1
ÿ

k“0
Xk

En évaluant en 1, on obtient :
n´1
ś

k“1

`

1 ´ ωk
˘

“ n.
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