Débat : pour ou contre les variables uniformes a 1’école ?

1 1 21
1. Soitke[[1;n]],IP’(X=k):—,E(X)=n;r et V(X) = "
n

2. e Sij < k, alors sachant que 'évenement (X = k) est réalisé, on tire un nombre au hasard et

uniformément entre 1 et k, ainsi, P(Y = j|X = k) = T
e Sij >k, et que 'événement (X = k) est réalisé, alors il est impossible que I’événement (Y = j) se
réalise, autrement dit P(Y = j|X = k) = 0.
3. Remarquons que Y(Q2) = [1;n]. Soit j € [1;n ], alors (X =1), (X =2), ..., (X =n) forment un
systeme complet d’événements, d’aprées la formule des probabilités totales :

P(Y = j|X = k)P Z Y = j|X = k)P k) + D P(Y = j|X = b)P(X = k)
k=3

i

NgE

P(Y = j) =

— =
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4. P(Y =2)n (X =1)) =0, en effet si (X = 1) est réalisé alors ’événement (Y = 2) est impossible.
1 121 1
Or,P(X =1)=—etP(Y =2) = - > N 2 , donc par produit de termes strictement positifs,
n N =92
P(X = 1)P(Y = 2) > 0, ainsi P(X = 1)P(Y ) #P((X =1)n (Y =2)) = 0. On peut en conclure

que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

5. (X =1), (X =2), ..., (X = n) forment un systéme complet d’évenements, d’apres la formule des
probabilités totales :

n n 1
DIPY = kX = k)P Z,.?

=i P(X =Y|X = k)P
k=1

k=1 k=1
Des questions en séries

1 A B 1 B(X +1)

1. 11 existe (A, B) € R? tel = d =A+ ="
existe (A4, B) € R” tel que X+)X+2) X+1 x+2 9" X312 TTx1g
lagant X 1l vient A = 1. De mé ! L AX D) lagant X 2, il

emplacan ar — en = 1. € meme = ———— €1 remplacan ar —
r plac par 11 V1 s X I 1 X I 2 r plac par , 1

vient B = —1. Des lors, pour n € N, par somme télescopique :

i;_i St vy ooty
Hk+Dk+2) S\k+1 k+2 1 n+2 n>o

=0
1 +00 1
Par conséquent, la série ) m et sa somme vaut nZO m =1

, (! Dl o() oY o ) o s L
2. Grace aux DL4(0) : sin <n> +1In (1_n> = n+0<n2> + - +O<n2> _O<n2> Or,2n2 est

une série de Riemann de parametre 2 > 1 donc convergente, par comparaison a série a termes positifs

(1 1
et convergente, > sin ( — | +In (1 — — | converge.
n n

2
n? . . . _ 1 1
3. ——— =n%e™™ —— 0 (par croissance comparée), deés lors, ne "2 = 0 . Or, > — est une
série de Riemann de parametre 2 > 1 donc convergente, par comparaison a série a termes positifs et
)
convergente > me ™" converge.

4. Posons f: x — ze —2® par composée et produit f est dérivable sur R et f/: x — e_’”Q(l —222). Ainsi,

f est décroissante sur [ 1;+o0[. Soit un entier k > 2, alors pour t € [k;k+ 1], f(t) < f(k), donc, par
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k+1 k+1

croissance de l'intégrale, f)de < f(k) dt, de méme, pour tout t € [k —1;k], f(k) < f(¢),
k k
k k
par croissance de 'intégrale, flk) < f(t) dt. Ainsi, soit n € N* et prenons k >n + 1, on a
k—1 k—1
k+1

f)dt < f(k) < f(t) dt, en sommant cette inégalité pour k € [n + 1;p ], on obtient par
k k—1

p+1 —(p+1)? —(n+1)? P —p? —n?
Chasles : < Z ke % < f f. Dou ¢ 4 C < > ke * < ¢ + 8
n+1 k=n+1 n 2 2 k=n+1 2 2

On observe que les trois termes ont une limite quand p — +00, ainsi, par conservation des inégalités
larges lors d’un passage a la limite, on obtient :

(n+1) +0 2
e 2 e
< D ket <
2 k=n+1 2
Des questions d’intégration
1. On pose u = cos(z), de sorte que du = —sin(z) dz, ainsi :

fg sin(z) dz _ fo —du Jl du
o cos2(x) +5cos(z) +6 Jyu2+bu+6 Jou2+5u-+6

Remarquons que X2 +5X + 6 = (X + 2)(X + 3), ainsi, il existe (A, B) € R? tel que

p i ik X2+5X +6
1 2
X 12 + XT3 En multipliant par X + 2, il vient X153 A+ g{._:_?)), en remplagant X par —2,
AX +2)

il vient, A = 1. De méme, en multipliant par X + 3, il vient
X par —3, il vient B = —1. Des lors,

X+2 X3 + B, en remplacant

2 sin(z) dz e du (1 1
_[0 cos?(z) + 5 cos(z) + 6 _Lu2—|—5u+6 _Lu—l—2 _u—|—3du
= [In(u + 2) — In(u + 3)]3 = In(3) — In(4) — In(2) + In(3) = In <§)

. On pose f: x — ze®, par produit de fonctions continues, f est continue sur [0;1], ainsi, d’apres le
théoreme des sommes de Riemann :

n—1 k/n n—1 —
ke 1 k & 17
2:*2*’1 *Z <>¢H ff
= " n = n n /= 0

1 1
Or, par intégration par parties, J re®dx = [me‘”]é — j e?dr =e — (e —1) = 1. On peut en conclure
0 0
n—1 kek/n
que >, —5— ——1

3

3. Calculer j 23 In(x) dz. Par intégration par parties :
2

3 o 3 3.4 1
J 23 1In(z) de = [4ln(x)] — | —x=dz

2 9 2 4 X
34 24 [247%  81In(3) 81 811n(3) 65
=In(3)= —In(2)= — = —4In(2)— — +1= —4In(2) — 2
@) ~ @)y {16}2 1 n2) -6t 1 n(2)

Wallis-like

s

4
On pose, pour tout n € N, I, = J tan”(¢) dt.

0
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||
‘:

M:\

= [~In(Jcos(t)[], ¥ = —In <\}§> +1In(1) = ln§2)

us

.Ig_fo (t)dt—f4tan2(t)+1—1dt=[tan(t)—t]g=1—

0

T
4
d

N

Soit n € N. La fonction f:t — tan™(t) est continue et positive sur [0 —] et f(1) > 0, d’apres le

T
théoréme de stricte positivité de U'intégrale, I, = J f(t)dt>0
0

. Soit n € N, par linéarité de l'intégrale,

Iy — L1 = r tan”(t) — tan""1(¢) dt = r tan”(t)(1 — tan(t)) dt
0 0

T T T
Or, comme tan est croissante sur [O; 1 ], pour tout t € [O; 1 ], tan(0) < tan(t) < tan 1= 1, ainsi,
tan™(¢)(1 — tan(t)) = 0, par positivité de l'intégrale, I, — I),11 = 0. Ceci prouve que la suite (I,), est
décroissante.

jus

4
Soit n € N. Par linéarité de l'intégrale, I,,12 + I, = J tan”(t)(1 + tan?(t)) d¢, on pose u = tan(t),
0

9 unJrl 1 1
1 du =1+ tan(t)” dt, ainsi, I,1o + I, = =
alors du an(t) ainsi, I, + I, JO . 1]0 ——

La suite (I,), et décroissante et minorée par 0, d’aprés le théoreme de la limite monotone, (I,),
converge. Notons, ¢ sa limite. Alors, par extraction, [, — £, par somme
n—

1

u"du=[

1
n+1

= In+2 +In ng

Mais par unicité de la limite, on en déduit que 2¢ = 0 donc £ = 0. Ainsi, I, — 0
n—

. Soit n € N*, posons Z(n) :« Iz, = (—1)" T_ nil (-1* ». Pourn=1:
’ 4 =2k +1

Ainsi, Z(1) est vraie. Soit n € N*, supposons Z(n) vraie, alors en utilisant la relation de la question 4 :

n+1 E S ( - ( 1)n _ 1 _ _
1 ( 2 oy ) ( g k+1 ont1) " Pt e T ey

k=0

e

Ainsi, Z(n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N*| la formule est vraie.

C I 0 traction I 0. ainsi. & — ST (-1)*
omme [, ——— 0, par extraction Iz, —— 0, ainsi, 1 P T —
n—1 (_1)k T n (_1)k

— = tracti —

E ok 1 nowo 4 par extraction kgo 11 now 4"

+00 (_1)7

converge et Y, (=1) T
n=0 2n+1 4

0, on en déduit que

(="
2n +1

On peut en conclure que la série )’

Quand les séries jouent a transformers!

n
On considére (ay,), et (by,), deux suites complexes. Pour n > 1, on pose S,, = Y] a;
k k—1
1. Sk = > a;= >, a; +ar = Sk—1 + aj. Par conséquent, ay = S, — Sk—1
i=1 i=1
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2. Soit n = 1, en utilisant la question précédente et la linéarité de la somme :

Z arbr =

k=1

M=

(Sk— Se—1)bk = > (Skbr — Sk—1b) = . Skbx — > Sk_1bs
f—1 k=1 f—1

x>
Il
—_

n—1 n—1 n—1 n—1
Sibr — Z Sibjy1 = Spby + Z Sibr, — Sob1 — Z Sibr+1 = Spbyn — Sob1 + Z Sk (b, — br—1)
1 =0 k=1 k=1 k=1

I
M=

x>
Il

3. (Sn)n est bornée, donc il existe M € R tel que pour tout M, |Si| < M. Ainsi, en utilisant le fait que
(by) soit décroissante,

|Sk(br — brs1)| = |Sk] % |bk — bry1| = [Skl(bk — bry1) < M (b, — bry1)

Comme la suite (by,),, converge, la série télescopique > by —bgy1 converge tout comme >’ M (b, —bp11),
par théoréeme de comparaison des séries a termes positifs, Y, |Sk(bx — bg+1)| converge. Par conséquent,
> Sk(bg — br+1) converge absolument donc converge. En particulier, il existe £ € C tel que

n—1

k=1

De plus, comme b, — 0 et (Sp)n est bornée S,b, — 0, par somme de suites convergentes, on

n
en déduit que ( > akbk) converge. Ainsi, on a bien montré que )] axby est une série convergente.
k=1 n

4. On pose, pour k € N, ap = (—1)¥, par somme des termes d’une suite géométrique (de raison —1)

n 1— (71)n+1 1— (71)n+1
S”:;Oai: 1-(-1) 2

Ainsi S, € {0,1}, donc la suite (S,,),, est bornée, comme b, — 0 et (by)n est décroissante, d’apres
n—
la question 3, on en déduit que Y(—1)"b,, converge '.
n
5. Si 6 = 0 [27], alors ) sin(kf) = 0. Considérons 6 tel que 6 # 0 [27], alors, par somme des termes
k=0
d’une suite géométrique de raison el? # 1 :

sin(k@) = i Im(e'*?) = Im <i (ei9>k> =Im (TT)
k=0

n

k=0 k=0
.. [(f6(n+1)
; 8n+1) _j 8ntD) ; 6(n+1) —2isin
e 2 e 2 — 2 {20 2
=Im - X - - =Im|e X

10 i@ il 0
ez e z—ez —2isin ()

2

1 .
6. On pose, pour n € N* b, = T de sorte que? (by,), soit décroissante et by, — 0. On pose aussi
n N

n

2 Gk

k=0

S ag| < |sin(8/2) !

k=0

< 0sif=0[27] et que
sin(n#)
Vn

a, = sin(n#), la question précédente, prouve que

sinon. Ainsi, (S,), est bornée, d’apres le résultat de la question 3, ), converge.

1. Ce résultat sera un résultat de deuxieme année appelé théoréme des séries alternées.
2. On pourrait objecter que by n’est pas définie contrairement aux hypotheses de la question 3, mais dans ce cas, on peut
poser arbitrairement by = 48.
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