[% Chapitre 1

Séries numeériques

Prérequis :
e Sommes
e Suites
Objectifs :
e Donner un sens a une «somme infinie» lorsque c’est possible.
e Déterminer si c¢’est possible.
e Le cas échéant, calculer cette somme si c’est possible.

Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté

Ce polycopié contient plusieurs animations, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les
animations (comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).
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Dans tout ce chapitre, (uy, )neny € RY désigne une suite réelle.

1 Généralités sur les séries

-
Déﬁnition d’une série
n
On note pour tout n € N, S, = > ug. On appelle série de terme général u,, la suite (Sp,)nen. Le terme S, est la

k=0
somme partielle d’indice n de cette série. On note Y, u, = (Sy), la série de terme général w,,.

Remarque 1. Sy = ug, S1 = ug + uy, So = ug + uy + us ete.

‘ ’ o . . ’ .
Deﬁnltlon de la convergence ou de la divergence d’une série et somme

On dit > u, converge (respectivement diverge) lorsque la suite (S, )nen converge (respectivement diverge).
+00

Si la série Y u,, converge, on appelle somme (infinie) de la série Y u,, la limite de (S,,)n, notée Y ug

+00 n
Z up = lim S, = lim Z Up
P n—+oo n—+aoo -

=

6
Se = Y, 5
k=0
S

FIGURE 1 — Les séries géométriques (avec ¢ = 1/2) : piece of cake

=
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est une suite définie & partir de ng, on définit de méme >, w,, par | > wug , et en
nz=ng k=ng

Remarque 2. Si (up)nsn,
+00 n

cas de convergence, on note Y, wup = lim > wug.
k=ng n—+00 k=ng

Exemple 1. Si g€ R, alors >, ¢" converge ssi |¢| < 1 et dans ce cas > oq" =
n=no n=ngo 1- q

@Exemple de série divergente : la série harmonique

La série >, 1/n, appelée série harmonique, diverge, alors que 1/n —— 0.
n=1 n— 00

L/ o . . . . 2’ .
' Proposition n°1 : espace vectoriel des séries convergentes et linéarité de la somme
Soient des séries convergentes > u,, >. v, et A € R, alors Y A\u,, + v, converge et

+00 +00

+0
Z(Aun—i-'un) =)\Zun+ Zvn
n=0

n=0 n=0

Démonstration de la proposition n°1 : Supposons que >, u, et > v, converge, alors
n n n +00 +00
Z)\uk+vk=)\2uk+ka—>)\2uk+2vk
k=0 k=0 k=0 "7 k=0 k=0
Ceci prouve que Y| Aui + vy est une série convergente et que
+o0 +00 +00
Z)\un-i—vn:)\zun-‘r Z'Un
n=0 n=0 n=0

Remarque 3. Si > u, converge et >, v, diverge, alors >, u, + v, diverge.
Si > uy, diverge et > v, diverge, alors on ne peut rien dire de Y] u, + vy,.

L/ . . . . ’ .
' Proposition n° 2 : condition nécessaire de convergence (hors programme)
| Si la série Y u,, converge, alors u, —— 0.

n—o0

Remarque 4. Par contraposée, si un7 0, alors la série Y u, diverge, on dit que > u, diverge grossiérement.
0

n +00
Démonstration de la proposition n®2 : Supposons que Y, u, converge, alors S, = >, up —— >, ug. Or (Sn—1)n>1 est
k=0 n=%0 k=0
+00
une suite extraite de (Sy), donc converge aussi vers >, wuj. Ainsi, en faisant la différence des deux suites, S,, — Sp,—1 —— 0. Or
k=0 n—0o0
n n—1
Sp—Sn—1= 2, Uk — D, Uk = Un, ainsi (un)n est nécessairement une suite qui tend vers 0. ]
k=0 k=0
n + cos(n)

Exemples 2. Si|q| > 1, alors Y ¢™ diverge grossiérement tout comme Y n, >

n
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/’ Convergence des séries télescopiques

n
Si, pour tout n € N, u,, = U1 — U, alors UL = Unt1 — Vg, ON peut ainsi savoir si »  u,, converge ou diverge.
) ) aF ) I 05
k=0

Exemple 3. La série >,

—— est convergente et sa somme vaut 1.
nsinn+1)

@Exemple : ’exponentielle (admis)
+0 ok

=

x

i 2
| Pour tout z € R, la série Y, — converge et —
n!

2 3 !
. o T 23 2
zol+o+ 5+ 5% 51

S

n

x
FIGURE 2 — Convergence de Y, — vers e”.
n!

«Exemple : séries géométriques dérivées

Soit ¢ € R. Les séries Y. ng"!et > n(n —1)g" 2 convergent si |q| < 1 et divergent si |g| > 1.

n=1 n=2
De plus, si gl < 1, 3, ng"~? 3 nn— g2 = 2
e plus, si |q] < 1, ng"~ = — et nn—1)q¢" *= —.
n=1 (1 - q)2 n=2 (1 - q)3

2 Comparaison des séries a termes positifs

l/ o . . ’ . -~ oy .
* Proposition n°® 3 : comparaison de deux séries a termes positifs

Soient Y uy,, >, v, deux séries & termes positifs telles que : dng e N Vn =ng 0<u, <v,
+00 +00

1. Si la série Y, v, converge, alors la série Y u,, converge et > oup < D v
n=ng n=ng

2. Sila série Y u, diverge, alors la série > v,, diverge.

n n
Démonstration de la proposition n° 3 : Supposons que Y, v, converge, alors pour tout entier n > ng,ona S, >, ur < Y, vk <
k=ng k=ng

k=ng

+0o0 n
> vk € R. Ceci montre que < > uk> est une suite majorée, comme Sp+1 —Sp = un = 0, (Sn)n est une suite croissante, d’apres
k=ng

n

le théoréme de la limite monotone, (S, )» converge. Cela montre que Y, u, converge. De plus, comme les inégalités larges passent a
la limite, on obtient que

+00 n +00
= i <
Z Uk nLHf@ 2 up < Z Ve
k=ng k=ng k=ng
Le second point n’étant que la contraposée du premier. |
) L In(n)
Exemples 4. Etude de la nature des séries }; — et >
n®+1ln+3 n
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&J Proposition n°4 : séries dont les termes sont équivalents
Soient > uy,, Y, v, deux séries & termes strictement positifs telles que wu, 3 Un Alors Y v, et > u, ont méme
[ee}

nature.

.

(& )
«Exemple : série de Riemann de parameétre 2

1 +00 2
La série ), — converge et | iy cette valeur n’est pas a connaitre).
[ k=1

(
6 Y,

\_

/A . o )
&Attentlon les sommes ne sont pas équivalentes
n n +00 +00
g Si up, ~ vy, en général > up £ >, vp et > up # Y. vg (en effet, les sommations d’équivalents sont interdites).
\ k=0 k=0 k=0 k=0 )
o - 1
Exemple 5. Etude de la nature de la série >, ————.
n + In(n)

3 Séries absolument convergentes

<>
Déﬁnltlon d’une série absolument convergente

| On dit qu'une série Y u,, converge absolument si la série Y |u,| converge.

L. cos(n
Exemple 6. La série Y, (2 ) est absolument convergente.
n
Remarques 5. e Pour étudier la convergence absolue, on utilise les outils vus précédemment a la série Y |uy|.

e Soit Y u, une série & termes positifs, > u, converge si et seulement si elle converge absolument.

Démonstration du théoréme n°1 :

e Commengons par le cas K = R, supposons que > u, converge absolument et soit & valeurs dans R. Pour tout n € N,
—|un]| < un < |unl, ainsi 0 < un + |un| < 2|un|. Posons v, = upn + |un|, par hypothése Y |u,| converge, donc ) 2|un| aussi.
Par comparaison de séries & termes positifs, on peut en déduit que Y v, converge. De plus, u, = v, — |un|, ainsi comme
> vy converge et Y, |u,| converge. On peut en conclure que Y, u, converge.

e Soit > u, une série absolument convergente complexe. Soit n € N, d’aprés I'inégalité triangulaire, on a que

n n
VneN Zuk <Z|uk|
k=0 k=0
n +o0 1
Or, nous savons que lim > ux = Y, uk, de plus = — |z| est continue, on peut donc dire que
n—+0 L_q k=0

n +00

lim Z ug| = Z Uk

n—+0o0

k=0 k=0

De plus, comme ) |ux| est une série & termes positifs, on en déduit que

n n +00
YneN Zuk <Z|uk|<2|uk|
k=0 k=0 k=0

1. Rappelons que si (zn)n est une suite convergente vers a et que f est continue en a, alors (f(zn))n tend vers f(a).
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Comme les inégalités larges passent a la limite, on obtient

+o0

>

k=0

+0o0

<)) Jusl n
k=0

Remarque 6. La réciproque est fausse pour une série de signe quelconque.

—_1)n )
Exemple 7. Posons u,, = (=1) —, alors > u, converge, mais ne converge pas absolument.

2n + (—1)

4 Complément hors programme

Démonstration du théoréme n°3 : Supposons que In 0, en prenant la définition de la limite avec € = 1 > 0, cela veut

Pn n—o0

dire qu’il existe ng € N tel que pour tout n = no, ’—n < 1, ainsi, |un| < pn, comme Y, p, converge, on en déduit par comparaison

n

de suites positives, Y, |u,| converge. Ainsi Y, u, converge absolument donc converge. [ ]

Remarque 7. Ce théoréme est hors programme, dans les faits si — —— 0 avec Y,p,, une série & termes positifs et
Pn n—oX
convergente, alors on démontre que Y u,, converge absolument en calquant la preuve.

Exemple 8. Montrer que Ze_‘/ﬁ converge.
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5 Cartes mentales

Dérivation

Décomposition
éléments
simples
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