Probléme (Agro-véto 2017)

Préliminaire

n+1

1. D’apres un résultat de cours, E(X) =
n(n+1)(2n + 1) ,

n
2. Posons, pour n € N*, Z(n) : « 3 k? =
n ) D2n+1) 1x2
e Pourn =1, Y] k? =1, de plus, n{n+1)@2n + ): x2x3
k=1 6 6
e Soit n € N* supposons Z(n) vraie, alors :

=1, de sorte que Z(1) soit vraie.

n+1
Z k% = Z k2 + (n+1)>2
k=1

_ nn+1)(2n + 1) +(n+1)2

=(n+1) <n(2n6+1)+(n+1)>

2n +n+6n+6  (n+1)(2n%+ Tn+ 6)
6 B 6

=(n+1)x

Or, en développant, (n +2)(2(n + 1) +1) = (n + 2)(2n + 3) = 2n? + Tn + 6, ainsi,

ass (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
2,0 = 6

Donc & (n + 1) est vraie

D +1D)(2n+1
Par récurrence, pour tout n € N*, Y k? = n(n )6( n )
k=1

3. On calcule E(X?) par la formule de transfert ',

N2 ln 1)(2n +1)
_kzlkp(x ng .

D’apres la formule de Kénig-Huygens :

(n+1)2n+1) (n+1)32

V(X) = B(X?) — E(X)? = 5 "
(n+1) (n+(n—1) _n’—1
=22+ 1) =3(n+ 1) = 12 12

II. Etude d’un cas particulier :

On remarque que si B, est réalisé, cela veut dire que 1’on tire une boule blanche et qu’on en rajoute deux,
ainsi dans ce cas, le nombre de boules blanches & augmenté de 1 donc X,,41 = X, + 1. Si B,, n’est pas réalisé,
cela veut dire que 'on a tiré une boule noire et qu’on en rajoute deux, ainsi dans ce cas, le nombre de boules
blanches n’a pas évolué donc X, .1 = X,. Que 'on tire une boule blanche ou une boule noire, dans tous
les cas, le nombre total de boules dans 'urne augmente de 1 a chaque tirage. Ainsi, aprés n tirages, on a
rajouté n boules, comme il y avait 2 boules initialement, apres n tirages il y a n + 2 boules.

1. Si on tire une boule blanche au premier tirage, X; vaut 2, si on tire une boule noire au premier tirage,
alors X7 vaut 1. Ainsi, X1(Q2) = {1,2}. Or, (X1 = 2) = Bj, comme les boules sont indiscernables

1
au toucher, P(X; = 2) = P(By) = 7 Comme P(X; = 1) + P(Xo2 = 2) = 1, on en déduit que
1 1
P(X;=1)=1- 5= 75 Ainsi, X; suit une loi uniforme sur [1;2 .

1. Pas de condition de convergence car ici la variable aléatoire est finie
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2. Comme le nombre de boules blanches augment de un ou reste constant, Xo(Q2) = [1;3 ]
e (X5 = 1) = B1n By, ainsi d’apres la formule des probabilités composées, P(Xs = 1) = P(B;)P(Bs|By).

Or, P(B;) = = (car il y a initialement une boule noire sur un total de deux boules) et P(Bs|B1) = -,
en effet, si une boule noire est obtenue au premier tirage, au moment de faire le second tirage, il y
1 2 1
a deux boules noires sur un total de trois boules. Ainsi, P(X3 = 1) = 3%3~3
1
e (X9 =3) = Bin By, ainsi, P(Xy = 3) = P(By)P(B2|B1). Or, P(By) = 3 et si By a été réalisé, alors
2 1
il y a deux boules blanches dans 'urne sur un total de 3, donc P(B3z|B;) = 3 donc P(Xy = 3) = 3
1 1 1
e Comme P(Xy =1)+P(X2 =2) +P(X2 =3) =1, on en déduit que P(Xy =2) =1— 3733

On peut en conclure que X3 suit ue loi uniforme sur [1;3].

3. Soit n € N*. Posons #(n) : «X,, suit une loi uniforme sur [[1;n + 1 []».

e On a montré a la question 1, que X suit une loi uniforme sur [ 1;2], ainsi, Z(1) est vraie.

e Soit n € N*. Supposons que Z(n) soit vraie. Alors, X,(2) = [1;n + 1]. Ainsi, suivant que
l’on tire une boule blanche ou pas, le nombre de boule blanche dans I'urne augmentera de 1 ou
restera constant, de sorte que X,,4+1(2) = [[1;n+2]. Soit j € [1;n + 2], calculons P(X,4+1 = 7).
Alors, comme ((X,, = k))1<k<n+1 est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des
probabilités totales :

1 n+1

+
P(Xpnt1 =) g P(Xpt1 =j|Xn = k) = nil k;=1P(Xn+1 = j|Xn = k)
Si on veut que (X,4+1 = j) se réalise, alors ou bien (X, = j) et on tire une boule noire ou bien
(X, = j— 1) et on tire une boule blanche. Or, (X,, = 0) et (X,, = n + 2) sont impossibles on

distingue donc les cas :
— Sije[[2;n+ 1], alors pour tout ke [1;n+1]\{j — 1,7}, P(Xpn+1 = j|X»n = k) =0, donc

1

nrl P(Xnr1 =4l Xn =7 —1) + P(Xpp1 = j| X0 = j))

P(Xn41 =j) =
Or, P(Xp11 = jlXn =J—1) = P(Bpy1|Xn, = 5 —1). or, si (X,, = j— 1) est réalisé il y a
un total de j — 1 boules blanches sur un total de n + 2. Donc, P(X,,41 = j| X, = j—1) =

. -1 . . - . .
P(Bpt1|Xn =7 —1) = ‘7? De méme, P(X,11 = j|Xn = j) = P(Bpt1|Xn = 7). Or, si
(X, = j) est réalisé il y a un total de j boules blanches sur un total de n + 2 et donc il y a

2
(n + 2) — j boules noires, donc P(X,4+1 = j| X, = j) = P(Bp41| X = J) = L+2] Ainsi,
) 1 j—1 n+2—j 1
P(Xni1 = j) = (j + ‘7> :

n+1\n+2 n+ 2 n+2
— Calculons P(X,,4+1 = n + 2). Pour tout k € [1;n], P(Xp4+1 = n + 2|X,, = k) = 0 dong,

P(Xp+1=J) = - 1]P’(Xn+1 =n+2|X, =n+1).Or,si (X, =n+1) est réalisé, il y a un
n
1
total de n + 1 boules blanches sur un total de n+ 2, donc P(X,,11 =n+2|X,, =n+1) = n i 5
n
1
d P(X, = 2) = .
one P(Xni1 =n+2) = ——
n+2
— Calculons P(X,,41 = 1). Comme > P(X,,11 = j) = 1, on en déduit que P(X,4+1 = 1) =
j=1
N N T B
Sn+2 0 n+2 n+2

Ainsi, X,,4+1 suit une loi uniforme sur [1;n + 2]], donc &(n + 1) est vraie.
Par récurrence, pour tout n € N*, X,, suit une loi uniforme sur [[1;n + 1]).

4. En utilisant le systéme complet d’évenements ((X,, = k’))1<k<n+1, d’apres la formule des probabilités
n+1

totales : P(By41) = Z P(Bpi1|Xn = b)P(X,, = k) = —— Z P(By+1|Xn = k). Or, si (X, = k) est
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k
réalisé, il y a k boules blanches sur un total de n + 2 donc P(B,4+1|X,, = k) = —t de sorte que
n

1 &, 1 (n+1)(n+2) 1
(n—i—l)(n—i—?)Z 2

P(Bu1) = Tt Dm+2) 2 2

k=1

5. (a) On détermine tout d’abord 'univers image de Y, :

Yn(Q):{x;I \meXn(Q)}={k;11ke[[1;n+1]]}:{ije[[o;n]]}
={0,i,i,...,”;1,1}

Soit 7€ [0;n],

J Xn—1 j , 1
P(y,=2)=p L) opX, =41 _
( " n) ( n n) (K = >j+1e[[1;n+1]] n+1
ainsi, Y}, suit une loi uniforme sur {‘7 |7€[0; n]]}
n
(b) D’apres le cours, F(z) =0sixz <0, F(z) =xsize[0;1], F(z) =1sixz > 1.
(c) Soit z € [0;1], comme X,, prend des valeurs entiéres :
X 1 |nz+1|
P(Yngm)=1@< n <m> =P(Xp,<nz+1)= ) PX,=k)
n
k=1
1
Soit k € [1;]|nz + 1|]]. Comme, 1 < k < |nz + 1] < n+ 1 donc P(X,, = k) = 1 Ainsi,
n
lnz+1] |nx + 1]
P(X, < 1) = =
(Ko <no+1) ,El n+l n+l
(d) e Siz<0, Fy,(z) =OWO=F(3:).
e Siz>1, Fy, (x) =1—OO>1=F(33).
n—
1-1 1
e Sixz € [0;1], alors, en utilisant la question précédente, % < Fy, (z) < nx—:—l , si
n
1 1-1
x > 0, alors nrt Lo onr_ T et L S L x, ainsi, (Fy, (z))nen est encadrée par
n+ n n+1 n

deux suites convergentes vers z, d’apres le théoréme des gendarmes, Fy, (z) —— x = F(x).
n—ao0

Siz =0, Fy,(z) = e e 0 = F(0). Ainsi, pour tout = € R, Fy, (z) —= 0 (cela veut

dire que (Y,), converge en loi vers une loi uniforme sur [0;1]).

II1. Retour au cas général :

N
1. P(By) = Wl (car il y a N7 boules blanches sur un total de NV boules et que le tirage est uniforme). By

et By forment un systéme complet d’événements, donc d’apres la formule des probabilités totales :
P(Bg) = P(By|B1)P(By) + P(Bs|B1)P(B;) = ]P’(Bg\Bl)W + P(Bg|B1)—

Si Bj est réalisé, au moment de faire le deuxieéme tirage il y N1 + 1 boules blanches sur un total de

Ny +1 — N
N + 1 donc P(Bq|By) = Nl:l . De méme, P(B,|B;) = ﬁ Donc
Ny +1 Ny N Ny
P(Bs) = 1 =2
B = T N N1 W
_ Nl(Nl +1+N2) 1
NN +1)

_M
N

loic.devilliers@proton.me 2BCPST2 lycée Saint-Louis, 25-26, Rev2cor 3


loic.devilliers@proton.me

(a) Réaliser B,, dépend de ce qu’il y a dans I'urne au moment de réalisé le n-iéme tirage, on utilise donc
le systéme complet d’événements associées des valeurs de X,,_1. Or, X,,_1(Q) = [ N1; Ni+n—1].
En effet, si on a tiré que des boules noires, X,,_1 = N1, si on a tiré que des boules blanches, X,,_1 =
Ni + (n—1), comme ce sont les cas extrémes, X,,_1(2) < [ N1; N1 +n —1]. Réciproquement, si
ke[ N1;Ni+n—1]. Alors, si on tire Ny — k boules blanches lors des N — k premiers tirages et
que des boules noires ensuite, alors (X,,_; = k) est réalisé. Donc [N —1; N1 +n—1] < X,,_1(Q).
Ainsi, ((Xn—1 = k))N,<k<N,+n—1 €st un systéme complet d’événements. D’apres la formule des

probabilités totales :
Ni+n—1

P(B,) = Y| P(BuXn-1=kP(Xy 1 =k)
k=N

Or, s’il y a k boules blanches sur un total de N + n — 1, la probabilité de tiré une boule blanche

k
vaut P(B,|X,—1 = k) = e Ainsi, comme N 4+ n — 1 ne dépend pas de k, par linéarité
n [R—
de la somme :
N4+n—1
(N+n—1PB,) = > kP(Xp1=k)
k=N
k+1 : L e
(b) P(Bp41|Bn N Xy = k) = N En effet, si B, n X,,_1 = k est réalisé, il y a k + 1 boules
n

k _
N—i—n’sj By (Xn-1=k)

blanches sur un total de N +n. De méme, P(By,41|Bn,n (X,—1 = k)) =

est réalisé, il y k£ boules blanches sur un total de N + n.
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