
Problème (Agro-véto 2017)

Préliminaire

1. D’après un résultat de cours, EpXq “
n ` 1

2 .

2. Posons, pour n P N˚, Ppnq : «
n
ř

k“1
k2 “

npn ` 1qp2n ` 1q

6 ».

‚ Pour n “ 1,
n
ř

k“1
k2 “ 1, de plus, npn ` 1qp2n ` 1q

6 “
1 ˆ 2 ˆ 3

6 “ 1, de sorte que Pp1q soit vraie.

‚ Soit n P N˚, supposons Ppnq vraie, alors :

n`1
ÿ

k“1
k2 “

n
ÿ

k“1
k2 ` pn ` 1q2

“
Ppnq

npn ` 1qp2n ` 1q

6 ` pn ` 1q2

“ pn ` 1q

ˆ

np2n ` 1q

6 ` pn ` 1q

˙

“ pn ` 1q ˆ
2n2 ` n ` 6n ` 6

6 “
pn ` 1qp2n2 ` 7n ` 6q

6

Or, en développant, pn ` 2qp2pn ` 1q ` 1q “ pn ` 2qp2n ` 3q “ 2n2 ` 7n ` 6, ainsi,

n`1
ÿ

k“1
k2 “

pn ` 1qpn ` 2qp2pn ` 1q ` 1q

6

Donc Ppn ` 1q est vraie

Par récurrence, pour tout n P N˚,
n
ř

k“1
k2 “

npn ` 1qp2n ` 1q

6 .

3. On calcule EpX2q par la formule de transfert 1,

EpX2q “

n
ÿ

k“1
k2PpX “ kq “

1
n

n
ÿ

k“1
k2 “

pn ` 1qp2n ` 1q

6

D’après la formule de König-Huygens :

VpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “
pn ` 1qp2n ` 1q

6 ´
pn ` 1q2

4

“
pn ` 1q

12 p2p2n ` 1q ´ 3pn ` 1qq “
pn ` 1qpn ´ 1q

12 “
n2 ´ 1

12

II. Étude d’un cas particulier :

On remarque que si Bn est réalisé, cela veut dire que l’on tire une boule blanche et qu’on en rajoute deux,
ainsi dans ce cas, le nombre de boules blanches à augmenté de 1 donc Xn`1 “ Xn `1. Si Bn n’est pas réalisé,
cela veut dire que l’on a tiré une boule noire et qu’on en rajoute deux, ainsi dans ce cas, le nombre de boules
blanches n’a pas évolué donc Xn`1 “ Xn. Que l’on tire une boule blanche ou une boule noire, dans tous
les cas, le nombre total de boules dans l’urne augmente de 1 à chaque tirage. Ainsi, après n tirages, on a
rajouté n boules, comme il y avait 2 boules initialement, après n tirages il y a n ` 2 boules.

1. Si on tire une boule blanche au premier tirage, X1 vaut 2, si on tire une boule noire au premier tirage,
alors X1 vaut 1. Ainsi, X1pΩq “ t1, 2u. Or, pX1 “ 2q “ B1, comme les boules sont indiscernables
au toucher, PpX1 “ 2q “ PpB1q “

1
2. Comme PpX1 “ 1q ` PpX2 “ 2q “ 1, on en déduit que

PpX1 “ 1q “ 1 ´
1
2 “

1
2. Ainsi, X1 suit une loi uniforme sur rr 1 ; 2 ss.

1. Pas de condition de convergence car ici la variable aléatoire est finie
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2. Comme le nombre de boules blanches augment de un ou reste constant, X2pΩq “ rr 1 ; 3 ss.
‚ pX2 “ 1q “ B1XB2, ainsi d’après la formule des probabilités composées, PpX2 “ 1q “ PpB1qPpB2|B1q.

Or, PpB1q “
1
2 (car il y a initialement une boule noire sur un total de deux boules) et PpB2|B1q “

2
3,

en effet, si une boule noire est obtenue au premier tirage, au moment de faire le second tirage, il y
a deux boules noires sur un total de trois boules. Ainsi, PpX2 “ 1q “

1
2 ˆ

2
3 “

1
3.

‚ pX2 “ 3q “ B1 X B2, ainsi, PpX2 “ 3q “ PpB1qPpB2|B1q. Or, PpB1q “
1
2 et si B1 a été réalisé, alors

il y a deux boules blanches dans l’urne sur un total de 3, donc PpB2|B1q “
2
3 donc PpX2 “ 3q “

1
3.

‚ Comme PpX2 “ 1q ` PpX2 “ 2q ` PpX2 “ 3q “ 1, on en déduit que PpX2 “ 2q “ 1 ´
1
3 ´

1
3 “

1
3.

On peut en conclure que X2 suit ue loi uniforme sur rr 1 ; 3 ss.
3. Soit n P N˚. Posons Ppnq : «Xn suit une loi uniforme sur rr 1 ; n ` 1 ss».

‚ On a montré à la question 1, que X1 suit une loi uniforme sur rr 1 ; 2 ss, ainsi, Pp1q est vraie.
‚ Soit n P N˚. Supposons que Ppnq soit vraie. Alors, XnpΩq “ rr 1 ; n ` 1 ss. Ainsi, suivant que

l’on tire une boule blanche ou pas, le nombre de boule blanche dans l’urne augmentera de 1 ou
restera constant, de sorte que Xn`1pΩq “ rr 1 ; n ` 2 ss. Soit j P rr 1 ; n ` 2 ss, calculons PpXn`1 “ jq.
Alors, comme ppXn “ kqq1ďkďn`1 est un système complet d’évènements, d’après la formule des
probabilités totales :

PpXn`1 “ jq “

n`1
ÿ

k“1
PpXn “ kqPpXn`1 “ j|Xn “ kq “

1
n ` 1

n`1
ÿ

k“1
PpXn`1 “ j|Xn “ kq

Si on veut que pXn`1 “ jq se réalise, alors ou bien pXn “ jq et on tire une boule noire ou bien
pXn “ j ´ 1q et on tire une boule blanche. Or, pXn “ 0q et pXn “ n ` 2q sont impossibles on
distingue donc les cas :
— Si j P rr 2 ; n ` 1 ss, alors pour tout k P rr 1 ; n ` 1 ssztj ´ 1, ju, PpXn`1 “ j|Xn “ kq “ 0, donc

PpXn`1 “ jq “
1

n ` 1 pPpXn`1 “ j|Xn “ j ´ 1q ` PpXn`1 “ j|Xn “ jqq

Or, PpXn`1 “ j|Xn “ j ´ 1q “ PpBn`1|Xn “ j ´ 1q. or, si pXn “ j ´ 1q est réalisé il y a
un total de j ´ 1 boules blanches sur un total de n ` 2. Donc, PpXn`1 “ j|Xn “ j ´ 1q “

PpBn`1|Xn “ j ´ 1q “
j ´ 1
n ` 2. De même, PpXn`1 “ j|Xn “ jq “ PpBn`1|Xn “ jq. Or, si

pXn “ jq est réalisé il y a un total de j boules blanches sur un total de n ` 2 et donc il y a
pn ` 2q ´ j boules noires, donc PpXn`1 “ j|Xn “ jq “ PpBn`1|Xn “ jq “

n ` 2 ´ j

n ` 2 . Ainsi,

PpXn`1 “ jq “
1

n ` 1

ˆ

j ´ 1
n ` 2 `

n ` 2 ´ j

n ` 2

˙

“
1

n ` 2.

— Calculons PpXn`1 “ n ` 2q. Pour tout k P rr 1 ; n ss, PpXn`1 “ n ` 2|Xn “ kq “ 0 donc,
PpXn`1 “ jq “

1
n ` 1PpXn`1 “ n ` 2|Xn “ n ` 1q. Or, si pXn “ n ` 1q est réalisé, il y a un

total de n ` 1 boules blanches sur un total de n ` 2, donc PpXn`1 “ n ` 2|Xn “ n ` 1q “
n ` 1
n ` 2

donc PpXn`1 “ n ` 2q “
1

n ` 2.

— Calculons PpXn`1 “ 1q. Comme
n`2
ř

j“1
PpXn`1 “ jq “ 1, on en déduit que PpXn`1 “ 1q “

1 ´
n`2
ř

j“2

1
n ` 2 “ 1 ´

n ` 1
n ` 2 “

1
n ` 2.

Ainsi, Xn`1 suit une loi uniforme sur rr 1 ; n ` 2 ss, donc Ppn ` 1q est vraie.
Par récurrence, pour tout n P N˚, Xn suit une loi uniforme sur rr 1 ; n ` 1 ss.

4. En utilisant le système complet d’évènements ppXn “ kqq1ďkďn`1, d’après la formule des probabilités

totales : PpBn`1q “
n`1
ř

k“1
PpBn`1|Xn “ kqPpXn “ kq “

1
n ` 1

n`1
ř

k“1
PpBn`1|Xn “ kq. Or, si pXn “ kq est
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réalisé, il y a k boules blanches sur un total de n ` 2 donc PpBn`1|Xn “ kq “
k

n ` 2, de sorte que

PpBn`1q “
1

pn ` 1qpn ` 2q

n`1
ÿ

k“1
k “

1
pn ` 1qpn ` 2q

ˆ
pn ` 1qpn ` 2q

2 “
1
2

5. (a) On détermine tout d’abord l’univers image de Yn :

YnpΩq “

"

x ´ 1
n

| x P XnpΩq

*

“

"

k ´ 1
n

| k P rr 1 ; n ` 1 ss

*

“

"

j

n
| j P rr 0 ; n ss

*

“

"

0,
1
n

,
2
n

, . . . ,
n ´ 1

n
, 1

*

Soit j P rr 0 ; n ss,

P
ˆ

Yn “
j

n

˙

“ P
ˆ

Xn ´ 1
n

“
j

n

˙

“ PpXn “ j ` 1q “
j`1Prr 1 ; n`1 ss

1
n ` 1

ainsi, Yn suit une loi uniforme sur
"

j

n
| j P rr 0 ; n ss

*

(b) D’après le cours, F pxq “ 0 si x ă 0, F pxq “ x si x P r 0 ; 1 s, F pxq “ 1 si x ą 1.
(c) Soit x P r 0 ; 1 s, comme Xn prend des valeurs entières :

PpYn ď xq “ P
ˆ

Xn ´ 1
n

ď x

˙

“ PpXn ď nx ` 1q “

tnx`1u
ÿ

k“1
PpXn “ kq

Soit k P rr 1 ; tnx ` 1u ss. Comme, 1 ď k ď tnx ` 1u ď n ` 1 donc PpXn “ kq “
1

n ` 1. Ainsi,

PpXn ď nx ` 1q “
tnx`1u

ř

k“1

1
n ` 1 “

tnx ` 1u

n ` 1
(d) ‚ Si x ă 0, FYnpxq “ 0 ÝÝÝÑ

nÑ8
0 “ F pxq.

‚ Si x ą 1, FYnpxq “ 1 ÝÝÝÑ
nÑ8

1 “ F pxq.

‚ Si x P r 0 ; 1 s, alors, en utilisant la question précédente, nx ` 1 ´ 1
n ` 1 ă FYnpxq ď

nx ` 1
n ` 1 , si

x ą 0, alors nx ` 1
n ` 1 „

nx

n
“ x et nx ` 1 ´ 1

n ` 1 „
nx

n
“ x, ainsi, pFYnpxqqnPN˚ est encadrée par

deux suites convergentes vers x, d’après le théorème des gendarmes, FYnpxq ÝÝÝÑ
nÑ8

x “ F pxq.

Si x “ 0, FYnpxq “
1

n ` 1 ÝÝÝÑ
nÑ8

0 “ F p0q. Ainsi, pour tout x P R, FYnpxq ÝÝÝÑ
nÑ8

0. (cela veut
dire que pYnqn converge en loi vers une loi uniforme sur r 0 ; 1 s).

III. Retour au cas général :

1. PpB1q “
N1
N

(car il y a N1 boules blanches sur un total de N boules et que le tirage est uniforme). B1

et B1 forment un système complet d’évènements, donc d’après la formule des probabilités totales :

PpB2q “ PpB2|B1qPpB1q ` PpB2|B1qPpB1q “ PpB2|B1q
N1
N

` PpB2|B1q
N2
N

Si B1 est réalisé, au moment de faire le deuxième tirage il y N1 ` 1 boules blanches sur un total de
N ` 1 donc PpB2|B1q “

N1 ` 1
N ` 1 . De même, PpB2|B1q “

N1
N ` 1. Donc

PpB2q “
N1 ` 1
N ` 1 ˆ

N1
N

`
N1

N ` 1 ˆ
N2
N

“
N1pN1 ` 1 ` N2q

NpN ` 1q
“

N1
N
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(a) Réaliser Bn dépend de ce qu’il y a dans l’urne au moment de réalisé le n-ième tirage, on utilise donc
le système complet d’évènements associées des valeurs de Xn´1. Or, Xn´1pΩq “ rr N1 ; N1`n´1 ss.
En effet, si on a tiré que des boules noires, Xn´1 “ N1, si on a tiré que des boules blanches, Xn´1 “

N1 ` pn ´ 1q, comme ce sont les cas extrêmes, Xn´1pΩq Ă rr N1 ; N1 ` n ´ 1 ss. Réciproquement, si
k P rr N1 ; N1 ` n ´ 1 ss. Alors, si on tire N1 ´ k boules blanches lors des N1 ´ k premiers tirages et
que des boules noires ensuite, alors pXn´1 “ kq est réalisé. Donc rr N ´1 ; N1 `n´1 ss Ă Xn´1pΩq.
Ainsi, ppXn´1 “ kqqN1ďkďN1`n´1 est un système complet d’évènements. D’après la formule des
probabilités totales :

PpBnq “

N1`n´1
ÿ

k“N1

PpBn|Xn´1 “ kqPpXn´1 “ kq

Or, s’il y a k boules blanches sur un total de N ` n ´ 1, la probabilité de tiré une boule blanche
vaut PpBn|Xn´1 “ kq “

k

N ` n ´ 1. Ainsi, comme N ` n ´ 1 ne dépend pas de k, par linéarité
de la somme :

pN ` n ´ 1qPpBnq “

N`n´1
ÿ

k“N1

kPpXn´1 “ kq

(b) PpBn`1|Bn X Xn´1 “ kq “
k ` 1
N ` n

En effet, si Bn X Xn´1 “ k est réalisé, il y a k ` 1 boules

blanches sur un total de N `n. De même, PpBn`1|Bn XpXn´1 “ kqq “
k

N ` n
, si Bn XpXn´1 “ kq

est réalisé, il y k boules blanches sur un total de N ` n.
(c)

2.

loic.devilliers@proton.me 2BCPST2 lycée Saint-Louis, 25-26, Rev2cor 4

loic.devilliers@proton.me

