Probléme 2 (G2E 2019)

Partie A : Un sous-espace vectoriel de .#5(R)

b , .
Z a>' Comme a et b sont réels, M est a

coefficients réels, de plus, M = M, ainsi M est symétrique. Donc d’apres le théoréme spectral,
M est diagonalisable.

(b) o £ C M(R)
e Posons (a,b) = (0,0) € R?, ainsi 05 = (Z Z) ec.

1. (a) Soit M € &, alors il existe (a,b) € R? tel que M = (

e Soit (A, B) € £2 et A e R. 1l existe (a,b) € R? tel que A = Z) et il existe (a’,b') € R? tel

a
b
/ /

/ /
que B = (Z, a’)' Donc, MA + B = (i\\z 1 Z, j\\s I Z,), on pose donc a” = Aa+a’ € R et

al/ b//

b"=Xb+ V' € R donc AMA+ B = <b” a”)’ ceci prouve que AA + B € £.

Par conséquent, &£ est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

/ /
(c) Soit (A, B) € £2, alors il existe (a,a’,b, V') € R* tel que A = <Z Z) et B = <Z, 2,), alors

aa’ + bt ab + ba' ada+bb db+Va
AB = (ba’ +ab by + aa’> ct  BA= (b’a +a'b Wb+ a’a>

On observe ainsi que AB = BA. Ainsi, toutes les matrices de £ commutent entre elles.

a b

2. (a) Soit (a,b) € R?, alors on observe que al + b.J = (b a> = Mgy, ainsi :

E={al +bJ|(a,b) e R*} = vect(I,J)

Par conséquent, B est une famille génératrice de £, comme I et J sont non colinéaires, B est une
famille de deux vecteurs et ces deux vecteurs sont non colinéaires donc B est libre. Ainsi, B est
une base de &, on peut donc en conclure que dim(€) = Card(B) = 2.

(b) Soit (a,b) € R?, comme M,;, = al + bJ, les coordonnées de M, dans la base B sont a et b :
Matg(Mqp) = <Z>

3. (a) On remarque que U = M (1/2,1/2) e £ et V. = M(1/2,-1/2) € &, de plus, U et V sont non
colinéaires, de sorte que B’ soit une famille libre de £. De plus, Card(B’) = 2 = dim(&), ainsi, B
est une base de €.

1 1

=T+ -
o U % +2J 1
:—I —_—
oV 5 +J< 2)

Ainsi, la matrice de passage de B vers B est Pg_p = 1

2
(b) e On remarque que U? = U, en multipliant cette égalité par U"~! (avec n € N*), on obtient
Untl = U, ainsi, (U™),>1 est constante. Donc pour tout ne N, U" = U! = U.
e On remarque que V2 = V, posons pour n € N*, Z(n) : «V" = Vy», Z(1) donc #(2) sont
vraies. Soit n € N*, supposons & (n) vraie, alors V"1 = V" xV =V xV =V donc Z(n+1)
est vraie. Par récurrence, pour tout n € N*, V" = V.
e Par produit, UV = 09

() Myp = (a+b)U + (a —b)V, comme (a + b)U et (a — b)V sont dans &, (a + b)U et (a — b)V

N N | =
DN | —
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commutent, ainsi, d’apres le binéme de Newton :

(Z)((aer)U) ((a—b)V Zn]

n

-3

k=0

n
Mgy

:Z:l<>a+b a—b)”_kﬂ/+(a—b)

=05

Ainsi, les coordonnées de M, " dans B’ sont (a +b)" et (a —b)" : Matg (Mg ") = ((a

Partie B : Une matrice de My(R)

1. (a) Comme A est triangulaire, son spectre est I’ensemble des coefficients diagonaux, donc Sp(A) =

. b)nfk Uk ank

+(@+b0)"U" = (a—0b)"V + (a+b)"U

)

{c}-

(b) Si A est diagonalisable, alors comme Sp(A) = {c}, il existe P une matrice inversible et D une

matrice diagonale telle que A = PDP~!
donc ici D = cly, donc A =

P(cly)P7t = ¢(PP~

avec la diagonale de D qui contient les valeurs propres,
1Y = cly. Par unicité des coefficients d'une

matrice, a = b = 0. Réciproquement, si a = b = 0, alors A est diagonale donc diagonalisable.
Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si a = b = 0.
2. (a) On pose, pour n € N, ’hypotheése de récurrence & (n) :

d*—c"  d"—c"
"0 b
R e
n n —c —c
«A 0 ¢ d—c b d—c “
0 O dr 0
0 O 0 d"”
d"—c" d” —c"
¢ 0 d—c d—c b 1000
d"—c"  d"—-c" 0100
_ mn _ _ 0 . .
e Pourn=0,]0 c d—c d—ca 00 10 = Iy = A” Ainsi, Z2(0) est
mn
0 O d 0 000 1
0 O 0 dar
vraie.
e Soit n € N. On suppose & (n) vraie. Alors :
d"—c" d" ="
"0
C e g | (e 0
—C —C 0 c b a
n+l _ gpn _ 0 n
A ATxA ¢ d—c d—caXOOdO
0 0 ar 0 00 0 d
0 O 0 dr
n no_ on
" xc 0 " xa+ axd " xb+ bxd
—% HF%
- 0 A" xec "xb+ bxd " xa+ axd
—c d—c
0 0 d" x d 0
0 0 d" x d
Or, ™ xc=c"tlet d" x d = d"*!. De plus,
SV no_ on < d c”a(d—c)—l—ad(d”—c”) dn+1a_cn+1a dn+1_cn+1
" xa a = = — a
d—c d—c d—c d—c
De méme, en remplagant a par b, on a ainsi montré que :
cn+1 0 dn+1 _ cn+1 dn+1 _ Cn+1
4% 4%
mn V23 mn Vel
At =1 o nt! v —c b v —c a
d—c d—rc
0 0 dntl 0
0 0 0 ar+t
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Donc #(n + 1) est vraie

Par récurrence, pour tout n € N, &(n) est vraie.

(b) Comme A est triangulaire, son spectre est I'ensemble des coefficients diagonaux de A, donc

Sp(A) = {c,d}.
x
e Déterminons ’espace propre de A associé a ¢ : Soit X = ‘Z € My1(R).
t
00 a b x
XeF(A) e (A—cl)X =04y — |00 0 @ Y 1=041
¢ ’ 00 d-—c 0 z :
0 0 0 d—c t
az + bt 0 az+bt =0 az+bt =0
bz+at | |0 — bz+at =0 bz+at =0 R
(d—c)z| |0 (d—c)z =0d—crt0 | 2=0 o
(d—o)t 0 (d—ot = t =
z 1 0
Y 0 1
= X = 0 — X==z ol Y10 — X € vect(B.)
0 0 0
1 0
Ot on pose B, = 8 , (1) . Ceci démontre E.(A) = vect(B.), donc que B, est une famille
0 0

génératrice de E.(A), comme c’est une famille de deux vecteurs et que ces deux vecteurs sont

non colinéaires, B, est libre. Ainsi, B, est une base de E.(A).
e Déterminons 'espace propre de A associé a d :

c—d 0 a b
a-an=| o 500
0 0 00

Remarquons que A —dIy est échelonnée et a deux pivots (car ¢ —d # 0), donc rg(A—dl,) = 2.
D’apres le théoreme du rang, dim(Ker(A —dly)) = 4 —rg(A —dly) = 2 donc dim(E4(A)) = 2.

Remarquons que C3 =

a
c—dcl

+

(Y, ainsi
c—d

aCh + bCy + (d — C)C3 +0Cy = 0471

On peut alors vérifier que Uy =

a

b
€ Ed(A) De méme, 04 = mCl +

b a
d—c c—dC2
0

bCh + aCy + 0C3 + (d — C)C4 = 0471

On peut alors vérifier que Us =

(U1, Us) est une famille libre de
B, est une base de E4(A).

(¢) Comme dim(E.(A)) + dim(FE4(A))

b

g € E4(A). Or, U; et Uy sont non colinéaires, donc By =
d—c
Ei(A) comme dim(E4(A)) = 2 = Card(By), on en déduit que

=2+ 2 =4, on peut en déduire que A est diagonalisable, la

juxtaposition de B. et de B, est une base de My 1 (R) de vecteurs propres de A. Ainsi, A = QDQ ™}

loic.devilliers@proton.me 2BCPST2 lycée Saint-Louis, 25-26, Rev3cor 3


loic.devilliers@proton.me

avec

c 000 10 a b
_OCOO _01 b a _Ml,O Ma,b
P=1o 040 ¢ Q=190 d-c 0 _(MQO My_eo
000 d 00 0 d-c

Partie C : Quatre tours et un soldat

1. (a) Soit neNetie[1;4]), on note T;,, 'évéenement «le soldat est a la tour 7 & ’heure n», de sorte
que o, = P(T1 ), Bn = P(Ton), vn = P(T3,) et 6, = P(Ty,)
Comme a I'heure n le soldat se trouve a exactement 1'une des quatre tours, (11,5, 720, T3.n, T4.n)
forment un systeme complet d’évenements. Donc 1 = P(Ty ,,) + P(T3,,) + P(T3,,) + P(1}4,,) donc
1 =an+ Bn+ Y + 6p, ainsi, &, = 1 — oy — By, — Yn-
(b) Comme (T4, T5p, T30, Tsy) est un systéeme complet d’évenements, d’apres la formule des pro-
babilités totales :

4
3 1
Ap41 = P(Tl,n-i-l) = 2 P(Tl,n+1|ﬂ,n)P(T%,n) =1- Qg + Oﬂn + 270771 + 270571
=1
4
1 3
Bn+1 = P(TQ,nJrl) = Z P(TZ,n+1|E,n)P(E,n) =0- o + 1571 + 270'771 + 2705n

~
Il
—

4
In+1 = P(TB,n-i-l) = IP)(TS,n+1|Ti,n)P(Ti,n) =0-a,+0-8,+ 5771 + 06,

-

~
I
—_

4
P(T4,TL+1|T%7”)P(T%JZ) =0-a,+ Oﬁn + 0y, + —0p,

Ont1 = P(Thni1) 5

I
-

-
Il
—

4 4 4
Les £ étant obtenus grace a Y, P(T} ,41|13n) = 1 et Y P(Tjn+1|Tan) = 1. On pose alors
i=1 i=1

3 1
1 i
0 20 20
01 1 3
Ao 20 20 |_ Mo Ms 1
00 : 0 Moo Ma,
0 0 O 1
5
Et on constate que AX,, = X, 11.
4 3 1
¢) Avec les notations de la partie B, on pose c =1,d = -, a = — et b = —. Comme ¢ # d, on peut
5 20 20
appliquer le résultat de la partie B, question 2a. Ici
4 n
d—c¢  c—d B 5

| =

pour n € N,

An
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Posons, pour n € N, Z(n) : «X,, = A"Xp», pour n = 0, A"Xy = [,Xy = Xy de sorte que
2(0) soit vraie. Soit n € N. Supposons £ (n) vraie, alors X,,11 = AX,, = A(A"X,) = A" X,
donc Z(n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N, &(n) est vraie. De plus, Xy =

e71]

Bo
Y0
1 —ao—Bo—
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