
Problème 2 (G2E 2019)

Partie A : Un sous-espace vectoriel de M2pRq

1. (a) Soit M P E , alors il existe pa, bq P R2 tel que M “

ˆ

a b
b a

˙

. Comme a et b sont réels, M est à

coefficients réels, de plus, MJ “ M , ainsi M est symétrique. Donc d’après le théorème spectral,
M est diagonalisable.

(b) ‚ E Ă MpRq.

‚ Posons pa, bq “ p0, 0q P R2, ainsi 02 “

ˆ

a b
b a

˙

P E .

‚ Soit pA, Bq P E2 et λ P R. Il existe pa, bq P R2 tel que A “

ˆ

a b
b a

˙

et il existe pa1, b1q P R2 tel

que B “

ˆ

a1 b1

b1 a1

˙

. Donc, λA ` B “

ˆ

λa ` a1 λb ` b1

λb ` b1 λa ` a1

˙

, on pose donc a2 “ λa ` a1 P R et

b2 “ λb ` b1 P R donc λA ` B “

ˆ

a2 b2

b2 a2

˙

, ceci prouve que λA ` B P E .

Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de M2pRq.

(c) Soit pA, Bq P E2, alors il existe pa, a1, b, b1q P R4 tel que A “

ˆ

a b
b a

˙

et B “

ˆ

a1 b1

b1 a1

˙

, alors

AB “

ˆ

aa1 ` bb1 ab1 ` ba1

ba1 ` ab1 bb1 ` aa1

˙

et BA “

ˆ

a1a ` b1b a1b ` b1a
b1a ` a1b b1b ` a1a

˙

On observe ainsi que AB “ BA. Ainsi, toutes les matrices de E commutent entre elles.

2. (a) Soit pa, bq P R2, alors on observe que aI ` bJ “

ˆ

a b
b a

˙

“ Ma,b, ainsi :

E “
␣

aI ` bJ | pa, bq P R2( “ vectpI, Jq

Par conséquent, B est une famille génératrice de E , comme I et J sont non colinéaires, B est une
famille de deux vecteurs et ces deux vecteurs sont non colinéaires donc B est libre. Ainsi, B est
une base de E , on peut donc en conclure que dimpEq “ CardpBq “ 2.

(b) Soit pa, bq P R2, comme Ma,b “ aI ` bJ , les coordonnées de Ma,b dans la base B sont a et b :

MatBpMa,bq “

ˆ

a
b

˙

.

3. (a) On remarque que U “ Mp1{2, 1{2q P E et V “ Mp1{2, ´1{2q P E , de plus, U et V sont non
colinéaires, de sorte que B1 soit une famille libre de E . De plus, CardpB1q “ 2 “ dimpEq, ainsi, B1

est une base de E .
‚ U “

1
2I `

1
2J

‚ V “
1
2I ` J

ˆ

´
1
2

˙

Ainsi, la matrice de passage de B vers B1 est PBÑB1 “

¨

˝

1
2

1
21

2 ´
1
2

˛

‚.

(b) ‚ On remarque que U2 “ U , en multipliant cette égalité par Un´1 (avec n P N˚), on obtient
Un`1 “ Un, ainsi, pUnqně1 est constante. Donc pour tout n P N, Un “ U1 “ U .

‚ On remarque que V 2 “ V , posons pour n P N˚, Ppnq : «V n “ V », Pp1q donc Pp2q sont
vraies. Soit n P N˚, supposons Ppnq vraie, alors V n`1 “ V n ˆV “ V ˆV “ V donc Ppn`1q

est vraie. Par récurrence, pour tout n P N˚, V n “ V .
‚ Par produit, UV “ 02

(c) Ma,b “ pa ` bqU ` pa ´ bqV , comme pa ` bqU et pa ´ bqV sont dans E , pa ` bqU et pa ´ bqV
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commutent, ainsi, d’après le binôme de Newton :

Ma,b
n “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

ppa ` bqUqkppa ´ bqV qn´k “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pa ` bqkpa ´ bqn´kUkV n´k

“

n´1
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙

pa ` bqkpa ´ bqn´k UV
loomoon

“02

`pa ´ bqnV n ` pa ` bqnUn “ pa ´ bqnV ` pa ` bqnU

Ainsi, les coordonnées de Ma,b
n dans B1 sont pa ` bqn et pa ´ bqn : MatB1pMa,b

nq “

ˆ

pa ` bqn

pa ´ bqn

˙

.

Partie B : Une matrice de M4pRq

1. (a) Comme A est triangulaire, son spectre est l’ensemble des coefficients diagonaux, donc SppAq “ tcu.
(b) Si A est diagonalisable, alors comme SppAq “ tcu, il existe P une matrice inversible et D une

matrice diagonale telle que A “ PDP ´1 avec la diagonale de D qui contient les valeurs propres,
donc ici D “ cI4, donc A “ P pcI4qP ´1 “ cpPP ´1q “ cI4. Par unicité des coefficients d’une
matrice, a “ b “ 0. Réciproquement, si a “ b “ 0, alors A est diagonale donc diagonalisable.
Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si a “ b “ 0.

2. (a) On pose, pour n P N, l’hypothèse de récurrence Ppnq :

«An “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

cn 0 dn ´ cn

d ´ c
a

dn ´ cn

d ´ c
b

0 cn dn ´ cn

d ´ c
b

dn ´ cn

d ´ c
a

0 0 dn 0
0 0 0 dn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

»

‚ Pour n “ 0,

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

cn 0 dn ´ cn

d ´ c
a

dn ´ cn

d ´ c
b

0 cn dn ´ cn

d ´ c
b

dn ´ cn

d ´ c
a

0 0 dn 0
0 0 0 dn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

“ I4 “ A0 Ainsi, Pp0q est

vraie.
‚ Soit n P N. On suppose Ppnq vraie. Alors :

An`1 “ An ˆ A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

cn 0 dn ´ cn

d ´ c
a

dn ´ cn

d ´ c
b

0 cn dn ´ cn

d ´ c
b

dn ´ cn

d ´ c
a

0 0 dn 0
0 0 0 dn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˝

c 0 a b
0 c b a
0 0 d 0
0 0 0 d

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

cn ˆ c 0 cn ˆ a `
dn ´ cn

d ´ c
a ˆ d cn ˆ b `

dn ´ cn

d ´ c
b ˆ d

0 cn ˆ c cn ˆ b `
dn ´ cn

d ´ c
b ˆ d cn ˆ a `

dn ´ cn

d ´ c
a ˆ d

0 0 dn ˆ d 0
0 0 0 dn ˆ d

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Or, cn ˆ c “ cn`1 et dn ˆ d “ dn`1. De plus,

cn ˆ a `
dn ´ cn

d ´ c
a ˆ d “

cnapd ´ cq ` adpdn ´ cnq

d ´ c
“

dn`1a ´ cn`1a

d ´ c
“

dn`1 ´ cn`1

d ´ c
a

De même, en remplaçant a par b, on a ainsi montré que :

An`1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

cn`1 0 dn`1 ´ cn`1

d ´ c
a

dn`1 ´ cn`1

d ´ c
b

0 cn`1 dn`1 ´ cn`1

d ´ c
b

dn`1 ´ cn`1

d ´ c
a

0 0 dn`1 0
0 0 0 dn`1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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Donc Ppn ` 1q est vraie
Par récurrence, pour tout n P N, Ppnq est vraie.

(b) Comme A est triangulaire, son spectre est l’ensemble des coefficients diagonaux de A, donc
SppAq “ tc, du.

‚ Déterminons l’espace propre de A associé à c : Soit X “

¨

˚

˚

˝

x
y
z
t

˛

‹

‹

‚

P M4,1pRq.

X P EcpAq ðñ pA ´ cI4qX “ 04,1 ðñ

¨

˚

˚

˝

0 0 a b
0 0 b a
0 0 d ´ c 0
0 0 0 d ´ c

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

x
y
z
t

˛

‹

‹

‚

“ 04,1

ðñ

¨

˚

˚

˝

az ` bt
bz ` at
pd ´ cqz
pd ´ cqt

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0
0
0
0

˛

‹

‹

‚

ðñ

$

’

’

&

’

’

%

az ` bt “ 0
bz ` at “ 0
pd ´ cqz “ 0
pd ´ cqt “ 0

ðñ
d´c‰0

$

’

’

&

’

’

%

az ` bt “ 0
bz ` at “ 0
z “ 0
t “ 0

ðñ z “ t “ 0

ðñ X “

¨

˚

˚

˝

x
y
0
0

˛

‹

‹

‚

ðñ X “ x

¨

˚

˚

˝

1
0
0
0

˛

‹

‹

‚

` y

¨

˚

˚

˝

0
1
0
0

˛

‹

‹

‚

ðñ X P vectpBcq

Où on pose Bc “

¨

˚

˚

˝

¨

˚

˚

˝

1
0
0
0

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

0
1
0
0

˛

‹

‹

‚

˛

‹

‹

‚

. Ceci démontre EcpAq “ vectpBcq, donc que Bc est une famille

génératrice de EcpAq, comme c’est une famille de deux vecteurs et que ces deux vecteurs sont
non colinéaires, Bc est libre. Ainsi, Bc est une base de EcpAq.

‚ Déterminons l’espace propre de A associé à d :

A ´ dI4 “

¨

˚

˚

˝

c ´ d 0 a b
0 c ´ d b a
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

Remarquons que A´dI4 est échelonnée et à deux pivots (car c´d ‰ 0), donc rgpA´dI4q “ 2.
D’après le théorème du rang, dimpKerpA ´ dI4qq “ 4 ´ rgpA ´ dI4q “ 2 donc dimpEdpAqq “ 2.
Remarquons que C3 “

a

c ´ d
C1 `

b

c ´ d
C2, ainsi

aC1 ` bC2 ` pd ´ cqC3 ` 0C4 “ 04,1

On peut alors vérifier que U1 “

¨

˚

˚

˝

a
b

d ´ c
0

˛

‹

‹

‚

P EdpAq. De même, C4 “
b

c ´ d
C1 `

a

c ´ d
C2

bC1 ` aC2 ` 0C3 ` pd ´ cqC4 “ 04,1

On peut alors vérifier que U2 “

¨

˚

˚

˝

b
a
0

d ´ c

˛

‹

‹

‚

P EdpAq. Or, U1 et U2 sont non colinéaires, donc Bd “

pU1, U2q est une famille libre de EdpAq comme dimpEdpAqq “ 2 “ CardpBdq, on en déduit que
Bd est une base de EdpAq.

(c) Comme dimpEcpAqq ` dimpEdpAqq “ 2 ` 2 “ 4, on peut en déduire que A est diagonalisable, la
juxtaposition de Bc et de Bd est une base de M4,1pRq de vecteurs propres de A. Ainsi, A “ QDQ´1
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avec

D “

¨

˚

˚

˝

c 0 0 0
0 c 0 0
0 0 d 0
0 0 0 d

˛

‹

‹

‚

et Q “

¨

˚

˚

˝

1 0 a b
0 1 b a
0 0 d ´ c 0
0 0 0 d ´ c

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

M1,0 Ma,b

M0,0 Md´c,0

˙

Partie C : Quatre tours et un soldat

1. (a) Soit n P N et i P rr 1 ; 4 ss, on note Ti,n l’évènement «le soldat est à la tour i à l’heure n», de sorte
que αn “ PpT1,nq, βn “ PpT2,nq, γn “ PpT3,nq et δn “ PpT4,nq

Comme à l’heure n le soldat se trouve à exactement l’une des quatre tours, pT1,n, T2,n, T3,n, T4,nq

forment un système complet d’évènements. Donc 1 “ PpT1,nq ` PpT2,nq ` PpT3,nq ` PpT4,nq donc
1 “ αn ` βn ` γn ` δn, ainsi, δn “ 1 ´ αn ´ βn ´ γn.

(b) Comme pT1,n, T2,n, T3,n, T4,nq est un système complet d’évènements, d’après la formule des pro-
babilités totales :

αn`1 “ PpT1,n`1q “

4
ÿ

i“1
PpT1,n`1|Ti,nqPpTi,nq “ 1 ¨ αn ` 0βn `

3
20γn `

1
20δn

βn`1 “ PpT2,n`1q “

4
ÿ

i“1
PpT2,n`1|Ti,nqPpTi,nq “ 0 ¨ αn ` 1βn `

1
20γn `

3
20δn

γn`1 “ PpT3,n`1q “

4
ÿ

i“1
PpT3,n`1|Ti,nqPpTi,nq “ 0 ¨ αn ` 0 ¨ βn `

4
5γn ` 0δn

δn`1 “ PpT4,n`1q “

4
ÿ

i“1
PpT4,n`1|Ti,nqPpTi,nq “ 0 ¨ αn ` 0βn ` 0 ¨ γn `

4
5δn

Les 4
5 étant obtenus grâce à

4
ř

i“1
PpTi,n`1|T3,nq “ 1 et

4
ř

i“1
PpTi,n`1|T4,nq “ 1. On pose alors

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 3
20

1
20

0 1 1
20

3
20

0 0 4
5 0

0 0 0 4
5

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

˜

M1,0 M 3
20 , 1

20
M0,0 M 4

5 ,0

¸

Et on constate que AXn “ Xn`1.

(c) Avec les notations de la partie B, on pose c “ 1, d “
4
5, a “

3
20 et b “

1
20. Comme c ‰ d, on peut

appliquer le résultat de la partie B, question 2a. Ici

dn ´ cn

d ´ c
“

cn ´ dn

c ´ d
“

1 ´

ˆ

4
5

˙n

1
5

“ 5
ˆ

1 ´

ˆ

4
5

˙n˙

pour n P N,

An “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 3
4

ˆ

1 ´

ˆ

4
5

˙n˙ 1
4

ˆ

1 ´

ˆ

4
5

˙n˙

0 1 1
4

ˆ

1 ´

ˆ

4
5

˙n˙ 3
4

ˆ

1 ´

ˆ

4
5

˙n˙

0 0
ˆ

4
5

˙n

0

0 0 0
ˆ

4
5

˙n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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Posons, pour n P N, Ppnq : «Xn “ AnX0», pour n “ 0, AnX0 “ I2X0 “ X0 de sorte que
Pp0q soit vraie. Soit n P N. Supposons Ppnq vraie, alors Xn`1 “ AXn “ ApAnX0q “ An`1X0
donc Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout n P N, Ppnq est vraie. De plus, X0 “
¨

˚

˚

˝

α0
β0
γ0

1 ´ α0 ´ β0 ´ γ0

˛

‹

‹

‚

.
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