Modélisation Agro-Véto 2023

Partie 1 : Marche additive

Sous-Partie 1.1 : Déplacement libre

1. X3(Q2) = {—3h,—h, h,3h}. On note Dy I'événement «le k-iéme déplacement est vers la droitey.

e P(X3=3h) =P(D; n Dy n D3), comme les Dy sont des évenements indépendants, P(X3 = 3h) =

1 1 1 1

P(D1)P(Dy)P(D3) = = x = x — = —.

2 2 2 8
P(X;),:h)ZP((DlODQOE)U(DlﬂﬁgﬂDg)u(ﬁlﬂDgﬂDg))

Or, les éveénements D1 N Dy n D3, D1 n Dy n D3 et D1 n Dy n D3 sont deux & deux disjoints, donc

P(X3 = h) = P(Dy n Dy n D3) +P(Dy n Dy n D3) +P(Dy n Dy 0 Ds)

Puis par indépendance des événements Dy,

P(X5 = h) = P(D;)P(D2)P(D3) + P(D1)P(D2)P(D3) + P(D1)P(D2)P(D3) = é I é n é _ g
e De méme, P(X; = —h) = g

e De méme, P(X3 = —3h) = -

2. Proposons plusieurs rédactions :

e Notons S; la variable aléatoire valant +h si le i-ieme déplacement se fait vers la droite et —h si

le iiéme déplacement se fait Vers la gauche. Alors E(S;) = hP(S; = h) + (—=h)P (S = —h) =

hf - hf = 0. De plus, X, = Z S;. Par linéarité de l'espérance, E(X}) = Z E(S;) = Z 0=0.
-1
Notons Y la variable aleatmre valant +h si le k + 1-ieme déplacement est vers la dr01te et —h

s’il est vers la gauche, ainsi, Xp11 = Xx + Y. E(Y) = 0 (comme & la méthode précédente), donc
par linéarité de 'espérance E(Xj11) = E(Xy) + E(Y) = E(Xg), ainsi (E(X))ken est une suite
constante. Comme E(Xy) = E(0) = 0, X, est d’espérance nulle.

Comme le probléme est symétrique gauche/droite. Pour tout « € R, pour chaque chemin ou X},
prend la valeur x, en remplacant gauche et droite, il existe un chemin symétrique ou Xj prend
la valeur —z, et ces chemins auront la méme probabilité (car la probabilité d’aller a droite est la

méme que celle d’aller & gauche), ainsi, P(X; = ) = P(X; = —=z) pour tout z € R, ainsi par
somme E(X;) = > 2P(Xp=x)=0.

3. Y, compte le nombre de sauts vers la droite, les sauts sont indépendants, chacun a une probabilité

de 1/2 et il y a k déplacements, ainsi, Y suit une loi binomiale de parameétres k et 1/2.

4. Il y a Yy déplacements vers la droite donc k — Y} vers la gauche. Ainsi,

o.
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(b) Comme Y} suit une loi binomiale de parametre k et 1/2, V(Yy) =k -

X = +hY, — h(k — Yk) = 2hY. — hk

(a) En utilisant la relation entre Xy et Y} ainsi que 'univers image de Yy, on obtient :

X3u(Q) = {2hi — hk | i€ Yi(Q)} = {h(2i — k) | i€ [0: ]}

Soit £ € X (£2), par ce qui précede, il existe i € [0;k ] tel que £ = h(2i — k), alors

i

,0on a

P(X) = £) = P(Xy = h(2i—k)) = P(2hYs—hk — h2i—kh) = P(Yj i) = (k> (;) <1 _ ;)k_ _
1
)

= kh?

l\DM—l
l\D\l—‘ N | =

V(Xy) = V(2hY), — hk) = (2h)*V(Y3,) = 4h%k -
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Déplacement contraint

6. Soient k € Net ¢ € [1;n]. On cherche a calculer P(X;41 = 7). La famille (X3 = j)i<j<n) est un
systeme complet d’événements. Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

n
P(Xgt1 = 19) Z (Xk41 = i| Xy, = J)P(X, = j)

A cause des cas particuliers au bord, on traite les cas i = 1 et i = n & part.
e Sii =1, alors pour tout j = 3, P(Xy4+1 = 1| X = j) = 0. Ainsi,
P(Xp+1 =1) = P(Xgy1 = 1| Xy = DP(Xy = 1) + P(Xpy1 = 1| Xy = 2)P(X, = 2)
1 1

= ip(Xk = 1) + ip(Xk = 2)

e Siie[[2;n—1],alors pour tout je [1;n[\{t +1,i — 1}, P(Xk+1 = i|X) = j) = 0. Ainsi,
P(Xk-Jrl = Z) = P(Xk-Jrl = Z|Xk =1 — 1)P(Xk =19 — 1) + P(XkJrl = Z|Xk =1+ 1)P(Xk =1+ 1)
1 1
= ip(XkZZ—l)-FiP(Xk:Z-Fl)
. . . . 1 1
e Sii = n, on obtient de méme que pour i = 1, P(Xy11 =n) = §IF’(X;€ =n—1)+ ilP(Xk =n).
Posons 7 M7 7 . Alors, par produit matriciel et en utilisant les relations que I'on vient de trouver :
1
o (g1 = QP(Xk = 1) + §P(Xk = 2) = ]:P(Xk+1 = 1).
1 1
e Soit i€ [[2;TL— 1]], q; = §P(Xk =1 — 1) + ip(Xk =1+ 1) ZP(Xk+1 = Z)
1 1
* ¢ =Py =n—1)+ JP(Xy = n) = P(Xps1 = n).

Ainsi, on a montré que ¢ = %Y. Done, 7D = Mp®.
Pour tout k£ € N, on pose Z(k) : « p( ) = M B Oy, Pour k = 0, M*FO© = [, 7O = 7O Ainsi,
2(0) est vraie. Soit k € N. Supposons & (k) vraie. Alors,

?(kz-i-l) _ M?(k) _ MMkW(O) _ Mk-i-l?(O)

Ainsi, Z(k + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout k € N, 7® = MEp O,

7. La matrice M est symétrique et a coefficients réels, d’apres le théoreme spectral, M est diagonalisable
avec une base orthonormale de vecteurs propres. ainsi, il existe P une matrice inversible et D une
matrice diagonale telles que M = PDP~! avec P~' = PT.

8. En effectuant des opérations sur les lignes :

1 1 0 1 1 0
2 2 2 2
1 1 1 1
(M—-1I3)=rg| = -1 = = rg -- =
2 1 21 Lo—La+1n 1 21
0 = - 0 - —=
2 2 2 2
1 1 0
1
Ls<—Ls+Lo 2 9
0 0 O
(en effet la derniere matrice est échelonnée est a deux pivots). D’apres le théoréme du rang, dim(Ker(M —
1
I3)) = 1, ainsi, 1 est une valeur propre et dim(FE;(M)) = 1. Notons U = | 1 |. Par un poduit matriciel,
1
on remarque que MU = U. Comme U # 031, U est un vecteur propre associé a la valeur propre 1 de

M.
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. v un vecteur propr ur la valeur propr ur tout ¢ snl, v un vecteur propr
9. (a) vy est ecte opre pour la vale opre 1, pour tout i € || 2;n ||, v; est ecte opre
pour une autre valeur propre (car la dimension de ’espace propre associée a 1 est de dimension 1).
mm matri métrique a ients ré vecteurs propr iés 3 valeur
Comme la matrice est symét e a coefficients réels, les vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes son orthogonaux, ainsi v; et v; sont orthogonaux, d’ott 73" - T = 0.

(b) En multipliant par v; a droite par distributivité, et en utilisant le résultat de la question précé-
dente, on obtient

A
NT = MU — 5010 ) = AT +0

Comme 7; est un vecteur propre de M il n’est pas nul, c’est donc un vecteur propre de N pour
la valeur propre \;.

(¢c) Comme NT; = \;7;, on en déduit que |\;7;||1 < ||7; |1 Or, remarquons que, pour X € R, et
T eR", AT |1 = |A|| 71! On a donc |N||77]1 < |77 ]1, comme v; est un vecteur propre, v; est
non nul, donc au moins une de ses coordonnées est non nulle de sorte que |7; |1 > 0 (par somme
de termes positifs dont 'un est strictement positif), en divisant par ||7; |1, on obtient que |X\;| < 1

10. (a) Comme 1¥ —— 1 et que pour tout i € [2;n ], \i¥ ——— 0 (car |\;| < 1), d’aprés la question

k—+00 k—+00
1 0 ... 0
0 0
précédente, on peut en déduire lim DF =
k—-+00 : ..
O ... ... 0

(b) Pour k € N, on pose Z(k) : «M* = PD*P~'» pour k = 0, PD¥P~! = P[,P~' = I, =
MO de sorte que Z2(0) est vraie. Soit k& € N. Supposons (k) vraie, alors M**! = M*M =
PD*P='PDP~! = PDF1'P~1 ainsi, Z(k + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout k € N,

Mk = pDkp~1,
(c) On note L la limite de D* quand k& — +co. Comme M* = PD*P~! et que klim DF = L, on en
—+00
déduit, par un produit de limites?, que klim M* = PLP~'. Or, comme la premiére colonne de
—+00
P est donné par vy, on a
1 1
— k.. % — 0 ... 0
—— % * 0 0 — 0 ... 0
pPL=|vn _|vn

%‘._.

1
De plus, P~' = PT. Ainsi, la premiére ligne de P~! est <

NG

%‘H %‘,_.
z‘H
uv

g

8

1
— 0 ... 0
v 11 1 11 1
— 0 ... 0 vnono Wl 1
PLP_1 = \/ﬁ X * * * = — .
. n .
i * * * 1 1 1
— 0 0
Vn
1
11. Comme on a montré que P = M* PO on en déduit que klim 7® = 2770 ol on a noté
—+00 n
J la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients valent 1. Or, d’apres 'expression du produit
1
n k 1
matriciel, le coefficient a la i-ieme ligne de J ?’(O) vaut Y, 1 -pj(o) =1 donc klim ﬁ( —_—
j=1 —+00 n :
1

L Bn effet s N7 = 3 Dyl = 3 A sl = AT S fogl = Aol
J= J= J=

2. Un peu litigieux, car ce résultat n’est pas vraiment au programme de BCPST...
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1
12. Ainsi, pour tout i € [1;n]], P(Xg = 9) I Ainsi, (Xj)ken+ converge en loi vers une variable
—+00 NN

aléatoire X ou X ~ Z([1;n]). Peu importe, comment on place la particule au départ, elle a une
chance uniforme de se situer dans chaque case.

Partie 2 : Marche aléatoire multiplicative

Sous-partie 2.1 : Contrat a terme
13. Plus la durée du prix est longue, plus le prix peut évoluer a la hausse (événements climatiques, guerres
etc.) ce qui augmente le risque pour la banque, elle a donc intérét a augmente ¢y quand T augmente.

14. Tant que le prix est inférieur & s*, Pentreprise paie le prix, au dela I'entreprise paie s* et la banque
compense :

15. Tant que le prix est inférieur & s*, la banque ne verse rien, si le prix dépasse s*, la banque verse
*
ST — S &

Sous-partie 2.2 : Le modeéle binomial recombinant de Cox-Ross-Rubnstein

1. (a)
(b) On note P I’événement «on a eu un "up" au k-iéme temps» pour tout k € N.
o P(S5 =u3sy) = P(Py n P> n P3), par indépendance, P(S3 = u?sg) = P(P)P(P2)P(P;) = p?
e P(Ss=u) =P((PLnPonP3)U(PLnPyn P3)u (P n Py P3)), comme les événements
PoAnPonP;, PPnPon Pyet PLnPyn P3 sont deux a deux disjoints. P(S3 = u) =
P(P, NPy P3)+P(P N Py~ P3)+P(P, n Py P3). Par indépendance, P(S3 = usg) = 3p*(1—p).

(c) Soit s une valeur prise par Sy, alors, si on note k le nombre de «up», il y a eu n—k «downy, alors s =
1 n—k
sou” < = sou**™". Ainsi, s € {sou** " |k e [0;n]}. Donc Z, < {sou** ™ |ke[0;n]}.
u

Soit s € {souzk_” |kel[O; n]]} Alors, il existe k € [0;n]), s = sou?*~". Alors, par indépendance
il est possible que les k premiers soit des «up» et les n — k derniers sont des «downy, ainsi S,

U
Dy = {s0u** ™ | ke [0;n]}.
2. (a) Soit ke[[0;n],ily a deux cas :
e Soit sou?k™ < s* et dans ce cas, G, prend la valeur 0.

n—k
prend la valeur so x u¥ x () = s. Donc {sou?* " |k € [0;n]} = Z,. Par double inclusion,
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e Soit sou? ™ > s* et dans ce cas, G, prend la valeur sou?*~" — s* Or,

* * 1 *
soutF T > F =y > PN (2k —n)In(u) > In <S> — k>t In(s”/50)

50 50 2 21In(u)
n  In(s*/so)
1>14 -+ —F—+
= k+1> +2+ 2n(u)
n  In(s*/sp)

= k+1=>|1+ -+

2 21n(u) I+1

— k>a

En effet |z]| + 1 est le plus petit nombre entier strictement plus grand que z.
2k—n

Ainsi, G, prend la valeur sgu — s* ssi k € [a;n] et sinon il prend la valeur 0. Donc
Da, < {0} U {u sy —s* |kea;n]}.

(b) a est le nombre minimal de «up» pour lequel la banque va devoir dépenser de I’argent.

(c)n=3,u=2, =1, s"=4et p=1/3. ainsi, S3(Q) = {8,2,1/2,1/8} :

P(Ss =8) = 1/27

IP(53:2):3-§-(1—1/3):2/9

P(S3 =1/2) =3-(1/3)-(2/3)? = 4/9

P(S3 =1/8) = (1 —1/3)3 = 8/27.

n  In(s*/sg) 3 4 7 .. _ 3 _ o
1+ 5 Yn(a) 1+ 5 T TORES Ainsi, a = 3. Y, = {0,2° — 4} = {0,4}. P(G3 =4) =
1 26

3. (a) La variable aléatoire G, est la somme que la banque verse a l'entreprise, ainsi, E(G,,) est le cotit
moyen de la banque, le juste a ’équilibre devrait donc étre égal a E(G),).
4

27

(c) Notons By, la variable aléatoire valant 1 si il y a eu un «up» au k-iéme temps et 0 sinon. Notons
n

U, = >, By, U, représente le nombre de «up», comme By, suit une loi Bernoulli de parameétre p
k=1
et que les By sont indépendants, U, suit une loi Binomiale de parametres n et p

u? sy — s*) = (U, = k), ainsi :

(b) c3 = E(Gs) = OP(Gs = 0) + 4P(G3 = 4) =

Soit k > a, remarquons que (G, =

cn =E(Gn) = > 2P(Gy =) = OP( +§n] 2k=ngy — s*)P(U, = k)

r€9a,, k=a
« n
Z 2k— nS[) —s )<k>pk(1 o p)n—k

4. (a) Les lignes 3 et 4 permettent de multiplier Num, valant initialement 1, par tous les entiers entre 2
et n, ainsi, Num vaut n!. Les lignes 6 et 7 permettent de multpiler Den, valant initialement 1, par
tous les entiers entre 2 et k, ainsi, a I'issue de la ligne 7, Den vaut k!. En le multipliant par tous

les entiers entre 2 et n — k, Den vaut kl(n — k)! a la fin de la troisieme boucle for. Or la fonction
n!

El(n —
faudrait renvoyer 0) La premiére boucle fait n — 1 multiplications, la deuxiéme k—1 et la derniére
n—k —1 et il y a une division, soit 2n — 2 opérations. Il risque d’avoir un quotient de grands
nombres ce qui peut causer des problemes de calculs.

renvoie Num divisé par Den soit o (Z) (seulement si k < n, dans le cas contraire, il

(b) On remarque que n! et k! ont des termes en commun qui se simplifient dans la division, ainsi,

n! n
i [T ¢4, il suffit donc de calculer ce produit pour le numérateur et de calculer (n — k)! pour
T i=k+1

le dénominateur et de renvoyer la fraction :

def Copt(n,k):
Num = 1
for i in range(k+1l,n+1):
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Num *= i

Den = 1

for i in range(2,n-k+1):
Dem *= i

return Num/Den

5. La fonction Feuilles retourne %, sous forme d’une liste en utilisant le résultat de la question 2a,
on remarque que 0 apparait plusieurs fois, alors qu’il n’y a pas de répétition dans un ensemble.

6. On appelles la fonction Feuilles pour avoir les valeurs de GG, et on multiplie chacune de ses valeurs par
(1)p*(1 = p)"* (en utilisant la fonction Copt) et on somme :

def call(sO,setole,n,u,p):
cn =0
F = Feuilles(n,u,s0,setole)
for k in range(len(F)):
cn += F[k]*Copt(n,k)*p*xk*(1-p)**(n-k)
return cn
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