1 Corrigé du probleme 2 G2E 2024

1.

2.

Posons f: o — exp(—x?), la fonction f est continue sur | -o0;+00 [ (par composée de fonctions qui le
sont). Soit # > 1, en multipliant par z > 0, on a x? > x puis —2? < —x, comme exponentielle est
croissante, on en déduit que 0 < exp(—22) < exp(—=z). Posons g: x > exp(—z), g est continue sur
[1;+00][, soit t = 1, alors

f g(z) dz = [~ exp(—z)]" = exp(—1) — exp(—t) —— exp(—1)

1 t—+00

+00 +00
Ainsi, f g converge, par comparaison de fonctions positives, on en déduit que J f converge, de
1 1

1 +00
plus, J f converge (fonction continue sur un segment), donc J f converge. Comme f est paire, on
0 +00 0
en déduit que f exp(—2?) dz converge.
-0

(a) Soit n € N, posons h: t ~— cos"t1(t), alors h(0) = 1 > 0, ainsi h est continue et positive sur
[0;7/2] et non nulle. D’apres le théoreme de stricte positivité de I'intégrale, Jﬁ/Qh(t) dt > 0.
Posons k: t — cos™(t) —cos"*1(t). Remarquons que pour ¢t € [0;7/2], k(t) = cos” ?t)(l —cos(t)) =
0, k et continue et comme k(7/4) > 0, k est non nul, ainsi, d’apres le théoréeme de stricte positivité
de l'intégrale, fﬂﬂk(t) dt > 0. Par linéarité de I'intégrale, on en déduit que W,, — W,4+1 > 0.

0
Ainsi, on a montré que pour tout n € N, 0 < W11 < W,,.

/2
(b) Soit ne€ N. W49 = f cos"T1(t) x cos(t) dt. On pose u: t > cos™t1(t) et v: t > sin(t), u et v

0
sont des fonctions de classe € sur [0;7/2] et :

/2
Winys = [cos™ 1 (¢) sin(t)]7/? — f (n + 1) — sin(t) cos™ (¢) sin(t) dt

0 0
/2
= cos" (7 /2) sin(7/2) — cos™T1(0) sin(0) + J (n + 1) cos™(t)(1 — cos®(t)) dt
0
=(n+1)W,—(n+1)Wpia
1
Ainsi, (n + 2)Wyio = (n + 1)W,, donc W, 419 = nt -
n+2
(c) Posons, pour tout n € N*, Z(n) : «<nW,,W,_1 = m/2».
/2 /2 /2
o Wy = f cos’(t) dt = J 1dt =nw/2 et Wy = J cos!(t)dt = [sin(t)]g/2 = 1. De sorte, que
0 0

0
pour n =1, nW,,Wy,_1 = 1- Wy - Wy = /2, donc Z(1) est vraie.
e Soit n € N*, supposons &?(n) vraie, alors en appliquant le résultat de la question précédente
an—1eN,ona:

n T
+ )Wy Wy, = 1 Who1 | W =W W, = —
(’I’L ) n+1WWn (TL+ )<7’L+1 nl) n nwnp—1 nﬂ(n)2
Ainsi, Z(n + 1) est vraie.
Par récurrence, pour tout n € N*, nW,W,,_1 = g

(d) Soit un entier n > 2. En appliquant le résultat de la question 2a a n —1 et & n — 2,

0 < WTL < Wn_l < Wn—Q

Wi— Wh_
En divisant par W,, > 0, on obtient 1 < M’; L < I/IT; 2 En appliquant le résultat de la ques-
n n
. n—1 W9 n n—1 n
tion 2b a n — 2 W, = Wh_o, d = , d 1< <
ion an , on W, n—2, donc W 7 done W 7 comme
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n 1 W
=1+ — 1, on en déduit, d’apres le théoréme des gendarmes, — L 1. Ceci
n—1 n—1 nowo M/n n—00

montre que W,,_; ~ W,,. Par produit d’équivalents, on en déduit que /2 = nW,W,,_1 ~ nW,2.

/ . 7’ . 71— A 7’ .
Comme les équivalents sont conservés par quotient, W,2 = o de méme les équivalents sont
n
T
n’

Posons, pour x > —1, f(z) = 2 — In(1 + z). Par composée et par somme, f est dérivable sur

T
conservés par passage a la puissance (et W, > 0 et > > 0) donc W,, ~
n

]—1;+00][, et pour x > —1, f'(z) =1— e 1+w'AinSi’ pour x = 0, f'(z) = 0, donc f est

x
croissante sur R,. Ainsi, si z > 0, f(z) = f(0) = 0. Pour z < 0, f/(z) < 0, donc f est décroissante
sur | —1;0]. Ainsi, si x € | =1;0] alors < 0 et donc f(x) = f(0) = 0. On a ainsi montré que
pour tout z > —1, f(x) = 0, donc In(1 + z) < z.

2 2

T x

Soit n € N*. Soit € [0;+4/n[, alors — < 1 de sorte que 1 — — > 0, ainsi en appliquant le

n n
2

x
résultat de la question précédente & —— > —1 et par croissance de ’exponentielle :
n

(1 - fj)n — exp <nln(1 - ’i)) < exp <n (-”i)) — exp(—1?)

On remarque que cette inégalité est encore vraie si x = y/n (le membre de gauche est nulle et
celui de droite strictement positif), ainsi par croissance de l'intégrale :

vn 2\ " Vn
J <1 — x> dz <f e~ dz
0 n 0

2 2
x x
Soit z € [0;4/n ], alors — > —1 et 1+ — > 0, en appliquant le résultat de la question précédente
n n

2
(1 + 3:) T exp <(—n) In <1 + qj)) > exp (—n (fj)) = exp(—z?)

a o,

n
vn Vn 22\ "

Par croissance de 'intégrale, on en déduit que J exp(—2?) dz < f (1 + ) dx
0 0 n

On pose z = y/nsin(t), t — /nsin(t) est de classe €' et strictement monotone sur [0;7/2],
2
dz = \/ncos(t) dt, lorsque t = 0, = vaut 0 et quand t = g, x = 4/n, de plus, T sin(t), ainsi :
n
Jn 22\ z 3
J (1 - > dz = f (1 —sin(t))"/n cos(t) dt = \/ﬁf cos?™TLH(t) dt = v/nWap 41
0 n 0 0

On pose z = y/ntan(t), t — /ntan(t) est de classe €' et strictement monotone sur [0;7/4],
dz = \/n(1 + tan(t)?) dt = /(t) cos™2(t) (car tan’(t) = 1 + tan?(t) =

cosz(t))' Lorsque ¢t = 0,
2

z vaut 0 et quand ¢t = 2, x = 4/n, de plus, ro_ tan?(t), de sorte que (1 + 2%/n)™ = (1 +
n
1 —n
tan?(t))™" = (cos2(t)> = cos?"(t), ainsi :
NG 2\ " i 1 T
J (1 + x) dz = J4 cos2"(t) X —Q(t) dt = f4 COSZ"*Q(t) dt
0 n 0 cos 0

T 3
Remarquons que t — cos2"~2(t) est positive sur [ 13 ], de sorte que f cos?"2(t)dt = 0, donc

i

J4 cos?2(t) dt < J4 cos?2(t) dt + JQ

0 0 z

cos?2(t) dt = f2 cos®™2(t) dt
0
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(ou on a utilisé la relation de Chasles pour le derniére égalité). Ainsi, on a bien démontré que
pour tout n € N*,

N
\/’ﬁWng < J exp(—x2) dx = \/’EWQn_Q
0
) | s [2n .
(d) On a montré que W,, ~ o donc par définition 4 /| — W, — 1. Par extraction,
n T n—

22n +1
22 1
T n—0

i f

Ainsi, Wopy1 ~ , donc /nWopi1 ~ £ donc \/>W2n+1 N ﬁ On

démontre de la méme facon que /nWay,_o o o D’apres le théoréeme des gendarmes
n—
\/ﬁ +00
J exp(—z?) dz —— ﬁ Or, comme J exp(—x?) dz converge,
0 n—ow 2 0

/n +00
f exp(—2z?) doe —— exp(—z?) dx

0 n—=% Jo

+00 \/77.
Par unicité de la limite f exp(—2?) dz = 5 Par parité de x — exp(—z?), I = /7.
0

1 2 2
4. (a) ¢(z) = \—ﬁexp(—%). Comme z — —% est dérivable de dérivée, © — —x, par composée de
™
1 2
fonctions dérivables, ¢ est dérivable sur R et ¢'(z) = —z - — exp(—x—) = zp(x).
V2 2

€T
(b) Par définition d’une variable aléatoire & densité, ®(z) = J (t) dt
—o0

5. (a) Notons Fy la fonction de répartition de Y, soit x € R,
Fy(z) =P(Y < z) = P(max(X;, X2) <z) =P((X; <z)n (X2 <x))

par indépendance de X; et Xo, Fy(z) = P(X; < 2)P(Xy < z) = ®(2)? Donc Fy = &2
Notons Fy la fonction de répartition de Z, soit z € R, Fz(z) = P(Z < z) =1-P(Z > z) =
1 —P(min(X;, X2) > ) =1 —-P((X; > z) n (X2 > z)), par indépendance de X; et Xo,

Fz(z)=1-P(X;1 >2)P(Xo>2)=1-(1-P(X; <2))(1 -P(X2 < x))
=1—(1—®(x))(1 - &(x)) =28(z) — d*(z)

Ainsi, Fy = 20 — ®?

(b) Comme ¢ est continue sur R (par composée de fonctions qui le sont), d’apres le théoréeme fon-
X

damental de lanalyse, ®: z — f © + f @ est de classe €' sur R et ®': 2 — 0 + p(x).
-0 0
Ainsi, par produit Fy est de classe €' sur R. En particulier, Fy est continue sur R et de

classe ¢! sur R privé d’un nombre fini de points (0 en I'occurrence), ainsi, Y est & densité
et t — Fi(t) = 20/ (2)®(z) = 2¢(x)®(x) est une densité de Y. De méme, F est de classe ¢
sur R privé d’un ensemble fini de points (0 aussi) et continue sur R, ainsi Z est & densité, et
t— F7'(t) = 2¢(t) — 20(t)®(t) est une densité de Z.

+00
6. (a) Par définition, Y admet une espérance si et seulement si f 22p(x)®(x)dx converge absolument
-0
+00
si et seulement si J x2¢(z)®(x) dx converge absolument (par linéarité). Si J zo(z)P(x) dx
- -0
+00
converge absolument, alors J ) dx converge. Réciproquement si f zo(x)®(x) dz
o0 +&)OO
converge, alors f o(z)®(x)dx et f xp(z)®(x)dx converge. Par linéarité, f xp(z)®(x)dr =
0 0
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+00 0 0 O
Jo |z|p(z)P(z)dx et f_oo—xw(m)cb(:):)dx = J_Oolx\go(x)fb(x)dx converge donc J B |z|o(x)P(x)dx

+00

converge ainsi, J zp(z)®(x) dx absolument. Ainsi, Y admet une espérance si et seulement si

—00
+00

+00
J zo(x)®(x) de converge, si et seulement si J — ¢ (2)®(x) dox converge (d’aprés la ques-

—0o0 —00
+00

tion 4a) si et seulement si J ¢ ()@ (x) dz converge.

—00

(b) Les fonctions ¢ et ® sont de classe ¢! sur R. Remarquons que ®(x) 1 (propriété d'une
T
fonction de répartition) et ¢(x) — 0, par produit, ®(x)e(x) —= 0 O (z) —— 0
(propriétés d’une fonction de répartition) et ¢(x) — 0, par produit, ®(z)¢(x) — 0.
z— T

+00 +00
Ainsi, par intégrations par parties, comme f 0P et j ©®' ont méme nature. De plus,

—00 —00
0@z — p(x)? = 2—exp(—m2), or cette intégrale converge d’apres la question 1, ainsi, par
s
+00
intégration par parties, J ©'® converge et
0
o _ , ) o 1 1
| d@e@ = tim o@#@) ~ lim, o0 - | o®=0-0-y7- .

(c) D’apres les questions précédentes, Y admet donc une espérance et

+00

O (2)®(z) do = —2 x <_1

B(Y) = f 20 (@) ®(2) di = 2f : ﬁ> _ \/1%

—o0 -

(d) Considérons w € €, il y a deux cas :
e Si Xj(w) < X2(w), alors Y (w) = max(X;(w), Xa2(w)) = Xa(w) de méme, Z(w) = X;(w), de
sorte que (Y + Z)(w) = Y(w) + Z(w) = X1(w) + Xo(w) = (X1 + X2)(w).
e Si Xh(w) < Xj(w), alors Y(w) = Xs(w) et Z(w) = Xi(w) de sorte que (Y + Z)(w) =
(Xl + XQ)(LU).
Ainsi, Y + Z = X1 + X5, ainsi, Z = X7 + X9 — Y, comme X1, X5 et Y admettent des espérances
(les deux premiéres car ce sont des variables suivant une loi normale centrée réduite, la troisieme
par la question précédente), par linéarité Z admet une variable aléatoire et E(Z) = E(X;) +

E(Xy) — E(Y)1 41— \/1% - 2\/%\/%—1

(¢) Remarquons que Z < Y, ainsi P((Z = 3) n (Y < 2)) = 0 (événement impossible), or P(Y <
2) = f22<p(t)<b(t) dt. Comme t — 2p(t)®(t) est continue, positive et non nul (par exemple
en 1), ginsi d’apres le théoreme de stricte positivité de lintégrale P(Y < 2) > 0. De méme
P(Z = 3) = L+OO2<p — 2p®. Remarquons que 2¢(1 — ®) est continue, positive et non nul (par

exemple en 18), ainsi, d’apreés le théoréme de stricte positivité de l'intégrale P(Z > 3) > 0.
Ainsi, P(Y < 2)P(Z = 3) > 0 = P((Z = 3) n (Y < 2)). Par conséquent, Y et Z ne sont pas
indépendantes.
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