
1 Corrigé du problème 2 G2E 2024

1. Posons f : x ÞÑ expp´x2q, la fonction f est continue sur s ´8 ; `8 r (par composée de fonctions qui le
sont). Soit x ě 1, en multipliant par x ě 0, on a x2 ě x puis ´x2 ď ´x, comme exponentielle est
croissante, on en déduit que 0 ď expp´x2q ď expp´xq. Posons g : x ÞÑ expp´xq, g est continue sur
r 1 ; `8 r, soit t ě 1, alors

ż t

1
gpxq dx “ r´ expp´xqs

t
1 “ expp´1q ´ expp´tq ÝÝÝÝÑ

tÑ`8
expp´1q

Ainsi,
ż `8

1
g converge, par comparaison de fonctions positives, on en déduit que

ż `8

1
f converge, de

plus,
ż 1

0
f converge (fonction continue sur un segment), donc

ż `8

0
f converge. Comme f est paire, on

en déduit que
ż `8

´8

expp´x2q dx converge.

2. (a) Soit n P N, posons h : t ÞÑ cosn`1ptq, alors hp0q “ 1 ą 0, ainsi h est continue et positive sur

r 0 ; π{2 s et non nulle. D’après le théorème de stricte positivité de l’intégrale,
ż π{2

0
hptq dt ą 0.

Posons k : t ÞÑ cosnptq´cosn`1ptq. Remarquons que pour t P r 0 ; π{2 s, kptq “ cosnptqp1´cosptqq ě

0, k et continue et comme kpπ{4q ą 0, k est non nul, ainsi, d’après le théorème de stricte positivité

de l’intégrale,
ż π{2

0
kptq dt ą 0. Par linéarité de l’intégrale, on en déduit que Wn ´ Wn`1 ą 0.

Ainsi, on a montré que pour tout n P N, 0 ă Wn`1 ă Wn.

(b) Soit n P N. Wn`2 “

ż π{2

0
cosn`1ptq ˆ cosptq dt. On pose u : t ÞÑ cosn`1ptq et v : t ÞÑ sinptq, u et v

sont des fonctions de classe C 1 sur r 0 ; π{2 s et :

Wn`2 “
“

cosn`1ptq sinptq
‰π{2

0 ´

ż π{2

0
pn ` 1q ´ sinptq cosnptq sinptq dt

“ cosn`1pπ{2q sinpπ{2q ´ cosn`1p0q sinp0q `

ż π{2

0
pn ` 1q cosnptqp1 ´ cos2ptqq dt

“ pn ` 1qWn ´ pn ` 1qWn`2

Ainsi, pn ` 2qWn`2 “ pn ` 1qWn, donc Wn`2 “
n ` 1
n ` 2Wn.

(c) Posons, pour tout n P N˚, Ppnq : «nWnWn´1 “ π{2».

‚ W0 “

ż π{2

0
cos0ptq dt “

ż π{2

0
1 dt “ π{2 et W1 “

ż π{2

0
cos1ptq dt “ rsinptqs

π{2
0 “ 1. De sorte, que

pour n “ 1, nWnWn´1 “ 1 ¨ W1 ¨ W0 “ π{2, donc Pp1q est vraie.
‚ Soit n P N˚, supposons Ppnq vraie, alors en appliquant le résultat de la question précédente

à n ´ 1 P N, on a :

pn ` 1qWn`1Wn “ pn ` 1q

ˆ

n

n ` 1Wn´1

˙

Wn “ nWn´1Wn “
Ppnq

π

2

Ainsi, Ppn ` 1q est vraie.
Par récurrence, pour tout n P N˚, nWnWn´1 “

π

2 .

(d) Soit un entier n ě 2. En appliquant le résultat de la question 2a à n ´ 1 et à n ´ 2,

0 ă Wn ă Wn´1 ă Wn´2

En divisant par Wn ą 0, on obtient 1 ă
Wn´1
Wn

ă
Wn´2
Wn

. En appliquant le résultat de la ques-

tion 2b à n ´ 2, on Wn “
n ´ 1

n
Wn´2, donc Wn´2

Wn
“

n

n ´ 1, donc 1 ă
Wn´1
Wn

ă
n

n ´ 1, comme
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n

n ´ 1 “ 1`
1

n ´ 1 ÝÝÝÑ
nÑ8

1, on en déduit, d’après le théorème des gendarmes, Wn´1
Wn

ÝÝÝÑ
nÑ8

1. Ceci

montre que Wn´1 „ Wn. Par produit d’équivalents, on en déduit que π{2 “ nWnWn´1 „ nWn
2.

Comme les équivalents sont conservés par quotient, Wn
2 “

π

2n
, de même les équivalents sont

conservés par passage à la puissance (et Wn ą 0 et π

2n
ą 0) donc Wn „

c

π

2n
.

3. (a) Posons, pour x ą ´1, fpxq “ x ´ lnp1 ` xq. Par composée et par somme, f est dérivable sur
s ´1 ; `8 r, et pour x ą ´1, f 1pxq “ 1 ´

1
1 ` x

“
x

1 ` x
. Ainsi, pour x ě 0, f 1pxq ě 0, donc f est

croissante sur R`. Ainsi, si x ě 0, fpxq ě fp0q “ 0. Pour x ď 0, f 1pxq ď 0, donc f est décroissante
sur s ´1 ; 0 s. Ainsi, si x P s ´1 ; 0 s alors x ď 0 et donc fpxq ě fp0q “ 0. On a ainsi montré que
pour tout x ą ´1, fpxq ě 0, donc lnp1 ` xq ď x.

(b) Soit n P N˚. Soit x P r 0 ;
?

n r, alors x2

n
ă 1 de sorte que 1 ´

x2

n
ą 0, ainsi en appliquant le

résultat de la question précédente à ´
x2

n
ą ´1 et par croissance de l’exponentielle :

ˆ

1 ´
x2

n

˙n

“ exp
ˆ

n lnp1 ´
x2

n
q

˙

ď exp
ˆ

n ¨ p´
x2

n
q

˙

“ expp´x2q

On remarque que cette inégalité est encore vraie si x “
?

n (le membre de gauche est nulle et
celui de droite strictement positif), ainsi par croissance de l’intégrale :

ż

?
n

0

ˆ

1 ´
x2

n

˙n

dx ď

ż

?
n

0
e ´x2 dx

Soit x P r 0 ;
?

n s, alors x2

n
ą ´1 et 1`

x2

n
ą 0, en appliquant le résultat de la question précédente

à x2

n
ą ´1 :

ˆ

1 `
x2

n

˙´n

“ exp
ˆ

p´nq ln
ˆ

1 `
x2

n

˙˙

ě exp
ˆ

´n

ˆ

x2

n

˙˙

“ expp´x2q

Par croissance de l’intégrale, on en déduit que
ż

?
n

0
expp´x2q dx ď

ż

?
n

0

ˆ

1 `
x2

n

˙´n

dx

(c) On pose x “
?

n sinptq, t ÞÑ
?

n sinptq est de classe C 1 et strictement monotone sur r 0 ; π{2 s,

dx “
?

n cosptq dt, lorsque t “ 0, x vaut 0 et quand t “
π

2 , x “
?

n, de plus, x2

n
“ sinptq, ainsi :

ż

?
n

0

ˆ

1 ´
x2

n

˙n

dx “

ż π
2

0
p1 ´ sin2ptqqn?

n cosptq dt “
?

n

ż π
2

0
cos2n`1ptq dt “

?
nW2n`1

On pose x “
?

n tanptq, t ÞÑ
?

n tanptq est de classe C 1 et strictement monotone sur r 0 ; π{4 s,
dx “

?
np1 ` tanptq2q dt “

a

ptq cos´2ptq (car tan1ptq “ 1 ` tan2ptq “
1

cos2ptq
). Lorsque t “ 0,

x vaut 0 et quand t “
π

4 , x “
?

n, de plus, x2

n
“ tan2ptq, de sorte que p1 ` x2{nq´n “ p1 `

tan2ptqq´n “

ˆ

1
cos2ptq

˙´n

“ cos2nptq, ainsi :

ż

?
n

0

ˆ

1 `
x2

n

˙´n

dx “

ż π
4

0
cos2nptq ˆ

1
cos2 ptq dt “

ż π
4

0
cos2n´2ptq dt

Remarquons que t ÞÑ cos2n´2ptq est positive sur
” π

4 ; π

2

ı

, de sorte que
ż π

2

π
4

cos2n´2ptq dt ě 0, donc

ż π
4

0
cos2n´2ptq dt ď

ż π
4

0
cos2n´2ptq dt `

ż π
2

π
4

cos2n´2ptq dt “

ż π
2

0
cos2n´2ptq dt
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(où on a utilisé la relation de Chasles pour le dernière égalité). Ainsi, on a bien démontré que
pour tout n P N˚,

?
nW2n`1 ď

ż

?
n

0
expp´x2q dx “

?
nW2n´2

(d) On a montré que Wn „

c

π

2n
, donc par définition

c

2n

π
Wn ÝÝÝÑ

nÑ8
1. Par extraction,

c

2p2n ` 1q

π
W2n`1 ÝÝÝÑ

nÑ8
1

Ainsi, W2n`1 „

c

π

4n ` 2 „

?
π

2
?

n
, donc

?
nW2n`1 „

?
π

2 donc
?

nW2n`1 ÝÝÝÑ
nÑ8

?
π

2 . On

démontre de la même façon que
?

nW2n´2 ÝÝÝÑ
nÑ8

?
π

2 . D’après le théorème des gendarmes
ż

?
n

0
expp´x2q dx ÝÝÝÑ

nÑ8

?
π

2 . Or, comme
ż `8

0
expp´x2q dx converge,

ż

?
n

0
expp´x2q dx ÝÝÝÑ

nÑ8

ż `8

0
expp´x2q dx

Par unicité de la limite
ż `8

0
expp´x2q dx “

?
π

2 . Par parité de x ÞÑ expp´x2q, I “
?

π.

4. (a) φpxq “
1

?
2π

expp´
x2

2 q. Comme x ÞÑ ´
x2

2 est dérivable de dérivée, x ÞÑ ´x, par composée de

fonctions dérivables, φ est dérivable sur R et φ1pxq “ ´x ¨
1

?
2π

expp´
x2

2 q “ xφpxq.

(b) Par définition d’une variable aléatoire à densité, Φpxq “

ż x

´8

φptq dt

5. (a) Notons FY la fonction de répartition de Y , soit x P R,

FY pxq “ PpY ď xq “ PpmaxpX1, X2q ď xq “ PppX1 ď xq X pX2 ď xqq

par indépendance de X1 et X2, FY pxq “ PpX1 ď xqPpX2 ď xq “ Φpxq2. Donc FY “ Φ2.
Notons FZ la fonction de répartition de Z, soit x P R, FZpxq “ PpZ ď xq “ 1 ´ PpZ ą xq “

1 ´ PpminpX1, X2q ą xq “ 1 ´ PppX1 ą xq X pX2 ą xqq, par indépendance de X1 et X2,

FZpxq “ 1 ´ PpX1 ą xqPpX2 ą xq “ 1 ´ p1 ´ PpX1 ď xqqp1 ´ PpX2 ď xqq

“ 1 ´ p1 ´ Φpxqqp1 ´ Φpxqq “ 2Φpxq ´ Φ2pxq

Ainsi, FZ “ 2Φ ´ Φ2

(b) Comme φ est continue sur R (par composée de fonctions qui le sont), d’après le théorème fon-

damental de l’analyse, Φ: x ÞÑ

ż 0

´8

φ `

ż x

0
φ est de classe C 1 sur R et Φ1 : x ÞÑ 0 ` φpxq.

Ainsi, par produit FY est de classe C 1 sur R. En particulier, FY est continue sur R et de
classe C 1 sur R privé d’un nombre fini de points (0 en l’occurrence), ainsi, Y est à densité
et t ÞÑ F 1

Y ptq “ 2Φ1pxqΦpxq “ 2φpxqΦpxq est une densité de Y . De même, FZ est de classe C 1

sur R privé d’un ensemble fini de points (0 aussi) et continue sur R, ainsi Z est à densité, et
t ÞÑ FZ

1ptq “ 2φptq ´ 2φptqΦptq est une densité de Z.

6. (a) Par définition, Y admet une espérance si et seulement si
ż `8

´8

x2φpxqΦpxqdx converge absolument

si et seulement si
ż `8

´8

x2φpxqΦpxq dx converge absolument (par linéarité). Si
ż `8

´8

xφpxqΦpxq dx

converge absolument, alors
ż `8

´8

xφpxqΦpxq dx converge. Réciproquement si
ż `8

´8

xφpxqΦpxq dx

converge, alors
ż `8

0
xφpxqΦpxqdx et

ż 0

´8

xφpxqΦpxqdx converge. Par linéarité,
ż `8

0
xφpxqΦpxqdx “
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ż `8

0
|x|φpxqΦpxqdx et

ż 0

´8

´xφpxqΦpxqdx “

ż 0

´8

|x|φpxqΦpxqdx converge donc
ż `8

´8

|x|φpxqΦpxqdx

converge ainsi,
ż `8

´8

xφpxqΦpxq dx absolument. Ainsi, Y admet une espérance si et seulement si
ż `8

´8

xφpxqΦpxq dx converge, si et seulement si
ż `8

´8

´ φ1pxqΦpxq dx converge (d’après la ques-

tion 4a) si et seulement si
ż `8

´8

φ1pxqΦpxq dx converge.

(b) Les fonctions φ et Φ sont de classe C 1 sur R. Remarquons que Φpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

1 (propriété d’une
fonction de répartition) et φpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
0, par produit, Φpxqφpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
0, Φpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ´8
0

(propriétés d’une fonction de répartition) et φpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

0, par produit, Φpxqφpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

0.

Ainsi, par intégrations par parties, comme
ż `8

´8

φ1Φ et
ż `8

´8

φΦ1 ont même nature. De plus,

φΦ1 : x ÞÑ φpxq2 “
1

2π
expp´x2q, or cette intégrale converge d’après la question 1, ainsi, par

intégration par parties,
ż `8

´8

φ1Φ converge et

ż `8

´8

φ1pxqΦpxq dx “ lim
xÑ`8

φpxqΦ1pxq ´ lim
xÑ´8

φpxqΦpxq ´

ż `8

´8

φΦ “ 0 ´ 0 ´
1

2π

?
π “ ´

1
2

?
π

(c) D’après les questions précédentes, Y admet donc une espérance et

EpY q “

ż `8

´8

x2φpxqΦpxq dx “ ´2
ż `8

´8

φ1pxqΦpxq dx “ ´2 ˆ

ˆ

´1
2
?

π

˙

“
1

?
π

(d) Considérons ω P Ω, il y a deux cas :
‚ Si X1pωq ă X2pωq, alors Y pωq “ maxpX1pωq, X2pωqq “ X2pωq de même, Zpωq “ X1pωq, de

sorte que pY ` Zqpωq “ Y pωq ` Zpωq “ X1pωq ` X2pωq “ pX1 ` X2qpωq.
‚ Si X2pωq ď X1pωq, alors Y pωq “ X2pωq et Zpωq “ X1pωq de sorte que pY ` Zqpωq “

pX1 ` X2qpωq.
Ainsi, Y ` Z “ X1 ` X2, ainsi, Z “ X1 ` X2 ´ Y , comme X1, X2 et Y admettent des espérances
(les deux premières car ce sont des variables suivant une loi normale centrée réduite, la troisième
par la question précédente), par linéarité Z admet une variable aléatoire et EpZq “ EpX1q `

EpX2q ´ EpY q1 ` 1 ´
1

?
π

“
2

?
π ´ 1
?

π
.

7. (a)
(b)

8. (a)
(b)
(c) Remarquons que Z ď Y , ainsi PppZ ě 3q X pY ď 2qq “ 0 (évènement impossible), or PpY ď

2q “

ż 2

0
2φptqΦptq dt. Comme t ÞÑ 2φptqΦptq est continue, positive et non nul (par exemple

en 1), ainsi d’après le théorème de stricte positivité de l’intégrale PpY ď 2q ą 0. De même

PpZ ě 3q “

ż `8

3
2φ ´ 2φΦ. Remarquons que 2φp1 ´ Φq est continue, positive et non nul (par

exemple en 18), ainsi, d’après le théorème de stricte positivité de l’intégrale PpZ ě 3q ą 0.
Ainsi, PpY ď 2qPpZ ě 3q ą 0 “ PppZ ě 3q X pY ď 2qq. Par conséquent, Y et Z ne sont pas
indépendantes.
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