Probléme 2

Partie A

1. (a)
(b)

(b)

On a tiré une boule noire, donc on ajoute a = 3 boules noires et b = 0 boules blanches. A Détape
suivante, I'urne contient donc 6 boules noires et 5 boules blanches.

Dans cet exemple, 04 = 3, ce nombre veut dire qu’a chaque étape, on ajoute o4 = 3 boules. Soit
k € N, le nombre total de boules apres k tirages est donc de la forme 2 4+ 3k. Supposons qu’a une
étape donnée 'urne contient 20 boules noires et 22 boules blanches. donc 20 + 22 = 42 boules.

40 1
Ainsi, il existe k € N tel que 42 = 2+ 3k donc 3k = 40, ainsi k = 3= 13+ 3 € N ce qui absurde.

Donc il est impossible qu’a une étape donnée, I'urne contienne 20 boules noires et 22 boules
blanches.

1
Posons M = I, € A. Comme §M = (162 1(/)2) ¢ A, A n’est pas un R-espace vectoriel.

a b
Soit A =
oi < ’
comme a > 0 et b >0, on peut ' en déduire que a = 0 et b = 0. De méme, comme ¢ + d = 0, on
en déduit que ¢ = d = 0, finalement M = 0s.

/ /
Soient A = (Z Z) et A" = (CCL, Z,) dans A, et k€ N.

) €A, si A= 0y, alorscsq = 0+0 = 0. Réciproquement, si 604 = 0, alors a+b = 0,

Alors

At kA — <a—|—lm' b—i—k:b/)

c+kd d+kd

On observe que par produits et par sommes d’entiers naturels, les coefficients de A + kA’ sont
encore des entiers naturels. De plus,

(a+ka)+(b+kb)=(a+b)+k(d+V)=04+koa
(c+kd)+(d+kd)=(c+d)+k(d+d)=04+koa

Ainsi, A+ kA’ € A.

. b "y "+ bc  ab + bd : .
Soit A = (Z d) JA = (Z, d’)’ AA = (?Z, j__ dz’ zb’ j__ d d’)’ par produits et sommes d’entiers
naturels, les coefficients de AA’ sont des entiers naturels. De plus,

(aa’ +bc) + (ab' +bd') = a(a + V') +b(c +d) = aoa + boa = (a+ b)oa = oo
(ca' +dc) + (b +dd) =c(a +V)+d(d +d)=coa +doa = (c+d)oa = ga0a

1) (0= () = ()

1 1
De plus, < 1) est non nul, on peut en conclure que o4 est une valeur propre et que ( 1) est un

Ceci prouve que AA' € A.
Comme A € A,

vecteur propre associé.

Comme a + b = ¢ + d, «en faisant passer b et ¢ de I'autre cotén», on en déduit, d — b = a — c.

_[a—da b _[c b b _
A—641 = < . d—6A> = <c b)’ on remarque que (—c) € Ker(A —dal2)

b
Ainsi, si b # 0 ou ¢ # 0, <—c> est un vecteur propre de A pour la valeur propre d4. Si b = ¢ = 0,

alors A = (

0
8 d> avec 04 = a = d, donc A = alsy, dans ce cas 4 = a — ¢ = a et §, est valeur propre

de A (matrice diagonale, donc son spectre vaut {a}). Dans tous les cas, on a montré que d4 est une
valeur propre de A.

1. En effet si a > 0 ou b > 0, alors par somme a + b > 0 ce qui est impossible.
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4. (a) 0404 = (d—b)(a+b) = ad+b(—a—b+d) = ad+b(d—0c4) = ad+b(d—(d—c)) = ad+b(—c) = det(A)
,  [a b d —b\ [(ad-bc 0 _ _ s .
(b) AA" = <c d) (—c a> = < 0 ad—be) = det(A)Is = 046412 (en utilisant le résultat
de la question 4a).

10
inversible et que son inverse soit dans A, alors nécessairement, det(A) # 0. D’apres le résultat de

la question précédente
1 1 d —b
A*l — Al —
det A det A <C a )

det(A)

(c) SiA=LeAalors Al =Le A siA= (O 1), alors A=! = A € A. Supposons que A soit

e Sidet A > 0, alors comme A~ ! € A,

€ N, mais —b < 0 et det(A) > 0 donc nécessai-

. 0 . . , .
rement b = 0, de méme —c = 0 donc A = (8 d>’ comme A est inversible nécessairement

1
200 1
a#0etd#0et Al = [0 1 |; comme a € N* et — € N* Donc nécessairement a = 1, de
0 - a
d
mémed=1et A= I.
a
e SidetA < 0, alors comme A~ ! € A, Tt A > 0 comme a = 0 et det A < 0, nécessairement
e
a =0 de méme d = 0, donc A = <2 8) et det A = —bc # 0 donc b # 0 et ¢ # 0 de sorte
1
0 - 1
que et A7 = 1 ¢ | Comme Ae Aet A le A, beNet 7 € N, nécessairement b = 0 de
- 0
b
" 0 1
méme, ¢ =1 donc A = <1 0).
. . . 1 . . 0 1
Finalement A est inversible et A~" € A si et seulement si A = I, ou A = L o)
5. (a) Comme ¢ =2 0etb>0,04 =a—c<a<a+b=o0c4. Ilya donc que deux cas 04 < o4 ou
52 =0A .
e Sidg < oy, alors A posseéde deux valeurs propres distinctes et A est une matrice carrée d’ordre
2.

e Sidg =o04,alorsa—c=a+bdonc —¢c = b comme —c < 0 et b = 0, on en déduit que

b=c=0,donc A = <g 2) donc A est diagonale et ainsi diagonalisable.

5 2
la matrice est bien une matrice d’ajout non équilibré. Comme A est triangulaire, Sp(4) = {0, 2},
comme A est une matrice carrée d’ordre 2 possédant deux valeurs propres distinctes, A est
diagonalisable.

(b) On prend A = <1 0> , alors les coefficients de A sont bien des entiers naturels, 1+0 # 5+ 2 donc

(c) On pose A = (é ?), les coefficients de A sont bien des entiers naturels, 1 +5 # 0 + 1 donc la

matrice A est bien une matrice d’ajout non équilibre. Comme A est triangulaire, Sp(A4) = {1}.
Supposons que A soit diagonalisable, alors il existe une matrice inversible et D une matrice
diagonale telle que A = PDP~!, avec les coefficients diagonaux de D qui sont des valeurs propres
de A donc D = I, ainsi, A = PP~! = I, ce qui est absurde. Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

Partie B

6. (a) Soit s une issue de Sy, notons k le nombre de fois o on a tiré une boule noire, comme on a fait
n tirages, nécessairement k € [[0;n]. Comme & chaque étape, on ajoute 0 boules noires (si on a
tiré une boule blanche) ou « boules noires (si on a tiré une boule noire), et qu’il y a une boule
noire initialement, s = 1 + ko. Ainsi,
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S c{l+kalke[O;n]}={l,1+a,1+2q,...,1+na}

Réciproquement, soit k € [0;n ], alors il est possible (avec une probabilité non nulle) que les k
premiers tirages aient donné des boules noires et les n — k derniers des boules blanches. Dans ce
cas, le nombre de boules noires, apres n tirages, vaudra 1+ko. Donc {1+ka|k € [0;n]} < Sn(©).
Par double inclusion, on a montré que S,(2) = {1+ kalk e [0;n]}.
So vaut 1, car il y a initialement une boule noire. Soit n € N. Soit w € . X,,41(22) = {0, 1}.
e Si X,,11(w) = 0, alors lors du n + 1-iéme tirage, on a tiré une boule blanche, de sorte que
Sp+1(w) = Sp(w), ainsi, Sp41(w) — Sp(w) =0 = aX,41(w).
e Si Xp4+1(w) =1, alors, lors du n+ 1-iéme tirage, on a tiré une boule noire, on rajoute donc dans
l'urne o boule noire, donc S, 41 (w) = Sp(w) + o, de sorte que Sy, 41 (w) — Sp(w) = 0 X411 (W).
Donc
Snt1 — Sn = aXyp1

(b) A chaque tirage, on rajoute o boules, ainsi apres n tirages, on a rajouté no boules et il y en avait
deux initialement. Ainsi, apreés n tirages, il y a 2 + an boules. Lorsque ’événement (S,, = s) est
réalisé, il y a donc s boules noires sur un total de 2 + an, comme les boules sont indiscernables
au toucher, la probabilité de tirer une boule noire vaut donc le nombre de boules noires divisé
par le nombre total de boules dans I'urne :

S

P(Xat1 = 180 = 8) = 5=

7. (a) Comme? X,.1(Q) = {0,1}
E(Xn+1) = O N P(Xn+1 = 0) + 1- ]P)(Xn+1 = 1) = P(Xn+1 = ].)

Or, les évenements (S, = s), pour s € S,(€2), forment un systéme complet d’éveénements. Par la
formule des probabilités totales :

P(Xp41=1) = Z P(Xn+1 = 1[Sp = s)P(Sn = )
$€5n ()

s
= ]:P =
2 24+ an (Sn )

SESR ()

1
D sP(Sy=s) =
24+ an seb.1(9)

E(Sy)
2+o0on’

(b) On pose, pour n € N, Z(n) : «E(S,) =

On a ainsi montré que E(X,41) =

24+ on

e Pour n =0, comme Sy =1, E(Sp) =1, et =1, donc Z(0) est vraie.

e Soit n € N, supposons (n) vraie, alors d’apres la question 6a, Sy,+1 = Sy, + 0 X, 41, donc par
linéarité de 'espérance, E(S,,11) = E(S),)+0E(X,,+1), en utilisant le résultat de la question 7a,

E(S,
(i) = E(5) + 05t
_ o _ 24+an+n  2+on 2+o(n+1)
_E(Sn)<1+2+an>_E(Sn) 2+an 2 2+ an
24+0(n+1)

Donc & (n + 1) est vraie.
Par récurrence, pour tout n € N, &(n) est vraie.

2. On peut obtenir directement ’espérance car X,,+1 est une variable aléatoire de Bernoulli
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E(Sn-1)

(c¢) Soit n € N*, en utilisant la question 7a, E(X},) , puis en utilisant la question 7b,

T 2+40(n—1)
24+ 0(n—1)
B(X) - -2 -1

T 240(n-1) 2

1
Ainsi, P(X, = 1) = 5 comme Xn(Q2) = {0,1}, on en déduit que X,, suit une loi de Bernoulli de

1
parametre 3
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