Probléme :

I. Matrice de transition

1. (a) Soit n € N. Par produit de deux matrices :

1
0 1/2 0\ /P(X,=0) SP(Xn=1)
AY, =1 0 1|[PX,=1)|=]|P(X,=0)+P(X,=2)
0 1/2 0/ \P(X,, =2) 1P<X _1)
2 n

Les évenements (X, = 0), (X, = 1) et (X,, = 2) forment un systéme complet d’événements.
D’apres la formule des probabilités totales :

P (Xps1 = 0) =P (Xp41 = 0] X, = 0)P(X,, = 0) + P(Xppq = 0[X,, = P (X, = 1)
P (Xpg1 = 0| X, =2)P (X, = 2)

1
=—P(X,=1
SP (X, = 1)

En effet, si (X, = 0) est réalisé, alors I'urne 1 est vide et donc le nombre tiré au hasard dans [ 1;2 |
sera strictement supérieur a 0, donc 'urne 1 va gagner une boule et donc P(X,, 41 = 0|X,, = 0) = 0.
Si (X, = 1) est réalisé, alors il y a une boule dans I'urne 1, la probabilité de tiré un nombre au
hasard dans [[1;2] inférieur ou égale a 1 vaut donc 1/2, ainsi, P(X,4+1 = 0|X,, = 1) = 1/2. Si
(X, = 2) est réalisé, alors on est certain de tirer un nombre inférieur ou égale a 2 et donc on est
certain que l'urne 1 va perdre une seule boule, donc P(X,,+; = 0|X,, = 2) = 0. De méme,

P(Xpp1=1) =P (Xpi1 = 1|X, = 0)P (X, = 0) + P (Xpyy = 1|1X,, = )P (X,, = 1)
+ P (Xps1 = 1| Xn = 2) P (X, = 2)
—1-P(X,, =0)+1-P(X, =2)
P(Xps1=2) =P (Xps1 = 2[Xn =0)P (X, = 0) + P(Xpy1 = 2|X,, = )P (X, = 1)
F P (Xpoq = 2| X0 =2)P (X, = 2)
1
= P(Xu=1)

Ainsi, d’apres ces relations de récurrence et le produit AY,, déja réalisé, on peut en conclure que
AY, =Y.

(b) Soit! AeC :

-\ 1/2 0 1 —x 1
rg(As—Al3)=rg| 1 —-Xx 1 LS, 18 -\ 1/2 0
0 1/2 —x) ' 0 1/2 -\
Y 1 1 1—)\ 1 11 1—)\
= rg |0 1/2—X2 A = rglo ==X X| = rg|l0 X =—)\2
Lo«—Lo+ALq 0 1/2 \ Ly« L3z+Lo 2 C3Cy 2
/2 = 0 1-X2 0 00 1-—A

1 0 1 1 1 -1
1. On peut éviter ce calcul, si on a 'eeil que A, ( 0 ) = (O), Ay (2) = (2) et As (2) = ( 2 ) Comme les trois
-1 0 1 1 1 -1

1 1 1
vecteurs ( 0 ), (2) et | —2 | sont non nuls, 0, 1 et —1 sont donc des valeurs propres de A, comme A est d’ordre 3, elle a au
—1 1 1

plus trois valeurs et on a donc trouvé toutes les valeurs propres de A.
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Ainsi, pour A € C\{0, 1, —1}, la matrice obtenue et échelonnée et a trois pivots donc A — \I3 est
inversible. Si A = +1, la matrice obtenue est échelonnée et a deux pivots, et donc A — Al3 n’est
pas inversible Si A = 0, les deux dernieres lignes sont colinéaires, donc A —0[3 n’est pas inversible.
Ceci montre que 0, 1 et —1 sont des valeurs propres. Ainsi les valeurs propres de Ao, sont 0, 1 et
—1, As est une matrice carrée d’ordre » admettant trois valeurs propres distinctes, donc As est
diagonalisable.

2. Les événements (X,, = 0), (X,, = 1), ..., (X,, = N) forment un systéme complet d’événements. D’apres

la formule des probabilités totales, pour tout i € [0; N ] :

N
P(Xnp1 =1) = > P(Xnp1 = i[Xp = k) P(Xp = k)
k=0

Or,sik#i—letk#i+1,P(X,41 =X, =%k)=0.Deplus,sii—1=>0,P(Xpy1 =1|X,=i—-1) =
N—-i+1
N
dans Up cest-a-dire i — 1) et,sii + 1 < N,P(Xp41 =] X, =i+ 1) =
nombre entre 1 et i + 1 ).

On obtient donc :

(probabilité de choisir un nombre strictement supérieur au nombre de boules contenues

1+1

(probabilité de choisir un

P(Xpi1 = 0) = —P (X = 1)

N
1
P(Xne1=N) = 5P (Xp=N-1)
N—i+1 i+1

Vie[1;N—1] P (Xpp1 =i) = P(Xp=i-1)+ 5 P(Xy=i+1).

N

On a donc bien Y, 11 = AY,,, avec A la matrice donnée dans 1’énoncé.

0 1 0 T
3. Pour N =2, A, = % 0 % .So0it X = |y
0 0 z

Xe El(AQT) = A X =X

T 1
1
Ainsi, Fq (AQT) = vect 1
0 1/3 0 0 0 1 0 0 x
B |1 0 2/30 T |13 0 2/3 0 . |y
Pour N = 3, A3 = 023 0 1 et As' = 0 23 0 1/3 . Soit X = z € M1 (R).
0 0 1/3 0 0 0 1 0 t
y =u
r 2 T
— 4+ = =y "
XGEl(AgT)<:>A3TX=X<:> §y % =S r=y=z=t <= X =
= 4+ — z X
3 3 x
z =1
1
Ainsi, F; (AgT) = vect !
’ 1
1
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4. On pose X le vecteur de .#x1.1(R) dont tous les coefficients valent 1, alors AT X = X, (car la somme
des coefficients sur chaque ligne de AT vaut 1). Comme X est non nul, cela montre que 1 est une
valeur propre de AT.

5. Comme le rang d’une matrice est égal & sa transposée et que la transposée est linéaire on a :
rg(A—Ins1) =rg((A—Inp1) ") =rg(AT — Iy ') =rg(AT — Iny1) < N +1

(car 1 valeur propre de AT). Ainsi, (A—I,.1)" n’est pas inversible, on en déduit aussi que 1 est valeur
propre de A.

II. Détermination de I’espérance de la variable aléatoire X,

1. Dans 'urne Uy, entre I'instant n et 'instant n+1, on a soit ajouté soit retiré une boule. Si on rajoute une
boule, alors X, 11 = X, +1 et si on a retiré une boule, X, ;1 = X,,—1. Donc (X,,+1—X,)(Q) < {—1;1}.

2. D’apres la question précédente

E(Xn-‘rl - Xn) = (_1) X IED(-‘Xn+1 - Xn = _1) +1x P(Xn-‘rl - Xn = 1)

Or, les événements (X,, = 0), (X,, = 1), ..., (X, = N) forment un systéme complet d’événements.
D’apres la formule des probabilités totales, pour tout i € [0; N ] :

I
M=

P(Xps1— Xp = 1) P(Xpi1 — Xn = 1|X, = k) P(X,, = k)

k=0
N N N —k
= Y P(Xps1 =k +1Xp = k)P (X = k) = ) x P(X, = k)
N
k=0 k=0
De méme,
N
P(Xni1—Xn=—1) = Y P(Xps1 — Xy = —1|X;, = k) P(X,, = k)
k=0
N N
k
=Y PXp=k)P(Xni1 =k —1X, =k) = > P(Xp=k) x —
N
k=0 k=0
Donc

- k& N~k
E(Xpi1—Xn) == Y P(Xn=k) x =+ D P(X, = k) x
k=0

9 X i 2
- PP (Xn =k)+ Y P(Xy=k) =1— _E(X,)
k=0

3. D’apres la linéarité de 'espérance et la question précédente :

N -2

E(Xns1) =1+ E (X,).

(E (X0)),en st donc une suite arithmético-géométrique. Pour tout £ € R

— N -2 2 N
=1 (= l|ll—-—— =1 = l(—=1 < (= —
* ( N > N 2
Ainsi, posons ¢ = N /2, pour tout n € N :
N -2
E(Xp41) = 1+ E(X,)
N -2
l = 1+ l
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N -2

Par différence, E(X,,+1) — ¢ = — (E(X,) — ¢). Ainsi, la suite (E(X,,) — £), oy est une suite géomé-
—92\"
trique de raison (N — 2)/2, donc pour tout n € N, E(X,,) — ¢ = (N) (E(Xp) — ¢). On peut en
conclure que :
N —2\" N N
EX,) = (" 2) (ExXg) -2 )+ 2
meN  B(G) = (Y) (BCw -3 )+
N

N —
4. Comme N > 2,0 <

<1letdonc lim E(X,)=—.
n—-+aoo 2
Au bout d’un temps tres long on tend vers une répartition des boules moitié/moitié dans chaque urne.

I1I. Etude de la probabilité stationnaire
1. Montrons par récurrence que la propriété 2 (k) : «xj = (]IX ) To et rp_q = (k]l[ 1)ZE0 », est vraie pour tout
Ee[1;N—1].
— Pour k£ = 0, (]g)xo = 1 xzq. De plus, d’apres la premiere ligne de 1’égalité AX = X, on a N1 = 2o,

donc 1 = (Jf)xo, ainsi Z(1) est vraie.
— Soit ke [1; N — 2] fixé. Supposons (k) vraie.
On sait que AX = X, donc d’apres la ligne kK + 1 on a :

N-—k+1 k1
— T} _
N LT TN

Tpy1 = Tk

En isolant x4 1, on obtient :

Ainsi, g1 = (kJL)xU et xp = (]Z):co donc Z(k + 1) est vraie.

Par récurrence finie, on a montré que pour tout k € [O; N — 1],z = (],X)acg. De plus, d,apres la

dernieére ligne de 1’égalité AX = X, on a, Nl“N—l =1z, donc zy = N(N]L):I;O = (%)xo.
2. Posons
1
(1)
c-|()
()

D’apres la question précédente, Fy = vect(C). Ainsi, (C) est une famille génératrice de E7, comme
c’est une famille d’un seul vecteur et que ce vecteur est non nal, (C) est une famille libre. Ainsi, (C)
est une base de Ej, par conséquent, dim (E;) = 1.

3. D’apres la formule du binéme de Newton, S = (14 1)V =2V,

4. D’apres la question 1. :

N
me b — 7Tk—<k>71'0
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Donc pour que 7 appartienne a E; et que la somme de ses coordonnées soit égale a 1, il faut avoir

1
T = 5N Réciproquement, le vecteur 7 tel que mp = Q—N(]Z ) appartient bien & Fq et vérifie que la

somme de ses coordonnées vaut 1.

—_

1 N
5. On reconnait ici que Xy suit une loi binomiale de parameétres N et 5 On a donc E (X)) = > et
N
6. On rappelle que pour tout n € N,Y,,.1 = AY,,.

On montre par récurrence que pour tout n € N, Y,, = A"Y,. Or, comme X suit la méme loi que X,
on a Yy = 7. Et comme 7 € Fq, Am = 7 et on montre par récurrence que pour tout n € N, A"x = 7.
Ainsi, on a Y, = 7 et X,, suit donc la méme loi que X, c’est-a-dire une loi binomiale de parametres

1
N et —.
2

1
Si on part avec une loi binomiale de parametres N et 3 on reste dans cet état a chaque étape (d’ou

le nom de la partie «loi stationnairey).
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