
Révision semaine 5

Lundi

Soit A “

¨

˝

´3 1 10
10 0 ´20
5 ´1 ´8

˛

‚.

1. Démontrer que 2 et ´15 sont des valeurs propres de A.
2. Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A.
3. En déduire que A est inversible et qu’il existe R tel que R3 “ A.

Soit n P N, déterminer une expression de An, A´1 et R sous forme de produits.
4. Calculer explicitement A10 en vous aidant de Python.

Mardi

Soit M “ pmi,jq1ďiďn
1ďjďn

P MnpKq, on définit la trace de M par trpMq “
n
ř

i“1
mi,i.

1. Démontrer que l’application M ÞÑ trpMq est linéaire de MnpKq dans K.
2. Déterminer son image puis la dimension de son noyau.
3. Démontrer que, pour tout pA, Bq P MnpKq2, trpABq “ trpBAq.
4. En déduire que deux matrices semblables ont la même trace.

Mercredi

On pose fpxq “ x2 si x P s ´3 ; 2 r, fpxq “
1
x4 si x ě 2 et fpxq “

1
x5 si x ď 3.

1. Démontrer que
ż `8

´8

f converge et calculer la valeur de cette intégrale.

2. En déduire c P R tel que x ÞÑ cfpxq soit une densité de probabilité.
À partir de maintenant c est tel que x ÞÑ cfpxq est une densité de probabilité et X désigne une variable aléatoire dont
la densité et x ÞÑ cfpxq.

3. Déterminer les k P N, tel que X admette un moment d’ordre k et calculer ce moment le cas échéant.
4. Démontrer que X admet une variance et calculer-là.

Jeudi

Posons A “

¨

˝

´1 2 ´1
1 0 ´1
2 4 ´4

˛

‚.

1. Justifier que A est diagonalisable et déterminer une matrice P inversible et D une matrice diagonale telles que
A “ PDP ´1.

On considère maintenant le système d’équations différentielles linéaires

$

&

%

x1ptq “ ´xptq ` 2yptq ´ zptq
y1ptq “ xptq ´ zptq
z1ptq “ 2xptq ` 4yptq ´ 4zptq

appelé ‹

dont l’inconnue est le triplet de fonctions px, y, zq. Notons que ‹ se reformule sous la forme X 1 “ AX avec X “

¨

˝

x
y
z

˛

‚.

2. Démontrer que X est solution de ‹ si et seulement si P ´1X est solution d’un nouveau système d’équations
différentielles linéaires notée ‹‹.

3. Résoudre ‹‹ et en déduire les solutions de ‹.

Soit maintenant le système d’équations différentielles linéaires

$

&

%

x1ptq “ ´xptq ` 2yptq ´ zptq ´1
y1ptq “ xptq ´ zptq ´2
z1ptq “ 2xptq ` 4yptq ´ 4zptq ´3

notée ‹ ‹ ‹.

4. Déterminer une solution particulière du système ‹ ‹ ‹ notée XP

5. Démontrer que les solutions de ‹ ‹ ‹ sont exactement de la forme XP ` XH où XH est solution de ‹.
6. En déduire toutes les solutions de ‹ ‹ ‹.
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Vendredi
On dispose d’une pièce et d’un dé équilibré dont les lancers sont indépendants. On lance la pièce. On note X1 la
variable aléatoire indiquant le résultat. Si on tombe sur Pile, alors X1 prendra la valeur 1 et 0 si on tombe sur Face.
On lance alors le dé bleu X1 ` 1 fois, et on note X2 la variable aléatoire indiquant le nombre de six obtenus. Par
exemple : si on obtient pile, on lance deux fois le dé, si on obtient 3 et 5, alors X1 “ 1 et X2 “ 0.

1. Déterminer la loi de pX1, X2q sous forme d’un tableau.
2. Déterminer la loi de X2.
3. Les variables aléatoires X1 et X2 sont-elles indépendantes ?
4. Déterminer l’espérance de X1 et celle de X2 ainsi que la covariance de X1 et X2.
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