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On pose, pour x ‰ 0, fpxq “ x2 sin
ˆ

1
x

˙

et fp0q “ 0.

1. Comme x ÞÑ
1
x

est continue sur R˚ et que sin est continue sur R, par composée, x ÞÑ sinp1{xq est continue sur
R˚, comme x ÞÑ x2 est aussi continue sur R˚, par produit, f est continue sur R˚. De plus, pour tout x P R˚,
en encadrant sin entre ´1 et 1 et en multipliant par x2 ą 0, on obtient ´x2 ď fpxq ď x2. Comme x2 ÝÝÝÑ

xÑ0
0,

d’après le théorème d’encadrement, fpxq ÝÝÝÑ
xÑ0

0. De plus, fp0q “ 0, donc fpxq ÝÝÝÑ
xÑ0

fp0q. Ainsi, f est continue
en 0. On en conclut donc que f est continue sur R.

2. Comme x ÞÑ
1
x

est dérivable sur R˚ et que sin est dérivable sur R, par composée, x ÞÑ sinp1{xq est dérivable
sur R˚, comme x ÞÑ x2 est aussi dérivable sur R˚, par produit, f est dérivable sur R˚. De plus, pour x P R˚,
f 1pxq “ 2x sinp1{xq ´ cosp1{xq.

3. Soit x P R˚, fpxq ´ fp0q

x ´ 0 “ x sinp1{xq. Or, ´1 ď sinp1{xq ď 1, si x ą 0, on obtient ´x ď x sinp1{xq ď x et si
x ă 0, on obtient x ď x sinp1{xq ď ´x, dans tous les cas, on a montré que pour x P R˚,

´|x| ď
fpxq ´ fp0q

x ´ 0 ď |x|

Or, |x| ÝÝÝÑ
xÑ0

|0| “ 0 (la valeur absolue étant continue en 0), d’après le théorème d’encadrement, on peut donc

en conclure que fpxq ´ fp0q

x ´ 0 ÝÝÝÑ
xÑ0

0. Ainsi, f est dérivable en 0 et f 1p0q “ 0.

4. On pose, pour n P N˚, xn “
1

2nπ
, alors xn ÝÝÝÑ

nÑ8
0 et f 1pxnq “ ´1 ÝÝÝÑ

nÑ8
´1. On pose également, pour n P N˚,

yn “
1

2nπ `
π

2
, alors yn ÝÝÝÑ

nÑ8
0 et f 1pynq “

1
4nπ ` π

ÝÝÝÑ
nÑ8

0, ainsi, f 1 n’a pas de limite 1 en 0. Ainsi, f 1 n’est

pas continue et f n’est pas de classe C 1.
5. Être dérivable et être de classe C 1, ce n’est pas la même chose ! En particulier, si on fait des intégrations par

parties, des changements de variables ou qu’on veut vérifier qu’une variable aléatoire est à densité, c’est le
caractère de classe C 1 qu’il faut mentionner et/ou justifier.

Mercredi
1. Les variables X et Y admettent des espérances. Par linéarité de l’espérance X ` Y aussi et

EpX ` Y q “ EpXq ` EpY q “
1
p

` λ

2. Les variables X et Y admettent des variances donc ´Y admet aussi une variance. De plus, comme X et Y sont
indépendantes, d’après le lemme des coalitions X et ´Y sont également indépendantes. Ainsi :

VpX ´ Y q “ VpX ` p´Y qq “ VpXq ` Vp´Y q “ VpXq ` p´1q2VpY q “
1 ´ p

p2 ` λ

3. Les événements pX “ kq, pour k P N˚, forment un système complet d’événements. Par la formule des probabilités
totales :

PpX “ Y q “

`8
ÿ

k“1
PppX “ Y q X pX “ kqq “

`8
ÿ

k“1
PppY “ kq X pX “ kqq

Comme X et Y sont indépendantes :

PpX “ Y q “

`8
ÿ

k“1
PpX “ kqPpY “ kq “

`8
ÿ

k“1
pp1 ´ pqk´1 λk

k! e ´λ “ pe ´λ
`8
ÿ

k“1
p1 ´ pqk´1 λk

k!

“
p

1 ´ p
e ´λ

`8
ÿ

k“1

pp1 ´ pqλqk

k! “
p

1 ´ p
e ´λpe p1´pqλ ´ 1q “

p

1 ´ p

`

e ´pλ ´ e ´λ
˘

(où on a calculé la somme en ayant reconnu une série exponentielle)
1. En effet, si f 1 tendait vers une limite ℓ en 0, alors pour toute suite pwnqn telle que wn ÝÝÝÝÑ

nÑ8
0, on aurait, f 1pwnq ÝÝÝÝÑ

nÑ8
ℓ, on conclut

par contraposée.

loic.devilliers@proton.me 2BCPST2 lycée Saint-Louis, 25-26, S2cor 1

loic.devilliers@proton.me


Jeudi
Vendredi
Soit k P N et n P N˚, alors

PpXn “ kq “

ˆ

1
n

˙k

k! e ´ 1
n

‚ Pour k “ 0, on obtient, PpXn “ 0q “ e ´ 1
n , or ´

1
n

ÝÝÝÑ
nÑ8

0, par continuité de l’exponentielle en 0,

PpXn “ 0q “ e ´ 1
n ÝÝÝÑ

nÑ8
1

‚ Si k P N˚, alors 1{n ÝÝÝÑ
nÑ8

0, par continuité de x ÞÑ xk, p1{nq
k

ÝÝÝÑ
nÑ8

0k “ 0 et e ´ 1
n ÝÝÝÑ

nÑ8
1, par produit,

PpXn “ kq ÝÝÝÑ
nÑ8

0.
Posons alors X la variable aléatoire constante égale à 0, de sorte que PpX “ 0q “ 1 et PpX “ kq “ 0 pour tout k P N˚.
Pour tout k P N, PpXn “ kq ÝÝÝÑ

nÑ8
PpX “ kq, d’après la caractérisation de la convergence en loi pour les variables

aléatoires à valeurs dans N, on peut en conclure que pXnqnPN˚ converge en loi vers X.
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