TD1
Révisions: Analyse réelle

Exercice 1. Vrai ou Foux
Soient (up)nen €t (v )nen deux suites réelles. Pour chaque assertion, déterminer si elle est vraie ou fausse.
Si elle est vraie, la justifier. Si elle est fausse, donner un contre-exemple.

1. Le produit d’une suite quelconque et d’une suite qui converge vers 0, converge vers 0.
2. Une suite qui converge vers 0 est décroissante a partir d’un certain rang.

3. Si une suite converge vers une limite strictement positive, alors tous ses termes sont strictement
positifs & partir d’'un certain rang.

. Si (un)nen et (vn)nen divergent alors (uy + vp)nen diverge.

U )neN et (Un)nen divergent alors (u, X vy, )nen diverge.
Un)nen converge et (vy,) diverge alors (uy, + vy )nen diverge.
converge et (v, )nen diverge alors (u, X v, )pen diverge.

Uy )neN N'est pas majorée, alors elle tend vers +oc.
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Up )neN converge vers £, alors lim "1 — 1. On traitera d’abord le cas ¢ #£0.
n—-+oo Un,

10. Si uy, ~ v, et w, ~ x,, alors u, + wy, ~ v, + Tp.

11. Si uy, ~ v, et wy, ~ T,, alors u, - w, ~ v, - Tp.
12. Si uy, ~ vy, alors exp(uy,) ~ exp(vy,).

13. Si uy, ~ vy, alors In(uy,) ~ In(v,).

Exercice 2. Montrer que les couples suivants de suites réelles (uy) et (v,) sont adjacentes.

1. VneN =— t v, = )
e T T I T S

n
1 1
2. Yn e N* u, = E ﬁetfun:mﬁ——.
n

k=1

Exercice 3. Calculer les limites suivantes.

1 2 x4cosx
I 1= — 15z enl 3. treme en Foo.
3x+2_ 2
2. Vx? 4+ 2x — x en +00. 4. &—=%en 0.

Exercice 4. Soit (uy),~, la suite définie pour tout n € N* par

un:<1+732> <1+n22>...<1+"n_21> (1+%).

On pose v, = In (u,) pour tout n € N*.

1. Montrer, pour tout x > 0, I'inégalité

.2172

x—?gln(l—l—z)gx.

2. Soit n € N*| rappeler la valeur de

i k2.
k=1
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3. En déduire que pour tout n € N*

n+l (n+1)(2n+1) <oy, < n+1.
2n 12n3 - T 2n

4. Montrer que (vy,),~; converge, et préciser sa limite.

5. Montrer que (un),,~; converge, et préciser sa limite.

Exercice 5. On considére la fonction f:z+— 2+ 1+ m_lx# définie sur I =0, +ool.
1. Prouver que f réalise une bijection sur I et calculer son image.
2. En déduire que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur I.
3. Montrer que % <a<l.

Exercice 6. On considére la fonction f : o — 23 — 32 — 1 définie sur R, discuter du nombre de solution
de I'équation f(x) = « en fonction de la valeur de « :

1. a> 1.
2. a= —3.
3. a€]—3,1[.

Exercice 7. Donner I'expression du terme général des suites suivantes.
1. ug=1,up =0et Vn € N, upyo = dupi1 — 4uy.
2. v9=1,v1=—1let Vn €N, 20,492 = 3vp11 — Un.
3. wg=1,w; =2et Vn € N, wyy1o = wpy1 — Wy

Exercice 8. Un exercice en or
On appelle nombre d’or (noté ®) la solution réelle positive de I’équation suivante d’inconnue x

x2:x+1.

1. Montrer que 1 < & < 2.

2. On considére la suite (up),enx définie sur N* par u; = V1,ug =V1+V1 ug=/1+V1+V1

et ainsi de suite.

Exprimer u, 1 en fonction de u, pour tout entier n > 1.
3. Ecrire une fonction en Python qui permet de calculer le n-éme terme de cette suite.

4. Montrer que pour tout n € N,

1 <u, <o.
5. Montrer que (u,) est croissante.
6. Montrer que (uy),enx converge vers .
7. Montrer que pour tout n € N*
1
_1—9|

Piste : On pourra montrer que |u, — ®| < [un 5

Exercice 9. On considére la suite définie pour tout n € N par la relation de récurrence u,y1 = f(uy)
avec ug = 0 et f(z) = 2 + 1—?’6 pour tout z € R.

1. Etudier la fonction f ainsi que le signe de f(z) — 2 pour # € R,. On suppose que (u,) converge vers
£, quelles sont les valeurs possibles pour £.
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2. (a) On suppose que ug € [O, ﬂ, montrer que Uy, € [O, ﬂ pour tout n € N.
(b) Montrer que (uy),, est croissante puis en déterminer la nature (si elle converge on donnera
sa limite).
3. (a) On suppose que ug € [i, %], montrer que u, € H, %] pour tout n € N.
(b) Montrer que (uy),,~q est décroissante puis en déterminer la nature (si elle converge on donnera
sa limite).
4. On suppose que ug > %, montrer que (u,),~q est croissante. Quelle est la nature de (uy),,~ (si elle
converge on en donnera la limite).

Exercice 10. Donner un équivalent simple des suites suivantes.

_ 1 1 3_/14n2
Loun =33 — o571 3. wn = ST
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