Correction TD 1 - Sommes
BCPST 1 Feuilles d’exercices Année 2022- 2023

Sommes simples

Exercice 1 : (Apprentissage) Ecrire a laide du symbole Z les sommes suivantes :

1)1+2+3+...+10 2) 12422432 +... +n? 3)1+2+22+28 ... 427
4)1-2+3-4+...-10 5)n+(n+1)+...4+2n

10 n n 10 2n
Réponses : 1) » k 2) Y K 3) ) 2 4) ) (- 5) > k
k=1 i=1 i=1 k=1 k=n

Exercice 2 : (En 1 minute) On suppose n € N. Calculer les sommes suivantes :
3 4

DY i 2)Y 2k-1)  3)) (=D 4> 1 5> 2 6)>n  T)> )
=0 k=0 k=0 =0 k=0 =0 =1
2n Ly n s n ; B L
8) ;( 1) 9) ;O(k +1)2 -k 10) ; =
Réponses : 1) 1+2+3 +4+5=15 2)-1+1+3+5=38 3) 0-142-3+4 = 2 1
4) n+1 5) 2n 42 6) n(n+1) 7) In(2) 8) 1 9) (n+1)2 10) N

Exercice 3 : (Résultats classz'ques ) Soit n € Net g € R\{1}, Montrer les résultats suivants par récurrence :
n+1

n(n+1) 5,  (2n+Dn(n+1) n+1)) R
1)Zk—7 2)Zk 5 3)Zk3 —_ 4);qk_ﬁ

Réponses : Voir le cours.

Exercice 4 : (En 1 minute) En utilisant les résultats de I’exercice précédent, calculer les sommes suivantes :
n n n n

1)) 21 2) > kK +k 3) > (k+1)? 4) )y 2843k 5)Zk k+1)(k+2)

n+3)(n+1)(n+2)
6

3
Réponses : 1) n? 2) 3) ( 4) 2"t 14 §n(n +1)

n(n+1)(n+2)(n +3)

5

) 4

Exercice 5 : ( C’hangement d’indice) Remplacer les "?" par leur valeurs dans les sommes suivantes :
n+1

DD UL SR D o DT TR D SRS o

j=7 1=7

n
4) Za% + Za2k+1 = Zaj
k=1 k=1 =7

n—1 n n—2 n+1 n—1

Réponses : 1) Zak-H = Z a; 2) Zkak—Q = Z (I+2)a 3) Z(ln k= Z ay
k=1 =0 k=1 =



2n-+1

n n
4) D amt Y o=y
k=1 k=1 j=2

Exercice 6 : (Changement d’indice en pratique) Soit m,n € N, calculer les sommes suivantes :

1) Zn: k 2) Xn:(n — k)P +k 3) Z(fl)kk 4) zn:52k+1 5) ig%

n m—1
nn+1) —m(m—1)
Ré 1 k=>» k- k=
éponses : 1) Z kzo z;) 5
nn+1)2 nn+1) nn+1)02+n+2)
2 =) P+ k= =
) On sépare la somme : Zn k) + k= Zl Zk 1 + 5 1
k=0 1=0 k=0
——
l=n—k
2n n—1
3) On sépare les termes pairs et impairs Z Yok = ZQk Z 2k+1)=nn+1)—nn—-1)—n=n
k=0 k=0
n n n
1— 25n+1 52n+3 —5
4 2k+1 — . 2\ k — . 2 k — . —
)T =S s Soant s LT
n+1
. \/3
5)) 37 32)k. 371 V3 =
D B

k=0

Exerc1ce 7 : (Sommes telescopzques ) Soit n € N, calculer les sommes suivantes :

! ~_k 121
)Zerf 2),;@ 3)’;k.k! 4);m 5)ZE_1<:7+1+1<:7+2

Réponses : 1) On multiplie par la quantité conjuguée :

1 VE+1-Vk VE+T-VE
\/WJH/E (k+1+\/E)(\/m VB k+1—k b= Vi

Donc VE+1—-Vk=| Vn+1-1|par téléscopage.
Z \/W 1+ vk ;

Cela donne :

1 11 1 )
2)Onremarquequem Pl OCZ:I€]€_~_1 Zk k+1 1_n—|—1 par télescopage.

3) On réécrit k pour faire apparaitre k+1: k- kl=(k+1—-1)-kl=(k+ 1Dk — k! = (k+1)! — k!

n
Donc Z k-kl'=] (n+1)! — 1 |par téléscopage.
k=0

k (k+1)—1 1 1 z”: Eo_ly 1
(

4) C’est comme le précédent : = =

. b A ——
G+Dl - Dl K kDl & (k1) (n+1)!
1 2 1 1 1 1 1
5) Il faut remarquer deux télescopages : Pl + T2 = <k T 1) — (k 1 hT 2).
(1 1 - 1 1 1
O - — — = —
e (5 ) = (i) — s e

12 1 1 1 1 1 1 n(n+ 3)
+ =1- -5+ =5- =
kE k+1 k+2 n+1l 2 n+2 2 (n+1)(n+2) |2(n+1)(n+2)

Finalement on a donc g
k=1

Exercice 8 : % - %% Prouver les inégalités suivantes :

n n 1 on+l
1)—n§Zcosi§n 2)Zm§n 3)
i
i=1 i=1 i=2m

i 22\/ o+ 1
4)1< <
) Z 3

S




n n n n
Vie[l,n], -1<cosi<l = » —1<» cosi<y 1 = —n<)» cosi<n

i=1 i=1 i=1 i=1
1 1

2 <1l = — X < n comme précédemment.

) 15e S ;1—1—71:2'2_ P

1 1
1

3) On remarque que Vi € [2",2" ] | Z TESE
277,+1 gn+1 gn+1

1 1 m.(2-1)+1 241 1 1 _1

_ _ n+l _ on _ _ I -

Z n > Z 2n+1 - 2n+1 Z 1 - 2n+1 : (2 2 + 1) - 2n+1 - 2n+1 - 2 + 2n+1 Z 2
1=2" 1=2" 1=2"

4)OnremarquequeVze[[1 n], 1<\f<z' :> i <ivi<i?

A1n8127<21\[<22 n <ZZ\/< n+1)6(2n+1)

2i\/i _nt1

En multipliant tout par CE E

n

on obtient le résultat : 1 < Z
n

i=1

2
n(n—+1)

Doubles sommes

Exercice 9 : (En 1 minute) On suppose n € N. Calculer les doubles sommes suivantes :

1)22323:¢+j 2)22: i—i—i:ij 3)221 4)22} 5)zn:zn:j

=0 j=0 =0 7=0 i=1 j=1 =1 j=1 =0 j=1
n n n i+2

6> > ¥ D) (]
=0 j=0 =0 j=1

Réponses: 1) (0+14+2+3)+(1+2+3+4)+(2+3+4+5)=30

= 1= 1=
2 2
i=0

=0
2 .. : : 9 n%(n+1)
2)2 z—i—Zzy Zz—i—Zz Z]—l—i—Z—l— 1+2)-(1+2)=12 3)n 4)f
=0 =0

@

n(n 2 n(n ”*1 —
PNLCET 0 +1E -y
n 42 ] n . ) ) n ) n ) 1_— (_1)n+1
DY Y () =D () + (=) ()= (1) (-1 1) = (1) = —
=0 j=1 =0 =0 =0

Exercice 10 : On suppose n € N. Calculer les doubles sommes suivantes :

> 2)) ) 3 3)22 1)1+ 4) > min(i,j) 5) Y. max(i,j)

0<i<j<n i=0 j=0 i=0 j=0 1<i,j<n 1<i,j<n
6) > li—Jl
1<i,j<n
Réponses :
n J n n
. : o o . nn+1)2n+1) n(n+1 n(n+1)(n+2
) Y =3 > =Y i+ =) i +i= )6 + = ) _ | ?3 )
0<i<j<n Jj=0i=0 j=0 j=0

) "ozttt 1 1 ) | 1_32n+2 | _gn+l
3] — 327 i 322+1 _ 3’L ==-(3- _
Z 3—-1 2 Z 2 1—32 1-3

DR W



1/-3 1 11 1—4.3mH 432043
=—(—1-9""H+-(1-3")==.-(=34+3-3""244-4.3") =

2 ( 8 ( )+ 2( ) 28 ( + + ) 16

7 2n ) 1 ) n 2% n—1 . 2i+1

D IPNEITES YEID YETT YEIE) YEITES pEICE) ey

=0 =0 =0 7=0 =0 7=0 =0 7=0

n 2i n—12i+1 n 2 . n—1 21 )
DD VEITE 3 UEIZED ) WEITE 3] DI RCE

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 \ j=0

n n—1
= Zz - Z(z — (2¢ + 1)) d’aprés I'exercice 6 question 3.

i=0 i=0

n—1 n—1 n—1
n(n+1) (n+1) ) nn+1) nn-1)
T % TR e
:g(n+1+n—1+2n)=
0 2w =3 S mnen =3 (Sie 5 1) =5 (U0 v )
— ; 2
1<i,5<n =1 j=1 =1 Jj=1 j=i+1 =1
1 (@2n+Dn(n+1) (2n+ 1)n(n+1)

5) Z max (i, j)

2

~ 2
ZZmln (i,7)

(2n+1 (n+1 )

6

n

>

n g
=2 | X+t
1<i,j<n i=1 j=1 i=1 \j=1 Jj=

La suite du calcul est laissée au lecteur.

(e

HM:

i+1

n+1) (i;—l))

Méthode plus astucieuse avec la question précédente et les résultats de 1'exercice 7 question 4 :

> i+ —min(i, §)

1<i,j<n

Z max (i, ) =

1<i,j<n

6) Méthode 1 : On peut faire le gros calcul :

S g =33l =

=n?(n+1)—

2n+1nn+1) _

(4n — Dn(n+1)

6

n

S i+ ij—i=iii—22j

6

%

IDIDIEEDID DL
Jj=t1+1 =1 j=i+1
n*(n+1)

1<z]<n =1 j=1 =1 j=1 Jj=i+1 i=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
2—1—1 “/nn+1) i(i+1) - - 2( Ny
I Sy - D WISV ED Wb SRS S o)
i=1 i=1 i=1 i=1
L " n’tn+1) nm+1)@2n+1) nln+ 1)2 n?(n+1) nn+1)(n—1)
= — 1 = — =
;z (n+ );Z-F 5 6 > 5 3
Méthode 2 : comme précédemment, on utilise le résultat du min ou du max. On sait par exemple que
1
min(i,j):§(z+j—|z—j| <~ |i—j|=1494+7j—2min(s,j) Dou:
. . s 2n+1)n(n+1 n—1nn+1
S hidl= Y Ghi) -2 Y winGig) =ity 2O = Deln L
— — — 6 3
1<ij<n 1<ij<n 1<i,j<n

Exercice 11 : (Intervertz’on de sommes) On suppose n € N. Calculer les doubles sommes suivantes :

1)22; 2)227 3)§:k2k

k

Indication : On utilisera que k = Z 1

=0 j=1i 1=0 j=1 i=1
Réponses
n J n n 2 2 2
_ 3. . n*(n+1) (n+1)2n+1) |n(n+1)(3Bnr*+ T+ 2)
3D3) S0 3) S ) SICIIRIN IR LR @bl | nto+ e
1=0 j=1 7=0 =0 7=0 7=0
n o n n Jj . n 7 n L. n . . <
i i 1 ) 1 jG+1) j+1 nn+1) n n(n + 3)
239 3153 DTS DED WIS B IECEL IS pER LI IS N IR
=0 j=1 7=0 =0 7=0 1=0 7=0 7=0



n n n k
S I = RN
k=0 k=1

) k=1j=1 j=1k=j j=1
_ on+
=n2"t — (12 - 1) :\(n+1)2”+1 —2\

1-2

Produit

Exercice 12 : (Apprentissage) Ecrire avec le symbole H les produits suivants :
1) 1x2x...Xn 2) 1 x3x5x...x17 3) 1x2x4x8...%x32
Réponses :

n n n
1)1><2><...><n:Hk::k! 2)1><3><5><...><17:H2k:+1 3)1><2><4><8...><32:H2k
k=1

Exercice 13 : (En 1 minute) Soit n € N Calculer les produits suivants :
3

1 [Jer+1 2) [ * [T ][]z 5 ][ 6)1—[/167_]‘;1 7 [ 2"
k= k=0 k=1 k=1 k=1 _

L U v UL o R o SRR o S o2 S o S
Réponses
)3(2k~+1)f3*5*7:105 2)ﬁkz0><1><2><...:0 3)H1f1><1>< x1=1 4)
nk:l k=0 n k=1
2 1 2 3 n 1

I}:[l2=2x2nxfo.l;.><2:2" 5)1_[2”— M) = 2" 1;[ =X XK N =
7)ﬁ2k—22k71k: n(nt1)

k=1

Exercice 14 : (Factom'elles) Soit n,m € N. Ecrire les produits suivants a 1’aide de notations factorielles :
n

1)1:[1k 2) Hk 3) H ~1) 4)1:[1% 5);}:[1W% 6)E(2k+1)

................. k=l kAl R R R
) n n Z:1k TL'
Réponses : 1)Hk:n! 2) H k=2 =—
k=1 k=m+1 k=t kM
n ) n n n n+1 n—l'(n—i—l)
3) I[ #*-1n= ] G-Dk+1)= J] &-1- [ *+1) Hk; 11 k— CESY
k=m+1 k=m-+1 k=m+1 k=m+1 =m k=m+2
n n n n k !
4)H2k:2"Hk:2"n! 5) [ [ vk = V1lk=1 — 2\/77
2k+1)2k+2) Tl @Qk+1)(2k+2) (2n+2)!

it k _ (2n+1)!
Hk; 12 2rn!

6) H 2k + 1)

Coefficiants bindmiaux

Exercice 15 : (En 1 minute) : Calculer les nombres suivants :

v(z) 2@ 9@ oG 90 9w ()



10 10-9 6 6-5-4 52 52 52
4 1 e 2 = =2 3 - =7 =5
Réponses ) <2> 5 5 ) <3 1.2-3 0 ) <51> <1> 1 ’
112\ 112111 8y _8-7-6-5
1) (11()) — = =56+ 111 = 6216 5) (4> =13234- 0
1003 5
6) (1005) 0 car 1005 > 1003 ) (2> 0 car =2 <0

Exercice 16 : (En 1 minute) En s’aidant du triangle de Pascal, développer les formules suivantes :

Réponses : Affichons déja le triangle de pascal jusque n =7 :

n\k]0 I 2 3 4 5 6 7

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 3 3 21 7 1
1) (14 2)" =27 + 725 + 2125 + 352* + 352% + 212% + 7o + 1
2) (1 —2)° = (—2)° +5(—2)* +10(—2)® + 10(—x)? + 5(—x) + 1 = —2° + 52? — 102> + 1022 — 52 + 1
3) (z—y)* = 2% —32%y+3xy* —y> 4) (z+22)?* = 2442322 46220 +4r25 128 = 2846274625 +42° 12

6
1
5) Je propose une autre méthode pour celui ci : <x2 + x) = E(l + 23)6

1

= E(mlg + 62 4 1522 + 202° 4+ 152° 4 623 + 1) = 2'2 + 62° 4 152° + 202> + 15+ 6273 + ¢

Exercice 17 : Calculer les sommes suivantes (1-2-3-4 faciles / 5-6-7-8 Moyennes/ 9-10 Difficiles) :
1) %0 <Z) 2) I;O (n " k) ok j) f; (Z) (._1)1« 4) ’;0 (Z)gzk—l 5) kZ_()k(Z)
o3k () 0 X () axx()0) 22 G) oo 2 ()

1<i,j<n i=0 j=0 0<2k<n 0<2k+1<n

Réponses : 1) Z (Z) =(1+1)" = 2) zn: (n " k)zk =(1+2)" =

3) Z () (1;_0 arenr=[] 4 Z (i)?’ ) ;Z () =
AR I ED o () e

0 e (1) =31 =3 ren (i) <o (i) eSS
:nkﬁj_om_n(zjj)+nzn—1:nm_lé(v]zig)+n2n_1:n(n_l)§::<n;2>+n2n_1

=n(n—-1)2""24n2""! =|n(n+1)2" 2



300502050750
9) On utilise (1) : 2F = 3 Z)et@)ozzn:(“)( Dk Ona (1)+(2) = (k>(1+(_1))_2n+0

k=0
On a (1 + (=1)¥) = 0 pour tout k impair, donc dans cette somme il n’y a e

sont non nuls : 2" =Y~ <2k)(1+(—1)2k>= 2 (22)

0<2k<n 0<2k<n

n
En divisant par 2 on trouve g =|on 1|
0<2k<n

Ag\

)

O<2k<n

10) Celui ci est plus facile quand on a fait le précédent en effet :

) 2 ()= 2 ()=

0<2k+1<n 0<2k<n 0<k<n
n n
D :2n_ :271_21171 — 277,71
o ¥ ()= 2 (o)
0<2k+1<n 0<2k<n

1
Exercice 18 : (Classique) Soit (n,p) € N?, Montrer que Z < > (n + >
k=0

k k k+1
Réponse : En utilisant le théoréme de Pascal sur les coefficients bindmiaux ( . 1) + ( ) = < + ),
b

on fait apparaitre une somme télescopique :

,é)(];) _,é)(]zjii) B <pi1> - (Zj:) : (p—?—l) - (ZE)

=0 car p+1>0




