TD - Intégrales Corrigé

1BCPST 2 Feuille d’exercice Année 2022- 2023

Exercice 1 : ( En I minute ) : Calculer les intégrales suivantes :

1)/ z? dx 2)/ 217 dx 3)/ tanx dz 4)/ cos(x) + sin(z) dz

5)/ 525 +22% 322 + 62 +1 dz 6)/ 2% dx 7)/ 2" dx 8)/

10) /_1m de 11 /_32;3' do

1 2
1
Réponses : 1) 2? do = 3 2) / 2" dz = 0 (fonction impaire) 3) / tanz dx = 0 (fonction

5 3 6 127
impaire) 4)/ cos(x) +sin(z) do = 2 5)/ 525 4+ 2% — 322 462 +1 dw_6+5 §+2+ =30
n+1 P
6 2% dx = ““2dx—— 7 / " dx—i / 8T 2Vsinz]g =2
)/ / : ) Jy Vamg ¢ BV
13

2
25
9) |x—2|d:rf/ 79:+2dx+/172dxif2+4+372 6=
2

1 2 3 ™
10)/ |z daz—/ —1dx+/0dx+/ 1d:c+/ 2da:+/ 3dr=-1+0+1+2+3(r—3) =
— 0 1 2 3

3
11)/ idz:/ fldaer/ 1de=[1]
—2 T -2 0

-1 12 0
1
Exercice 2 : Calculer les intégrales suivantes : 1) / — dz 2) / % dz 3) / L
o T 0o 1+x 1+ 22

T+5 ! 1
4 1)( —2 dz 5 dx 6 —d
)/ T+ )= )/x2+10x+17 )/ Vitvarz )/
8)/ 7dx 9)/ sin® z dx 10)/ cos(2x) sin(3z) dx 11)/ dz
1 zvlnz 0 tanx

T 2m 2m
12) / tanz + tan® z dx 13) max(cosz,sinx) da 14) min(cos z,sinz) dx
0

le

—1
1

Ré : 1) Attention blier les val bsolues : — dz = [In|z|]=5 = | —1n2

éponses ) ention & ne pas oublier les valeurs absolues /_2 ~ dz [In|z|]Z5
1 2 1.2 1 1

1-1 1
2)/ de:/ de:/ 1dx—/ ——— dz =1 [arctanz]} = 1-T
0 1+ 22 0 1+ 22 0 0 1+ 22 4

0 0
T 1 In2
3 — — dz=|=In1 2 =| =
)/_11_'_3;2 x {2 n| +x|}1 5

9 | (:c+1)(x—2)5dx:/0 (m—2+3)(m—2)5dx=/

0

2

QT—GLIJ 21}—5.’11
( 2)d+/03( 2)° d

2 2
(x —2)7 (r —2)8 —128 64 —128 96
= 3- = 3. - = 1+32=|=
[ 7 0+ 6 0 7 6 7 + 7
T +5 1 9 In28 —In17 1n17 In7—1In17
)/ x2+10x+17d [1n|33 +10a:+17|L 1n2+f
Vv -z M ar —\/Ed

6)/0 \/E+\/ﬁ I+F)( r+2— /1) dx*.o r+2—z



o

(x +2)

=;/01Jm—\/5dx=;<[2

1 1
2 s 1 3 3 3 2V2
3 :| +|:3$2:|>—3<32—22+12)—\/§—3+

0 0

|| / x /1 x
7 de =— —dz + d
)[1\/$+2 v ,1\/$—|—2 * 0 T+ 2 v

b b b
T T+ 2— 1
On va prendre a part cette intégrale : / ——dx = / da: = vVir+2 dx+2/ dx
p p & NEED) Vr+2 ; a VT +2

2 b+5 +5
= [3(m+2)3] + [2( +2)3 } =2vVb+2 < ) —2Va+ <a )
Reste a remplaZer dans notre cas :

] B
\/ﬁ =-2V2. —+2f 7+2f 272f77

8)/1 = dx=[2\/@}1=

3

b

8 — 20v/2

9) On linéarise sin® = (voir TD sur les complexes).

™

% eS| 3 1 = 3 z -1 3 |2
/0 sin® z dr = /o Tsin(i&az) + Zsinx dz = E[cos3x}02 - Z[cosx}@ T + 1-13
1
10) Comme la question précédente, il faut linéariser ’expression. On a cos(2x) sin(3z) = §(Sm 5z —sinx)
/g (22) sin(3) d 1/3'5 inz dr = — 5w | 4 oLl 1 [
cos(2z)sin(3z) do = = sinbx —sinz do = — | cosbx —|cosx | =——-=|—
0 2 J, 10 o 2 o 10 2 |5
i 3 § 3 1 [1
11) do = C.OSJJ dz = | In|sin z| :ln£ —In==|=-In3
= tanzx = sinx - 2 2 2
6 6 6
T 1 T 1
12) / tanz + tan® z dr = [ tan? x} ==
0 2 . 12
. . T o
13) Avec un cercle trigo, on observe que sinx > cosz <= 1z € [4, i { (modulo 27) donc :
27 z s 27 b o 27
max(cos z, sin x) da::/ cosa:dx+/ sinxder/ cosz do = [sinx] {cosm} +[sinx}
0 0 * 0 i %
V2 \f \f
2m 2m
14) On a max(cos z,sinz) + min(cos x,sinx) dz = / cosz +sinz dz =0
27 0 27 0
Donc min(cos z,sinz) de = — max(cos z,sinz) dz = | —v/2
0 0

Exercice 3 : (Calcul de primitive) Calculer une primitive pour les fonctions suivantes :

1) f(z) = lni 2)Sia>0, f(x) =a” 3) f(x) = sin?(x) 4) f(x) = ze” 5) f(z) = arctanx

Réponses : 1) On a f(z) = —Inz donc une primitive est ‘ Flz)=—ahz+x ‘
1 x
2) On a f(z) = e*™* donc une primitive est F(z) = ——e®". Soit | F(z) = <
Ina Ino

1
3) On sait que cos 2z = 1 — 2sin? 2 donc sin® x = 5(1 — cos 2z). On en déduit une primitive :

1
F(x) :g—ZSiHZx

x x x xr
4) On calcule F(z) :/ te! dt = [tet} —/ el dt = ze” — [et} =ze’ —e” + 1.
0 o Jo 0

A une constante pres, on peut donc choisir une primitive ’ F(z)=(x—1)e"




x

x x z t 1
5) F(z) = / arctant dt = | tarctant | — / —— dt = rarctanz — | ~In(1+¢*) | = zarctanz —
0 o Jo 1+t 2 0

1 1
B In(1 4 2?) On a donc une primitive | F(x) = rarctanz — B In(1 + 2?)

Exercme 4 : (IPP) Calculer les intégrales suivantes :

Int Ty
1)/ tcost dt 2)/ t2e! dt 3)/ 25 4)/ —— dt
o Ccos“t

3 3 i 3 p
Réponses : 1)/ tcost dt = {tsint] —/ sint dt = - + cost} =|-+1
0 0 2 L o 2
1 1 1 1
2)/t26tdt [tzt] —/ 2t€tdt=€—2<|:t€t:| —/ etdt>:e—2<e—[et]>:
0 0o Jo 0
Int 1 > | (In2)2
3) Ce n’est pas une IPP... /n—dt {2(1nt)2} = (n2)
1

™ ™

4 4 T g T 1
4) ——— dt = | ttant | — tant dt = — — | —Injcost| | =|——=In2
cos®t 0 4 0 4 2
Exercice 5 5 (Avec des fmctwns ) Calculer les mtegrales suivantes :

1)/ x+1 do 2)/_1mdx 3)/1mdx 4)/12Mdm

5 7d
)/ 212w t2 "

1 11 2 2 2
Ré ses: 1) Ona — = —— d ——dz=|1 — 1|1 1 =|2In2—-1n3
éponses ) nax<x+1) P onc/1 P x [naz]l [n(aH—)]l
2) On a 1 1 1 1
n = — — .
22-3x4+2 (z—-1)(x-2) z-2 zx-1
0 0 0
1
Donc /_lmd[[): |:1n|x—2]_1— |:1n|x—]_:|_1: 2In2 —1In3
gy L1 Lo v /vy 111
rr—12 2-1 z(xz-1) z-1\z-1 =2/ (x-1)2 z@x-1) (z-12 z-1 =z
Donc :
3 1 RERE 3 I —
/7dx: —|In(zx—1) | +|Inz| =|——-2In2+1n3
o w(r—1)? Lz =11, 2 2 2
1 1 T
4 = =% donc:
)Ona(x2+1)x 2 T g2 dome
2 - 2 2
1 1 3 1
————de=|1 — | sln(1+2%) | =|sh2-:1
/1(x2—|—1)x x _nx]l {Zn( —l—x)L 5 In 2n5

5)Ona2®+2x+2=(z+1)?+1 donc
0 1 0 1 0 T
/_1 SR P dz = /_1 CESIEE] dz = [ arctan(z + 1) }1 = arctan(1) — arctan(0) =

Exercice 6 : (Changement de variable) Calculer les intégrales suivantes :

In(1 1
1)/ In(nt) dt 2)/ et cos(e') dt 3)/ tan z dx 4)/ ni di 5)/ V1+sinz dz

t+ t( lnt




“In(Int

dt. On pose v = Int ainsi dt = e" du

Réponses : 1) /
z 1n(lnt N ln:rl Inx

et/ n(lnt) dt:/ nuu *du / Inu du = {ulnu—u}tlf‘x :‘lnx(ln(lnz)—l)—!—l‘.
e 1 1

t e

x 1 T e’ du e’
2) e? cos(e?) dt. On pose u = e’ ainsi dt = — duet / e cos(el) dt = / u? cosu— = / wcosu du =
0 ] u 0 1 1

’ u
[usinu] —/ sinudu:emsinez—sinl—&—[cosu} :‘exsine””+cose“"—sinl—cosl‘
o 1 1
a 4 Lo du
3) tan” x dz. On pose u = tanz et ainsi dv = ——
0 1+u
1 4 1,4 1 1,2 2 1
-1 1 -1 1
/uidu:/ Ldu—i—/ du:/ wdu—&— arctan u
0 1+u2 0 1+u2 0 1+u2 0 1+1L2 0
1
T 1 ™ -2 7w
= —ldut-—=-—14-=|Z+2
/ u? u+4 3 +4 3 +4
Int dt
)/ 1 On pose u =Int et ainsi dt =e* du On a :
t-I-tlnt
T Int dt e e d nz 0 q 1 mroly /14 1n?
[ = [ e = | ug:[lnuﬂa] _ m(m)
. t+t(lnt) 1 et +etu 1 14w 1 2 2
-1
5 v1+sinz de On pose u = sinz et ainsi do = ———— du
)/ P V1—22

V3
T Z 1+u T 1 2 V2
val i dx = 1/ du = du=| —2v1— :—2\/1—— 2
/0 +sinx dx /0 T U 0 i u [ uL B +

—12-1/4-2V2

Exerc1ce 7 : (Integrales et sommes ) Calculer les mtegrales suivantes :
1)/ z+1z dx 2) 3)/ | —i| dz

n k+1 1 n+1 _ 1
4) Avec un calcul d’intégrales, montrer que Vo € R ,Z (Z) ;v _ 1+
i=0

k+1 n+1
1 n ) n 1 ) n . 1 n
Réponses : 1) Z(z + Daz' dz = Z/ (i +1z' de = Z{ z } = Z 1=
i= 0 i=1 0 =1

2)2/—@:_ [lnerz} Zlanrl lni:m

2

n n 2 2
3 [ Z|x7i\dx:2/ |m7i\dx:2/ifxdx+/ poide=Y R T D iy
0 =1 i=170 i=170 i i=1

zizq—m'—k?ﬁ _ n(n+1)6(2n—|—1) _nn(n;-l) +%3 _ n(2n2+1)

n

4) On part du bindéme de Newton : (1 +¢)" = Z (Z) t* et on integre les deux membres entre 0 et . On a

=0

z 1 4 ¢t T 1 n+l _q
/ 1+)™dt= (1+%) = (1+2) .| D’autre part :
0 n+1 0 n—+1

L[e@ra=x [ ()= ()] =12 ()i




s

2 cost 2 sint
Exercice 8 : On pose C :/ —  dtetS= / 17
o Sint+ cost o Sint+ cost

1) Par un changement de variable montrer que S = C
2) En déduire la valeur de S et de C.

Réponses :

0 (T s .
1)Onposeu:gft.OnaalorsC’:/ - WCOb(Q “) )(du)/zsmuduS
s 0

sinu + cosu

sint + cost

bl t+sint Bl
2)OnremarquequeC’+S=/ mdtz/ ldt:g
0 0
S

CommeS:ConadoncS—&—C:ZC’:%.Onendéduit C =

T

Exercice 9 : On pose f(x) = / t— [t]dt

1) Dresser le tableau de variation de f.

2) Calculer f(z) sur [0, 1]

3) Pour tout x € R, Calculer la valeur de f(z + 1) — f(x).
4) En déduire grossiérement le graphe de f.

Réponses :
1) On a f dérivable sur R avec f'(z) =2z — |x] > 0. Donc f est strictement croissante.

x —00 “+00

f(x) - —

2) Onsiz € [0,1] et ¢ € [0, z[ alors |¢] = 0 donc f(z) :/”tdt: T lsize [0,1].
0

x+1

3) Onaf(x+1)—f(x):/oz+lt—LtJ dt—/omt—LtJ dt:/ F— |t dt.

x
En posant u =t —x on a :

o+1 1 1 1
/ t— [t] dt:/ u+x— |u+x] du—/ udu—|—a:+/ lu+ z] du-§+x+ Lu—!—m]d

0
Comme u € [0,1],ona |[z+u] =|z] <= z+u<|z]+]1 <= u<|z|]+1—=x
t|lz+u]=|z]+1 < uw>|z]+1—2. Onadonc:

/OlLqumJ du:/OLle_xLxJ du+/L1 LxJ+1du=/olm cuhu/L1 Ldu = ] +(1— 2] —142) =

z]+1l—z z]+1—x
1
Finalement on a donc | f(z + 1) — f(z) = 2z + 5
4)
* sint
Exercice 10 : On pose f(z) :/ ; —dt

1) Quel est son domaine de définition, son domaine dé dérivabilité ? Calculer f’.
2) Etudier la parité de f.
3) Dresser le tableau de variations de f sur [—m, .



Réponses :
sin x
1)z —

que f ne soit pas définie en 0, méme si on pourrait imaginer assez facilement avoir f(0) = 0 car c’est une

intégrale vide (f est en fait prolongrable par continuité en 0.) On retient donc .

t t i
flz) = / sint / sint dt. Si F(z / sint dt alors F est dérivable sur R* et F'(x) = ST
x

est définie sur [z, 2z] pour tout 2 # 0 donc f est clairement définie sur R*. Il semble cependant

Or f(z) = F(Zx) F(z Donc ‘ f est dérivable sur R ‘

sin2x  sinz (2cosz —1)sinz
"(z) = 2F"(22) — F' 9 _ _ .
F'(z) = 2F(22) — /() = 220 - 20 -

—2x t 2 o 2z .
2) 0= [ B are [TEE gy < - [ gy () Done [ [ est nmpaire ]

On pose u=—t

3) Comme f est impaire, on ne 1’étudie que sur ]0,7]. On a :

1
fl(x) >0 < 2coszx—1>0 < cosx > ; &= ¢ € ]0, g] On en déduit les variations de f :

il
3

f'(x) + 0 -

f() o — T

jus

2
Exercice 11 : (Intégrales de Wallis) 1) Pour n € N, calculer / sin™ ¢ dt
0

cos" t dt = / sin™ t dt
0

VB
VB

2) A l'aide d’un changement de variable, montrer que /
0

Réponses : Attention, I’exercice est compliqué.

5 3 3 3
1) On pose T, :/ sin” ¢t dt = {—costsin"lt} +(n—1)/ cos® tsin™ %t dt:O+(n—1)/ (1-
0 0 0 0

3 5
sin?t)sin" "2t dt = (n — 1)/ sin" "%t dt — (n — 1)/ sin"t dt = (n — 1)(I,—2 — I,)
0 0

n—1

On en déduit nl,, = (n — 1),y <= I, = I,,—2. On peut donc distinguer les cas pairs et impairs :

n
2p—1 2p—1)(2p—3 2p—1)(2p—3) x...x3x1 2p — 1)!
Pour n pair : I, — 22 IQP_QZ(p )(2p )12p4 (2p—=1)(@2p—3) x...x3x Io=(2p ;z
2p 2p(2p — 2) 2p(2p —2) x ... x 2 22r(ph)? 2
. . 2 2p(2p — 2 2p(2p —2) X ... X 2 22p(p!)?
et n impair : Igp+1 = 7]7[2:0_1 = Mlgp_g =...= p( b ) Il = (p) 1
2p+1 2p+1)(2p—1) 2p+1)(2p—1) x...x3 (2p+1)!
E B . (2p —Dim 2% (p!)?
I, = tdt = | —cost =1.0nad lusion : | Is, = —5—+—5 et I = ——
car I /o sin [ cos ]0 n a donc en conclusion = QI ()2 et Iopiq o+ 1)l

7 0 3
2) On pose u = g —t.On aalors dt = — du et / cos"t dt = / cos”(% — u)(— du) | = / sin” u du |.
0 z 0

2




