TD 17 - Dérivation

1BCPST 2 Feuille d’exercice Année 2022- 2023

‘ Dérivabilité en un point‘

Exercice 1 : (En 1 minute) Calculer les limites suivantes

in 22 o] t 1 tanz — 1
1) lim el 2) lim A 3) lim any 4) lim cosrt1 5) lim e
z—0 T z—0 T z—0 X zoT L — T =% dx—7
t in 2 in’ 1 1 1
6) lim AR 7) lim SR AT 8) lim ST 9) lim 711((:0836) 10) lim - =.
=0 In(1 + z) =0 T x50 T 250 1 — cosx e—0+ sinx 22
11) Tim 2CRRE) oy, Arctan(a® — 1)
z—0 arctan(5x) z—1 arctan(x — 1)
Réponses - 1) i sinxQ_@ 2) 1 et —e 3) i tanx_ ! cosx+1_@
fponses s 1) iy = = R e e

z—Z 4x —>Oln 1—|—$

In(cos x) arctan(z) 1
9) lim ——— =1 10) 1 - == 11) lim ——— = | =
) ) tim S Il o |1

tanz — 1 1 arctan x . sin2x _ sin?z
5) hm_ﬁ— 6) lim . 7) lim — =[2] 8) lim — =[0]

x—>0 1 —cosx z—0+ sinx £—>0 arctan

12) Tim arctan(z? — 1) _

z—1 arctan(x — 1)

Exercice 2 : (En 1 minute) Donner des équivalents simples des termes suivants :
sin arctan x In(e* + 1) In(z)
1) en

0 2) —/——— 0 3) —————5
2tz " ) R )(x+\/:?)2 1+
1
5) arctanz + x2 en 0. 6) e —1++/zenO. 7) xarctan() + 1 en +o0.
x

, sinx arctan 1
Réponses : 1) — ~ 2) —— ~ | =
e +x =0 sin“x z—0|x

In 1 1 In 1 ® 1 —1
3) (e +1) 10 (e +1) 62 1) 1nj_x) ~ T .
Xr T—

@t VAP orioe 2] @t VEP e |
- 1
5) arctanz + x2 x:O' 6) ¢ 71+\/Ew:0 7)xarctan( >+1 ~ .

T—r+0o0

en +oo et en —oo 4)

Exercice 3 : Dire si les fonctions suivantes sont dérivables (& gauche, & droite) au point 0 :

1) f@@)=lz]  2) f@@)=ala]  3) f@)=ale| 4) f(x) = et sia#0avec f(0) =0

5) fl@) = “i S 6) fl@) =21 ) fa) = Ve
Réponses: 1) f(z) = |z]|.Ona lim @) = J(0) = lim 0-0_ 0 donc‘ f est dérivable & droite en 0 de dérivée O |.
z—0t x z—0t T
— f(0 -1-0
On a lim M = lim = —o0 Donc ‘ f n’est pas dérivable a droite en 0 ‘
rz—0~ X z—0— T
2) f(x) =z|z]. On a lim J@) = /(0 = lim |z] = 0. Donc ’ f est dérivable & droite de dérivée 0 ‘
z—0t €T r—0+
— f(0
De méme hrél M = 11151 |z] = —1. Donc ‘ f est dérivable a gauche en 0 de dérivée —1 ‘
z—U™ z—0™
Par ailleurs f n’est pas dérivable en 0.
- f@) = f0) _ - den 70) —
3) f(z) = z|z|.On a lim = lim|z| = 0. Donc | f est dérivable en 0 et f'(0) = 0|
x—0 x x—0

— f(0 1
4) f(z) = e.Ona lim f=) - 10 — lim —e* = +o00. Donc ‘ f n’est pas dérivable & drmte‘

z—01 x =0t X




— 1
De méme lim M = lim —e* =0 par croissances comparées. Donc‘ f est dérivable a gauche en 0 de dérivée 0|
z—0~ x z—0- X

Par ailleurs f n’est pas dérivable en 0.

— f(0
5) f(x) = ErE On a ili)% /(@) . 1) = lim EE = 1. Donc ‘ f est dérivable en 0 et f'(0) =1 ‘

_ 9z?
6) f(x) = 2*° 4 1. On a lim @) = /(0) = lim ~— = exp2?In2z = 4oc0.

z—0 X z—=0 X

Donc ‘ f n’est dérivable en 0, ni a gauche, ni a droite. ‘

7 fla) = VP Ona LD SO _ fatoat Vet el

T z—0 X T

Donc ‘ f est dérivable a gauche en 0 de dérivée —1 et a droite de dérivée 1 ‘
Par contre f n’est pas dérivable en 0.

1 .
Exercice 4 : f(z) =< =z s [z > 1 Trouver a,b,c € R, afin que f soit dérivable sur R.
az® +br+c size[-1,1]

Réponses : Pour étre dérivable, il faut déja que f soit continue donc f(1) =a+b+c=1 et
f(=1) = —a — b+ ¢ = —1. Par ailleurs, il faut qu’elle soit dérivable en 1 et —1.
—fQ1 — f(1
D= 10) _ g, - 1) =S

On veut donc limz17 ! et Pareil en —1

z—1 T —
Autrement dit, on veut avoir 3a +b = —1 et 3a + b = —1. Cela donne le systéme suivant :
c=0 c=0
a+b+c=1 at+b+c=1 c=0 3
—a—b+tc=-1 <+ 2¢c=0 = a+b=1 = a+b:11 = b:§
3a+b=-1 3a+b=-1 3a+b= -1 a=—: g 2t
2 2
1
- si|z| > 1
. _ T ,
Finalement f(x) = 3 — 23

stz e [—1,1]

\ Dérivabilité sur un ensemble\

Exercice 5 : Donner les ensembles de continuité et de dérivabilité des fonctions suivantes :

1) f(z)=|e* — 1] 2) f(x)=Va?2-bzx+4  3) f(zx)= 4) f(z) =In(1+ |z +1)).

1
 + |x]

5) f(z) = ,/iz 6) f(z) =2"@) 7)) f(z)=|1+sin(z)]. 8) f(z) = (arctan(z))7 .

Réponses : 1) 2+ e” — 1 est continue sur R et dérivable sur R* & valeur dans R*.

|.| est continue sur R et dérivable sur R* donc par composition ’ f est continue sur R et dérivable sur R*

2) x + 2® — 5 + 4 est continue sur |—oo, 1] U [4, +-00[ & valeur dans R et dérivable sur |—oo, 1[U]4, +oo[ &
valeur dans R, . /- est continue sur Ry et dérivable sur R’ donc par composition :

‘ f est continue sur |—o0, 1] U [4, 400[ et dérivable sur |—oo, 1{U]4, 400 ‘

1
3) x — x + |x| est continue et dérivable sur R\{0, 1} & valeur dans R* et z — — est continue et dérivable
x

sur R* donc ‘ f est continue et dérivable sur R*.

4) x — 1+ |z + 1| est continue sur R & valeur dans R’ et dérivable sur R\{—1} a valeur dans R’ . Par
ailleurs In est continue et dérivable sur R’ donc

‘ f est continue sr R et dérivable sur R\{1}. ‘




1
5) z +— 1 — x est continue sur [—1, 1] & valeur dans R* et  — — est continue sur R* donc :
x

x
x — est continue sur [—1,1[ & valeur dans R et dérivable sur | — 1,1[ & valeur dans R7}. Par ailleurs

y/- est continue sur R, et dérivable sur R’ donc ‘ f est continue sur [—1,1[ et dérivable sur | — 1, 1]. ‘

6) f(z) = 2°"(®) = exp(sin(x)Inz). sin et In est continue et dérivable sur RY & valeur dans R et exp est

continue et dérivable sur R. On en déduit ‘ [ est continue et dérivable sur R’

Remarque : on peut prolonger f par continuité en 0 car f(z) — e’ =1 par croissances comparées.
T—

7)OnaVe € R, sin(z) > —1 = sin(z)+1 >0 = f(z) = sin(z)+1 Donc‘ f est continue et dérivable sur R

comme somme de fonctions continues et dérivables.

. s . _1 . -
8) arctan est continue et dérivable sur R’ & valeur dans RY et x — 2~ 1 est continue et dérivable sur R

donc ’ f est continue et dérivable sur R*.

Exercice 6 : Donner les ensembles de continuité et de dérivabilité des fonctions suivantes :

z3 siz <0
3) h(z) _{ zv/x sinon

E — silx 1
l)f(x)z{e six >0 2) g(x) = 1_—31:—:102 si[z| <

r  sinon .
72 S1non

4) f7' B)h'  6)fog T)gof 8)hlog 9)goh '

Réponses : 1) exp est continue et dérivable sur R’} et = +— x est continue et dérivable sur R_ donc f est
continue et dérivable sur R*. Par ailleurs en 0, lim+ f(z)=1%# lim f(z)=0. Donc f n’est pas continue,
z—0 z—0~

ni dérivable en 0. En conclusion | f est continue et dérivable sur R*

1
2) x + 1+ 2% est continue et dérivable sur ] — 1,1[ & valeur dans R* donc = 152 est continue et
x

dérivable sur | — 1,1[. Par ailleurs, = — ~T st continue et dérivable sur |—00, =1 U [1, +o0[.

Donc g est continue et dérivable sur R\{—1, 1}.

1 —g(—1 1
En—1l:ona lim g(z)=-= lim g(z) donc g est continue. Par ailleurs, lim 9(x) = 9(=1) =——cet
z——1+ 2 -1 z——1+ r+1 2
1 -2 —g(—1 2 1, -
la dérivée de étant x ,ona lim M = - = - # —. Donc g n’est pas dérivable
14 22 (14 x2)2 z——1- z+1 4 2 2

en —1.

-1 1
Enl:ona lim g(z) = — # lim g(z) = = donc g est discontinue.
z—1+ 2 z—1— 2

Finalement : ‘ g est continue sur R\{1} et dérivable sur R\{—1,1} ‘

3) z +— 2° et 2 +— xy/x donc continues et dérivables sur R* et R respectivement. Donc h est continue et dé-

h(x) — h(0
rivable sur R*. Par ailleurs, on a lim h(z) = lim h(z) = 0 et pour la dérivée on a aussi lim hiz) = h(0) =
z—0+ z—0~ z—0~ x
9 . h(z) = h(0) . . , —
lim 22 =0et lim —*——~ = lim +/2 = 0 donc h est dérivable en 0.‘ h est continue et dérivable sur ]R‘
z—0~ z—0t T x—0+

4) f est strictement croissante donc f est bien bijective. On a f(R) = R_ U [1, +oo[ donc f~! est définie
et continue sur [R_ U [1, +-o00[ | d’aprés le théoréme de la bijection monotone et f~! est dérivable en tous les
points f(x) tels que f/(z) # 0. Comme la dérivée de f ne s’annule pas, on a donc :

‘ 7! est continue et dérivable sur R_ U [1, 4+oc0]. ‘

5) h est strictement croissante et donc bijective. D’aprés le théoréme de la bijection continue, on a h™*
continue sur h(R) = R et dérivable en tout point h(z) tel que h'(z) #0. On a h'(z) =0 <= 2 =0 donc

‘ h~! continue sur R et dérivable sur R*.




6) g est continue sur R\0,1 et dérivable sur R\—1,0,1 & valeur dans R*. Par ailleurs, f est continue et
dérivable sur R* donc : ‘ f o g est continue sur R\{0,1} et dérivable sur R\{-1,0,1} ‘

7 fla)=—-1 <= xz=-1et f(x)=1 <= z=0.
f est continue et dérivable sur R\{0, —1} & valeur dans R\{—1, 1} et g est continue et dérivable sur R\{—1,1}.
Donc ‘ go f est continue et dérivable sur R\{—1,0} ‘

8) g est continue sur R\{1} & valeur dans R et dérivable sur R\—1,0,1 & valeur dans R*. Par ailleurs, h™*

est continue sur R et dérivable sur R* donc : ‘ h~! o g est continue sur R\{1} et dérivable sur R\{—1,0,1} ‘

Nhlr)=-1 = h(-1)=2 <= 2=(-1)0=-leth ' (2)=1 <= 2=h(z) <= z=1.
Donc h™* est continue sur R\{1} & valeur dans R\{1} et dérivable sur R\{—1,0, 1} & valeur dans R\{—1,1}.
Par ailleurs et g est continue sur R\{1} et dérivable sur R\{-1,1}.

Donc | g o h™! est continue sur R\{1} et dérivable sur R\{-1,0,1} ‘

Exercice 7 : Soit I un intervalle tel que Vo € I, ,—z € I. et f : I — R une fonction paire ou impaire
dérivable sur I. Donner la parité de f’ en fonction de celle de f.

Réponse : Si f est paire alors Vo € I, f(—z) = f(z). On a par ailleurs, x — —z est dérivable sur I & valeur
dans I (par hypothése sur I) et f est dérivable sur I, donc x — f(—x) est dérivable sur I et en dérivant de
part et d’autre on trouve :

Veel, —f(—x)=f'(). ‘La fonction f’ est donc impaire sur I ‘
De méme, si f est impaire, alors Vo € I, f(—z) = —f(z) donne que —f'(—z) = —f'(z) < f'(—z) = f'(z)

donc ’ f' est paire sur I ‘

Dans tous les cas ‘ f' est de parité opposée par rapport a f ‘

Exercice 8 : Montrer que f(z) = LQC7J(296 — || — 1) est dérivable a gauche et & droite en tout point de R

et calculer sa dérivée.

Réponses : Déja, les fonctions |.] et x — x étant dérivables sur R\Z, on a f dérivable sur R\Z. D’ailleurs,
Vo €ln,n+1[, on a f(x) = %(21 —n—1) donc f'(z) = g 2=n=z].

Donc Vo € R\Z, on a | f'(x) = |z] |

Etudions la dérivabilité de f en n € Z. On regarde la limite a gauche et a droite de f en n

Limite & droite & > n : Pour « €]n,n+ 1], on a |z| = n. Donc :

f(m)—f(n): ! ﬁ(2:577171)771(71_1) = n (2x7n717n+1):7n(m_n):n — n.
T—n r—n\2 2 2(x —n) r—n z—n+
Donc | lim f@) = f(n) =n=|z]| et f est dérivable a droite en n.
z—nt r—n

Limite & gauche x < n : Pour  €]n — 1,n[, on a [2| =n — 1. Donc :
-/ _ xin <n 1(2x— (n—1)-1) - n(n; 1)> = 2n7 L (2z—n+1-1-n) = (n-N-n) _

x—n 2 (x —n) x—n
n—1 — n—1. Donc| lim f@) = f(n) =n—1=|z| —1| et f est dérivable & gauche en n.
r—n— r—n— r—n

| Théorémes de Rolle et Accroissements finis |




Exercice 9 : Montrer que la dérivée de tout polynéme scindé a racines simples est aussi un polynéme
scindé a racines simples.

Réponses : Soit P un polynéme de degré n scindé a racines simples. Alors il admet A\; < Ao < ... < A, qui
sont n racines distinctes (on les range dans 'ordre).

Pour tout k € [1,n — 1], on a donc P, (Ax) = Pr(Ag+1) = 0 D’apres le théoreme de Rolle, comme P, est
continue sur [Ag, Ax41] est dérivable sur |Ax, Agt1], il existe o €] Ak, Ag11] tel que P (ay) = 0.

On a donc trouvé aq,as,...,a,_1 qui sont n — 1 racines de P,'L_l.
Elles sont bien deux & deux distinctes car oy < Ag < ag < ... < A1 < a_1. Comme le degré de P, est

n — 1, et qu’il admet n — 1 racines distinctes, alors ‘ P! est scindé a racines simples. ‘

Exercice 10 : Soit f : R — R une fonction dérivable sur R et périodique. Montrer que f’ s’annule.
Réponse : Si T est la période de f, alors on a f(0) = f(T') par définition de la périodicité.
Donc comme f est continue sur [0, 7] et dérivable sur |0, T'[ alors en appliquant le théoréme de Rolle,

il existe ¢ €]0,T[ | f'(c) = 0. ‘Donc /' s’annule sur |0, 7.

Exercice 11 : Utiliser le théoreme des accroissements finis pour démontrer les inégalités suivantes :

1 1
1) Vo e R, |arctanz| < |z|. 2)Vz eR, |cosz — 1] < |z 3) Vx>0, 1 <1n<x_|_ ) <
x x

Réponses : 1) Soit € R}, on sait que arctan est continue sur [0,z] et dérivable sur |0, z[ donc il existe
x

142
De méme si z € R*, on a arctan est continue sur [z, 0] et dérivable sur ]z, 0[ donc il existe ¢ €]z, 0[ tel que

c €]0, x| tel que arctan(z) — arctan(0) = arctan’(c)(z — 0) <= arctan(z) =

arctan(z) — arctan(0) = arctan’(c)(z — 0) <= arctan(z) =

1+¢2

On a donc Vx € R* | |arctan(z)| = 1 |_f| 5 < |z| car 14+ >1.

c
On a égalité quand = = 0, donc finalement ’Vm € R, |arctan z| < || ‘
2) Rédigeons peu plus vite que la question précédente : Si x € R* alors on pose xg = min(0,x) et
21 = max(0,z). On a cos continue sur [zg,z1] et dérivable sur |zg,z1[. Il existe donc ¢ €]|xg, x| tel que
cos(z) — cos(0) = cos’(¢)(x — 0) c’est & dire cosz — 1 = —sin(c)z.
On a donc Yz € R* |cosz — 1] = [sin(c)||z] < |z|. Cest vrai aussi quand & = 0 donc finalement

‘VmER, |cosz — 1| < |a:|‘

3) Soit x > 0, comme [z,z + 1] C R, on a In continue sur [z,z + 1] et dérivable sur ],z + 1] donc par le

1
théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]z, z + 1[ tel que In(z + 1) — In(z) = In’(¢)(x + 1 —2) = =
c

1 1
On a donc Vo > 0, In(x + 1) — In(x) = ln<m a > =—-.0r0 <z <c<z+1 donne, par décroissance de la
x c

1 1 1 1 1 1
fonction inverse, —— < — < —. D’ou le résultat : |V >0, —— < In T < —
x+1 ¢ = r+1 x T

4) Soit € R, on sait que arctan est continue sur [0, z] et dérivable sur ]0, z[ donc il existe ¢ €]0, z[ tel que

arctan(z) — arctan(0) = arctan’(c)(z — 0) <= arctan(z) = T
c
1 1
2

2
1+c¢27 1422

Parailleurs 0 < c<z = ?<2? = 0< 1+ <1+x

X

On en déduit : |Vz > 0, arctan(z) > ——
1+ 22




Exercice 12 : Si a > 0, encadrer puis trouver un équivalent de la suite u,, = vn + a — v/n.
De méme trouver un équivalent de v,, = arctan(n + 1) — arctan(n) et w, = (n +2)" —n™

Réponse : Pour tout n € N, On a /. continue sur [n, n+a] et dérivable sur |n, n+al. Donc d’apres le théoreme

A . n+a—n a
des accroissements finis, 3¢, €n,n+a| | Vn+a —n = = .Orn<e, <n+a =

2./cp, 2./¢cp,

L oL oL boncvnen 2 cup<——
——. Donc Vn yona| ——— < Up < ——= |
vnt+a en /n 2v/n+a 2y/n
2 s Up 2 S Un , .
On a donc n < vn-u < 1 et par encadrement on a M — 1. On en déduit | u, ~ a4 .
n-+a a a n——+oo 2\/ﬁ
. . 1 1 . 1
Avec le méme mode de raisonnement, ona|Vn e N, ——— <wv,, < —— | qui donne |v,, ~ —
14+ (n+1)2 1+n? n?
et ‘Vn EN, 20" ' <w, <2(n+ 2)”_1 ‘ qui donne
Exercice 13 : Calculer lirf ((:I: + 1)ewi1 - xe%).
xr—r+00
e AR e e / ............ ERRRAUSE RN
Réponse : On pose f(x) = xe+. f est dérivable sur R} et ona Ve >0, f'(z)=(1—- = |e* = e
x x

Siz >0, on a f continue sur [z, z + 1], dérivable sur |z, z 4+ 1], donc d’apres le théoréme des accroissements

finis, il existe ¢, €]z, z+1[ | f(x +1) — f(z) = f'(ca)-

Par encadrement, comme x < ¢, < r+1,onac, — +oo.Parailleurs, lim f'(z) = lim (1 — )ei =
T——400 T——400 r—~+00

1 (pas de forme indéterminée)

Par composition, on a donc lim f’(¢;) = 1. On en déduit | lim ((x + 1)6111 - xe%) =1|
T—r+00 r—r 400

Exercice 14 : Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b| tel

ane: fla) (1),
f(b)_exp<f(6) b a))

(On pourra utiliser la fonction g = In f)

Réponse : f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ a valeur dans R’ . Par ailleurs, In est continue et

dérivable sur R, donc g = In f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.

D’aprés le théoréme des accroissements fini, il existe ¢ €]a,b[ | g(b) — g(a) = ¢'(c)(b — a).
!/

Cela se réécrit : g(b) —g(a) = g'(c)(b—a) < Inf(b)—1In f(a) = f—c)(b—a) < In /) = )

f(e) (a)  f(o)
f(b) <f '(¢) ) o
<= = exp b—a D’ou le résultat.
ORI VIR
Exercice 15 : On pose u(z) = arctan(z) — z et v(z) = z2.
/ J—
1) Montrer qu’il existe un nombre ¢ €]0, z[ tel que ul@ _ (C) 2) En déduire lim M.
v(z) V(e =0 22

Réponse : 1) On fixe x € R et on définit f(¢) = u(x)v(t) — u(t)v(z) pour t € R.

Par somme de fonctions dérivables, f est dérivable sur R, et comme sa variable est ¢,

on a f'(t) = u(z)v'(t) — v (t)v(z). f est donc continue sur [0, z], dérivable sur ]0, z[ avec f(0) = f(z) =0,
on peut appliquer le _théoréme de Rolle : Jc €]0,z[ | f'(c) =0

Ona f'(c) =0 < u(z)v'(c) — v (c)v(z) =0 = u(z)v'(c) =u/'(c)v(z) <= =

On peut diviser par v(c) et v'(¢) non nuls car ¢ # 0.



. u(e) . —c _u(x)
2) On a 0 < ¢ < z donc par encadrement ¢ — 0. Or lim = lim = 0 donc | lim
z—0 c—0 U’(C) c—0 2(1 + (:2) z—0 U(.’I})

| Dérivées d’ordre n |

Exercice 16 : Montrer que ces fonctions sont de classe C° sur leur ensemble de définition et calculer leur
dérivée n**™¢ oun € N.
1) fle)=¢* 2) f(x)=2" 3) f(a)==e".  4) f(x) = (2" +1)e**

Réponses : 1) x — 2z et exp sont toutes les deux de classe C*° sur R, donc f l’est aussi par composée de

fonctions C*°. On a | £ (z) = 2"e?®

5! e
2) f est de classe C™ car c’est un polynéme. On a | f™(z) = (5— n)!j7 sin€[o,5]
0 sinon.

3) On pose g(x) = x et h(x) = €”. par produit de h et g qui sont C°°, on a aussi f € C(R) et d’apres la

formule de Leibniz : £ (z) = Z ( >Q(k) (2)h" ) (2) = g O (2)h ") () + ng™ (2)h "D (z) = ze” +ne® =
k=0

n

k
(x+n)e”.

Finalement | (™ (z) = (z +n)e® |

4) f(z) = (2 + 1)e* = g(z)h(z) On le résout comme la question précédente, on a d’aprées la for-

-1
mule de Leibniz : f™(z) = ¢ (z)h™ (z) + ng™ ()" D (z) + %9(2)(:5)%"_2)(3:) Cela donne

™ (z) = (2 +2nz+n* —n+1)e” |

—1
Exercice 17 : On pose f(x) = exp<2>.
x

1) Quel est le domaine de continuité de f ? Montrer que f est prolongeable par continuité.
2) Montrer que la fonction ainsi prolongée est dérivable sur R.
3) Montrer que f € C*(R).

1 -1
4) Montrer que pour tout n € N, f € C"(R) et 3P, € R[X] | V& € R*, f™(z) = P, <) exp() et
x x

f£m(0) =o.
5) En déduire que f € C*(R).

-1
Réponses: 1) x — — est continue sur R* & valeur dans R et exp est continue sur R. Donc‘ f est continue sur R* ‘
x

On a 1ir% ;—2 = —oo donc lin% fl@)y=0et ‘ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
z— z—

-1
2) r + — est dérivable sur R* a valeur dans R et exp est dérivable sur R. Donc ‘ f est dérivable sur R*
x

2

— f(0 1 1

On a par ailleurs, M)ig() = Zexp (— () ) —6 0 par croissances comparées. On en déduit que f est
T — x T z—

dérivable en 0 avec f'(0) = 0. ‘ f est donc dérivable sur R ‘

2
2 1
3) OnaVa #0, f'(z) = —3 €Xp <— () ) . f" est donc continue sur R* comme produit de fonctions continues
x x

sur Rx. Par ailleurs, par croissances comparées on a f’(z) —6 0 = f(0). Donc ‘ f' est bien continue sur R |
r—

2
1
4) On fait une récurrence. Initialisation : pour n = 0, on a f©(z) = f(z) = exp(— () > donc on peut
x



poser Py = 1 et obtenir le résultat.
Hérédité : Si c’est vrai au rang n alors au rang n+ 1 :

1
On a z — — dérivable sur R* & valeur dans R et P, qui est dérivable sur R donc par produit de fonctions
x

dérivables sur R*, on a f( dérivable sur R*.

) () — £m) (0 (n) 1 /1 _1 1 1
Par ailleurs en 0 : f7@) = [(0) i (@) = —b, () exp<2) ~, ) e p( 2) 0
Y x " x z—0

z—0 T x z—0
par croissances comparées. Donc f (") est dérivable en 0 de dérivée égale a 0. f (") est donc dérivable sur R.
Montrons que sa dérivée est continue.
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Avec | Ppy1 = —XQP’ +2X3P, ‘ On a x — — continue sur R* & valeur dans R et P,11 qui est conti-
x

nue sur R donc par produit de fonctions continue sur R*, on a f ("+1) continue sur R*. Finalement, on a

1 -1
FOHD () ~ (Poy1)—— poEs exp(z) — 0 = f*Y(0) | par croissances comparées, donc f™*1) est conti-
T X z—

nue sur R. On a donc bien | f € C"T!(R) | ’hypothese est vraie au rang n + 1.
5) La conclusion de la récurrence est que Vn € N, f € C"(R). Cela est la définition de | f € C*(R) |.

Exercice 18 : Montrer que si f € C™(I) s’annule en n + 1 points distincts de I, alors f(”) s’annule au
moins une fois.

Réponse : On montre par récurrence pour k € [0,n] : "f ®) gannule en n — k + 1 points distincts"

Si on démontre que cela est vrai pour tout k € [0,n], alors on aura démontré le résultat voulu, parce que

pour k = n, on aura | "f™) s’annule en 1 point" ‘

Initialisation : Par hypothese c’est vrai au rang k = 0 car f(o) = f s’annule en n + 1 points distincts.
Hérédité : Si c’est vrai au rang k, alors on a f(k) qui s’annule en n — k 4 1 points distincts : Ay < Ay < ... <
)\n—k+1 el.

On se rameéne alors au méme raisonnement que Pexercice 9 : Pour tout k£ € [1,n — k], on a donc f(k)()\i) =
f(k)()\iJr]) = 0 D’aprés le théoréme de Rolle, comme f*) est continue sur [Ai, Ait1] est dérivable sur |A;, A\j11],
il existe o €]Ai, Ais1[ tel que (f*))(ay) = 0.

On a donc f*+Y(a;) = 0 pour tout i € [1,n — k]. Avec les o; deux & deux distinct car o < Ay < g <
< ke < Qg

Donc au rang (k + 1), f(kH) s’annule en n — k points distincts |.

Conclusion : L’hypothése est donc validée pour tout k € [0,n]. En particulier, pour k¥ = n, on trouve le
résultat voulu comme précisé plus haut.

Exercice 19 : (Convexité) Soit f une fonction deux fois dérivable sur I. On dit que f est convexe si et
seulement si :

Ve,yel, Vtel0,1], flz+ (1 —t)y) >tf(z)+ (1 —1t)f(y)

Montrer que f” est positive sur I si et seulement si f est convexe sur I.

a) — f(x
Indication : Pour le sens indirect on étudiera les variations de la fonction : g : x — M pour ensuite
a—x

prouver que f' est croissante (faire des dessins peut aider).

Réponse : Sixz <yel, onposepourte (0,1, g(t) = ftx+ (1 —t)y) —tf(x) — (1 — 1) f(y).
Onat—te+ (1—t)y=y+t(zr—y) est une fonction décroissante, continue et dérivable sur [0, 1] & valeur
dans [z, y]. Par ailleurs, f est dérivable sur [x,y]. Donc g est dérivable sur [0, 1].

Onag'(t)=(z—y)f (tz+ (1 —t)y) — f(z) + f(y). Comme f” >0, on sait que f’ est croissante. et comme
t — tr + (1 —t)y est décroissante et x —y < 0, on en déduit que g’ est croissante sur [0, 1].

Or comme [ est continue sur [z,y] et dérivable sur |z, y[, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il



existe ¢ €]z, y[ | f(z) — f(y) = f'(c)(z —y).
On a donc ¢'(t) = (z —y)(f (tz + (1 —t)y) — f'(c)). 911 adonc g'(t) >0 < f'ta+(1-t)y) < f'(c) =

tr+(1—thy<c < t> 7Y On note to = €7 Y Bt comme on a g(0) = g(1) = 0, on en déduite le

tableau de variation de g :

T 0 to 1
q'(t) + 0 -
0 0
g(t) \ /
g(to)

On a donc d’apres le tableau, g(¢) < 0 sur [0, 1], donc ’Vt €0,1], ftxa+ A —t)y) > tf(x) + (1 —1)f(y) ‘

Sens indirect

On montre que g : x —

fla) — f(x)

On pose z < y et on va montrer que g(x) < g(y).

est croissante sur 1.

fla) = f(tx + (1 —t)a)

Premier cas : ¢ < y < aalorsy = tz+(1—t)a avect = Y= ¢ [0,1]. Onadonc g(y) =
a—-y

fla) = ftz + (A =t)a) _ fla) —tf(x) = (A =) f(a) _ t(fla) = f(2))

a—tr—(1-1t)a

t(a — x) - tla — x) - t(a — x) = 9(@).
On en déduit g(y) > g(x)
Deuxiéme cas : ¢ < a <y On écrit alors a = to + (1 — t)y avec t = % € [0,1]. On a alors g(y) =
fle+ (A =t)y) = fly) _ fle+ A=ty - fly) o @O+ A=f@)+ ) _ [@) -
tr+(1—ty—vy t(x —y) —~~ t(x —y) T—y

car t(zx—y)<0
fle+ (1 =ty — ) _ [(@) =)
tr+(1—t)y—=x - r—y

et de méme g(z) = < ¢(y) (on passe les calculs). On trouve bien

9(z) < g(y).
Troisiéme cas : a < ¢ < y Se traite comme le premier.

fla) = f(z)

Des lors, on peut montrer que f’ est croissante. En effet, si on prend, a et b € I. On pose g,(x) =
a—x

o o) = L1

Sta <z <y<bonaga(z) = g(y), en effet, on a ga(z) > ga(y) = gy(a) = g4(b) = gs(y)
Donc f'(a) = lim+ go(z) > lirlrjl gv(y) = f'(b). D’ott le résultat : f est croissante! Cela donne directement
T—a y—b—

Exercice 20 : Soit f une fonction deux fois dérivable en a € R.

alors g, et g, sont croissantes.

PR
1) Si £/(a) %0, Montrer que f(z) — f(a) ~ (z ~ )f'(@) ~ 2 pa)
r—ra
1 P . cos(x) —1
2) En déduire un équivalent de cos(z) — 1 quand z — 0 3) Calculer hn}J 3
r—r X
Réponses : 1) L’idée est de d’utiliser le taux d’accroissement de f’ et de voir son implication sur f en

intégrant f.

On a fi(z) - f'(a) — f"(a) donc si on pose g(z) = fiz) =~ f'la)

r—a T—a Tr—a r—a

On a par ailleurs, f'(z) = (z—a)(g(z)+ f"(a))+ f'(a) = f'(a)+(z—a) f"(a)+ (x—a)g(z) Donc en intégrant,

— f"(a) alors g(x) — 0.



on trouve :
xr xT

FOa = [ e+ = o @+ - ag a
/ f'(a dt+/( a)f’ (a)dt+/:(t—a)g(t)dt
a/a Ldt+ f"(a )/a (t—a) dt+/:(t—a)g(t) at
Jr/aw(ta)g(t) dt

a

el - 1 (x_a)Q
= ['(@)(w = a) + 1"(@)
. _ o / :(x_a)z " ’ _
ainsi f(z) = f(a) = (¢ —a)f'(a) = 2 f" (@) + | (- a)g(t) dt

T 2
Pour démontrer I’équivalence, il faut donc démontrer que / (t—a)gt) dt = o ( 5 f”(a)) Cela

x

revient & démontrer que / (t—a)g(t) dt= o ((z—a)?)
a T—a

On remarque que f’ est continue sur R, donc g est continue sur R (en prolongeant par continuité g”(a) = 0)

On va encadre h(z) = ﬁ /m(t —a)g(t) dt.

Soit € > 0, on veut montrer 36 >0 | |x —a| <d = |h(z)| <e
Onag(x)j0d0n635>0||xfa|<5 = Jg(x)| <e

Par inégalité triangulaire sur les intégrales, on a pour z €la,a + [ :

Ih(z) /|t allo()] dt < =z )/( —a)sdt:(xla)/:edtzs

etpourxe]aféa :

|h(x)|<(33_16L)2/a|t—a||g(t)|dt<M/a(a—x)sdt:aix/wedtzs

Dans tous les cas on trouve |z —a| < § = |h(z)| < e. Donc h(z) — 0
r—a

r (x —a)?

On a donc / (t—a)g(t) dt = mga((x —a)?) et| f(z) — f(a) = (x —a)f'(a) o
2) On a cos(0) = 1 et cos’(0) = —sin(0) = 0 et cos”(0) = — cos(0) = —1

2
Ainsi la formule appliquée & f = cos et a = 0 donne | cos(x) — 1 ~ Tx
r—r
3) cos(z) — 1 o done cos(z) — 1 N -1
1,‘2 z—0 2 aj‘2 z—0 2




