Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.
Correction de ’exercice 3.
Correction de ’exercice 4.

Correction de ’exercice 5. 1. Supposons que > u, converge avec (uy, ), une suite positive. Comme > u,,
converge, up ——> 0. Ainsi, il existe ng € N tel que pour tout entier n = ng, 0 < u,, < 1. En multipliant
n—

par u,, on obtient 0 < u,? < uy, or Y. u, converge, par comparaison de deux SATP, > u,,? converge.

2. Siu, = 1/n, alors Y u,? converge mais > u, diverge.
nx=1 n=1

3. Si > u, converge absolument, alors ) |u,| converge. Comme ) |u,| est une SATP, on peut lui appliquer
la question 1, ) |u,|? converge. Or, pour tout entier n, u,? = |u,|?. Ainsi, 3 u,? converge.

Correction de ’exercice 6.

Correction de ’exercice 7. 1. En effectuant le développement limité a l'ordre 2 en 0 de z — In(1 + z) :

1
tns1 — tn = Hpa1 —In(n + 1) — (Hy — In(n)) = Hps1 — Hy —In (” i )

n
1 1 1 1 1
- —H,-In(1+-)= Y -
s " n< +n> n+1 <n 2n2+0(n2>>
2n? —2n(n +1) + (n + 1) 1 —2n +1 1
= +o|l= )= "+o|=
2(n + 1)n? n? 2(n + 1)n? n?

-n+1 -1 -1
2(n+1)n?  2n3  2n?’

-1 1 1 -1 1 -1
Unit—tn =9 Oz ) TO\2) T T\ ) T a2

. 1 1 1 . . .
2. Ainsi, u, — Up11 ~ 5 OF > 2 converge, donc )’ -5 aussi, par théoreme de comparaison de séries a

Or,

ainsi,

termes positifs, >, (uy — up41) converge, ainsi, . (41 — uy,) converge.

n n—1
3. Notons S la somme, ainsi > (ug11 — ug) — S, par extraction,
k=0 n= k=0
télescopique u, — ug — S et donc uy, — S + ug.
n— n—

(Up+1 — ug) — S, par somme
n—

4. En notant v = S+wuy, on peut écrire u,, = y+0(1), donc H,—In(n) = y+0(1) et donc H,, = In(n)+y+0o(1).
a® + b?
Correction de I’exercice 8. Soit (a,b) € R2, alors (a — b)? = 0, donc en développant, ab <

Uy + U , .
pour tout n € N, \/UnUp = /Unr/Up < % Or > u, et > v, convergent, comme l’ensemble des séries

. Alinsi,

. Up, + Un . , . N ..
convergente est un espace vectoriel, > ———" converge. Par comparaison de deux séries & termes positifs,

2
> \/Unvy, converge.
Correction de I’exercice 9.
Correction de I’exercice 10. 1. Supposons que pour n = ng, on ait v,+1 < rv,. Posons 'hypotheése de

récurrence suivante, pour n = ng : Z(n) : «vp < Upyr" 0N
e Initialisation : pour n = ng, on a bien vy, < vy, = v;,07"°, P (ng) est vraie.
o Hérédité : soit n = ng, si P(n) vraie, alors v,11 < 70, < 7(Vpg™ ™) = vy 7170, P (0 + 1) est

vraie.
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e Conclusion : pour tout n = ng, v, < up,r" " "0.

De méme, supposons ' que pour n = ng, on ait v,4+1 = rv,. En divisant par 7”1, pour tout entier n = n
) 05 + ; 0

v v
TZ—ﬁ > —Z, ainsi la suite (v /T")n=n, est croissante. Des lors, pour tout entier n = ng, vy /1™ = vy, /r™°.
En multipliant par " le résultat en découle.

1—4

2. Supposons que £ < 1, cherchons € > 0 tel que £+ ¢ < 1, il faut alors que € < 1 — ¢. Posons donc ¢ = —

comme ¢ < 1, on a € > 0. Comme lir{loo |tn+1/un| = £, on peut donc dire qu'il existe ng € N tel que :
n—

YneN n=ny =— [F{—e<

posons

1—-¢ 144 1+1
= < =
2 2 2
Ainsi 7 < 1. Comme, pour tout entier n = ng, |unt1|/|un| < r, d’apres la question 1, pour tout entier
n = ng, |un| < |un,|r~™0r"™, or >, r™ est une série géométrique convergente car |r| < 1. Donc ] |up,|r~"0r"
converge, par comparaison de séries a termes positifs, >’ |u,| converge. Ainsi, > u,, converge absolument
donc converge.

r=~»0+e=10+ 1

-1
3. Supposons que £ > 1, cherchons € > 0 tel que £ —e > 1, il faut alors que € < £ — 1. Posons donc € = —5

comme £ > 1, on a € > 0. Comme hr{loo |tn+1/un| = £, on peut donc dire qu'il existe ng € N tel que
n—

|un+1|

<fl+e
|y |

VneN n=ny =—=>F¢—¢c<

Posons
(-1 £+1 1+1

>
2 2 2
Ainsi r > 1. Comme, pour tout entier n = ng, |up+1|/|un| = r, d’aprés question 1, pour tout entier n = ny,
[tn| = |tung|r—0r" — 0. Ainsi, > u,, diverge grossiérement.
n—

r=0—c=1/{— 1

Un+1

4. Prenons u, = 1/n, alors u,4+1 ~ u, et donc —— 1 =/ et Y u, diverge. Prenons u, = 1/n?, alors

Unp,

Un+1 e e . . .
—— 1 ={ et > u, converge. Ainsi, si / = 1, on ne peut rien dire.
Up, n—0o0

Unpi1 ~ Uy €t donc

Correction de ’exercice 11.

n +00
Correction de I’exercice 12. Posons S, = >, up et S = >, uy , alors
k=0 k=0
2n
0<nugn < Y up="S5m—S ——>5—8=0
n—a0
k=n+1

Alors par théoréeme d’encadrement, nus, —— 0, en multipliant par 2, 2nus, —— 0.
n—o0 n—0o0
Considérons 0 < (2n+1)ugn+1 = Ugp+1+2nU2p+1 < Uzpt1+2nug,. Comme la série converge, uy, — 0, par
n—

extraction ug,+1 —— 0 et par ce qui précede 2nug, —— 0, par théoreme d’encadrement (2n + 1)ugy+1 ——
0 n—a0 n—ao0 n—oo

Ainsi, la suite des termes pairs de (nuy), tend vers 0 ainsi que la suite des termes impairs de (nuy), tend
vers 0. D’apres un théoréme de cours, nu, —— 0.
n—o0

Correction de ’exercice 13. Soit (uy), une suite strictement positive, on suppose que /u,, — .

1. On peut refaire une récurrence, mais proposons une méthode avec plus de panache.
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1. Si¢ <1, onposee=(1—-/¢)/2>0, ainsi il existe Ny € N tel que

VneN n=Ny — Yu,<l+e=(1+0/2=r

Comme x — z" est croissante sur R, , on obtient pour tout n > Ny, u, < r", comme r < 1, on sait que
>, 7™ converge (série géométrique de raison r avec |r| < 1), par critéere de comparaison des séries a termes
positifs > u,, converge.

2. Sif>1,o0nposec=({—1)/2>0, ainsi il existe Ny € N tel que

VneN n=Ny = Yu,=2l—c=(1+0)/2=r

Comme z — ™ est croissante sur R;, on obtient pour tout n > Ny, u, = r™, comme r > 1, r™ — 100,
donc u,, — +00, ainsi Y, u, diverge grossiérement.

Correction de ’exercice 14. 1. Pour tout n € N, 0 < v, —uy, < wy, —uy,. Comme > uy, et > w, convergent
et que l'ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel, > w, — u, converge. Par comparaison
entre deux SATP, > v, — u, converge. Comme >, u, converge, par somme » (v, — Up) + U, converge.
Ainsi, > v, converge.

2. Supposons que Y u, converge absolument. Alors pour tout n € N, —|u,| < up, < |uy|. Or Y] |u,| converge,
par stabilité par multiplication par un scalaire, > —|u,| converge. En appliquant la premiére question,
> uy, converge.

Correction de ’exercice 15. 1. Comme Y]1/n? converge et que I'ensemble des séries convergente est un
espace vectoriel, Y. 1/(2n)? converge, de plus, par linéarité de la somme,

+00 +00 +00 2 2
1 1 1 1 1
I P TS DI T Rt
(2n)2 n? 442 40 6 24
n=1 n=1 n=1
2n+1 1
2. Soit n € N* en séparant les indices pairs et impairs dans ) =k il vient :
k=1
i 1 27551 1 Z 1 2 72 x?
2 = 2 2 5w A 94 ]
A @2k+12 T AR A (2k2 e 6 24 8
Ainsi, 3 1 . +Zoo 1 w2
insi, Y, ———— converge e — = —.
S (2n 1 1)2 8OO Ln+1)2 8
3. Soit n € N*, en séparant les indices pairs et impairs :
3 (—1)F 3 (=D* | 3 (—1)F E%” 1 PP w2 x2 g
2 2 2 2 2 oo 94 & 19
“k &k =T i (2p) S (@2pH1)? e 248 12
k pair k impair
e @ (-t
Ainsi, t =——.
insi, Y, 3~ converge e P 12

Correction de 1’exercice 16.
Correction de 1’exercice 17.
Correction de 1’exercice 18.

Correction de ’exercice 19.
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